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UNE LECON SUR LA THEORIE ELEMENTAIRE
DES FRACTIONS

L’ Arithmétique qui est 'étude des propriétés des nombres
et de leurs combinaisons présente un point faible, la théorie
des fractions. La plupart des Trailés basent cette théorie
sur l'introduction d’idées étrangeéres a I’Arithmétique pure,
telles que celles de grandeur continue, de division a l'in-
fini, de mesure, etc. Si cette maniére de procéder permet
d’aborder promptement les applications, elle est a certains
égards tres défectueuse. Outre 'inconvénient qu’on vient de
signaler, elle crée un dualisme facheux, la fraction apparaissant
dans les appli(‘ations tantot comme un rapport abstrait ou
I'indication abrégée d’opérations qui transforment un nombre
en un aulre, une ]_ongueur en une autre, ete., tantot sous la
forme concrete, pour désigner par exemple une longueur,
'expression fractionnaire n’étant dans ce dernier cas qu'un
accident dit au choix de 'unité de mesure. De la des 1dées
disparates engendrant fatalement 'obscurité et chez 'éléve
un sentiment d'insécurité que la pratique du calcul, plus que
la réflexion, finit par dissiper.

D’autres auteurs ont simplement défini la fraction comme
un couple d’entiers rangés dans un ordre déterminé, puis
présenté les regles d'opérations comme des conventions ar-
bitraires dont 1l suffit de constater aprés coup la compatibi-
lité; c’est ainsi que procede par exemple M. Tannery dans son
excellent Traité . Ce mode d’exposition, assurément tres ri-
goureux, prétele flanc ade sérieuses eritiques. llne prépare pas
aux applications et son caractere formel rebute 'éléve qui ne
voit guere dans le calcul desfractions qu’un jeu aussi futile et

L J. TaNNuRryY. Legcons d’Arithmétique théorique et pratique, p. 148 et passim.
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moins amusant que les échecs. L'idée, fondamentale en ma-
thématiques, de construire un groupe d’objets assez étendu
pour que le symbolisme opératoire s’applique sans exception
dans le groupe, échappe par son abstraction a des esprits non
préparés qui demandent aux regles du calcul moins la géné-
ralité que la convenance pratique.

Un troisieme moyven consiste a dépouiller la fraction de
tout caractere concret pour en faire un opérateur, étre nou-
veau parfaitement défini bien que sans parenté au premier
abord avec les nombres entiers non plus qu'avec les gran-
deurs mesurables, mais pouvant s’appliqguer aux uns comme
aux autres. En poursuivant les (fonééquences de cette notion
parfaitement claire, non seulement on établit d'une maniere
irréprochable, au double point de vue de la rigueur et de la
simplicité, toutes les propriétés des fractions, mais on est
bientot conduit a faire rentrer les enliers eux-mémes dans le
cadre des fractions comme cas particulier; ainsi disparait le
défaut d'unité qu'on pourrait blamer dans cette facon d’envi-
sager les choses. Malgré la banalité de son point de départ et
ses avantages mcontestables, cette marche est peu connue et
'avant adoptée il y a quelques années pour des lecons don-
nées dans un établissement d’instruction secondaire, je la
crovais nouvelle, lorsque je la trouvai décrite dans le Traité
d’Analyse de M. Méray!. Je n’ai pas cru cependant devoir
renoncer a la publication de cet article, dans I'espoir de con-
tribuer a la vaulgarisation d’'une méthode qui est restée comme
ignorée, mon exposé sécartant d'ailleurs sensiblement de
celui de M. Méray el me paraissant a certains égards plus
complet.

I va sans dire qu'il ne s’agit pas ici d'une lecon réelle:
la rapidité, la sécheresse méme des développements ainsi que
les notations algébriques dont j'ai fait largement usage l'in-
diquent suffisamment. Je ne m'adresse pas a des ¢éléves mais
aux maitres qui sauront extraire de ces pages les idées uti-
lisables pour I'enseignement oral. Je suppose comme con-
naissances antérieures les suivantes :

1 MirAY. Legons nouvelles sur UAnalyse infinitésimale, t. 1, p. 2 et suivantes.
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1o Propriétés de 'addition et de la soustraction des nom-
bres entiers.

2° Propriétés distributive, commutative et associative de la
multiplication.

3° Définition de la division, du quotient et du reste; pro-
priété distributive de la division, ou théoréeme en vertu du-
quel si @ et b sont deux nombres divisibles par ¢, on a
(@a+0):c=(a:c)+ (b:c.

4° La notion du plus petit commun mulliple de plusieurs
nombres.

§ 1. — Les opkraTEURS. — Considérons sous le nom d'opé-
rateurs des expressions telles que

<a:tb>xc ou:a:b>xc:dXxe

ou «, b, ¢,... représentent des nombres entiers ordinaires.
Un opérateur indique une succession de multiplications et de
divisions qu’il faut exécuter a la suite les unes des autres, dans
I'ordre d’écriture de gauche a droite, sur un nombre entier
indéterminé auquel l'opérateur est dit appliqgué, le résultat
devant naturellement dépendre du choix de ce nombre. Les
opérateurs >< 1 et : 1 ont un effet nul et peuvent toujours étre
supprimeés.

Le mot opérateur exprime une idée plus complexe que
celle de nombre et les deux notions doivent, pour le moment,
étre soigneusement distinguées 'une de 'autre. C’est ainsi
qu'on ne confondra pas les symboles

Xa ouxa:i:b ouxaxb: c,
qui sont des opérateurs, avec ceux-ci
a, a b, a>xb: c

qui sont des nombres obtenus par certains calculs, les deux
derniers, par exemple, en appliquant au nombre « les opé-
rateurs : bet >< b : c.

En résumé le champ de Arithmétique ne comportait jus-
qua présent que I'étude des propriétés des nombres ; nous
étendons son domaine par l'introduction d’un élément nou-
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veau, lopérateur dont il nous faut examiner les propriétés.
Parmi celles-ci les unes n’appartiennent point en propre aux
opérateurs mais dépendent des nombres auxquels ils sont
appliqués; les autres subsistent quels que soitent ces nom-
bres. Ce sont ces derniéres qui vontattirer surtout notre at-
tention, la théorie des fractions n’étant en somme que I'étu-
de de ces propriétés intrinseques des opérateurs.

Lesnombresa, b, c,... quifigurent dans un opérateur en sont
les facteurs; ils se partagent en deux classes, les multiplica-
teurs précédés du signe >< et les diviseurs du signe 1. Un opé-
rateur qui contient des facteurs des deux especes est muxte,
il est semple dans le cas contraire ; un opérateur simple sans
aucun diviseur s’appellera quelqueflois entier.

Nous emploierons toujours comme ci-dessus les lettres
minuscules a, b, m, p, etc. pour désigner les nombres entiers
ordinaires, tandis que les opérateurs seront plutot représen-
tés parles majuscules P, ), F, G, etc. La notation 7P indiquera
le résultat obtenu en soumettant le nombre 7 a 'opérateur
P, lexpression Pr étant pour le moment dénuée de
toute signification. Par exemple, si P désigne 'opérateur
X a>xb:cxd:e: fetsile nombrerest égal au produit
ncef, en exécutant les opérations marquées on a d’abord
naefe, puis successivement nabefc, nabef, nabdfe, nabdf,
enfin nabd; donc rP = nabd. Ce calcul nous donne le théo-
reme suivant d’un usage [réquent.

Tutoreme [. St m, m', m"”..., sont les multiplicateurs et
d, d, d"..., les diviseurs de lopérateur P et « le nombre
ndd'd”..., on a

aP — nmm’m". ..,

cela quel que soit 'ordre de succession dans P des multi-
plicateurs et des diviseurs.

TutoremE Il. — Si p et ¢ sont les résultats obtenus en ap-
pliquant 'opérateur P aux nombres « et b respectivement,
p + get p— g sont les résultats obtenus en soumettant les
nombres (@ 4+ 0) et (a — b) a ce méme opérateur P. Autrement
dit, en supposant possibles les opérations «P et OP, on aura

(@ = b) P = aP = P,
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Soient en effet par exemple P =:a > [ y...: partons
simultanément des nombres «, b et (« == b) et exécutons les
opérations: a, >< f3,: v... En vertude la propriété distributive
de la multiplication et de la division, le troisieme résultat
est i chaque inslant égal & la somme (ou a la di flérence) des
deux premiers. Il est vrai qu'on peut étre arréte par une di-
vision impossible lorsqu’on calcule P ou 0P ; si aucune
impossibilité ne se présente, lopération(a + 0)P est nécessai-
rement exécutable et 'on a (¢ 4+ 0P = abP + OP. 1l est
clair que ce théoreme s'étend a un nombre quelconque d’ad-
dendes, ainsi

@ +b + c..) P=aP + 0P + c¢P +...

en les supposant tous é¢gaux, et leur nombre m, nous avons le

Turoriye 1. — Si Popération «P est possible et que m
soit un entier quelconque, 'opéralion (ma)P est également
possible et I'on a

(ma) P —= m(aP).
§ 2. — NOMBRES APPARTENANT A UN OU A PLUSIEURS OPERA-
TEURS. — On vient de remarquer qu’un opérateur, s’il n'est

pas enlier, ne peut pas étre appliqué atoutnombre indistine-
tement. Cest ainsi que 'opérateur : 2 >< 2 ne peut élre ap-
pliqué a aucun nombre impair, la premicre division marquée
¢tant impossible.

[l existe toujours une infinité de nombres auxquels peut
ctre appliqué un opérateur donné; il existe de méme une in-
finité¢ de nombres pouvant étre opérés par plusieurs opéra-
teurs donnés. Le théoreme I nous apprend par exemple que
le produit de tous les diviseurs figurant dans ces opérateurs,
ouun multiple quelconque de ce produit, peut étre soumis a
chacun d’eux.

Nous dirons qu'un nombre appartient ou correspond a un
op¢rateur lorsque cet opérateur lui est applicable; nous di-
rons aussi plus simplement que ¢’est un nombre de cet opé-
ratewr. Plus généralement, nous appellerons nombre commun
« plusieurs opérateurs un nombre auquel ils sont tous appli-
cables. Le plus petit nombre de Popérateur P, zéro exclus,
sera dit nombre minimum de P, et nous parlerons de méme
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dua nombre minimum de U'ensemble P, Q, R..., pour désigner
le plus petit nombre, zéro exclus, auquel s’applique chacun
des opérateurs P, Q, R...

Turoreme V. — Soient P, Q, IR... divers opérateurs et «
le nombre minimum de leur ensemble, les autres nombres
communs sont n'm]tiples de a et r-éciproqumnent.

En effet, a cause du théoreme 111, tout multiple de @ est
commun a P, QQ, R...; en outre si b est un nombre commun
quelconque, soientgle quotient de la division de b paraetrle
reste, de sorte qu'on a I'égalité r—=>0-—aq. D'aprés le théo-
reme LT, 7 seracommun a P, Q, R..., et comme il estinférieur
au minimum commun il ne peut étre que zéro, ainsi b est di-
visible par «.

Turoreme V. — Si p, ¢, r... sont les nombres minima
respectifs des opérateurs P, Q, R...; le minimum de l'en-
semble P, Q, R... sera le plus petit commun multiple de
Py (s e

Car tout nombre appartenant a 'ensemble doit étre mul-
tiple de p, de ¢, de r... séparément, et d’autre part, le plus
petit commun multiple appartient a P, a Q, a R..., etc.

TutoreEME VI. — Si p est le nombre minimum de l'en-
semble d'opérateurs P, P', P"..., ¢ le minimum de I'en-
semble Q, Q', Q"..., r celui de l'ensemble R, R', R"..., le
plus petit commun multiple des nombres p, ¢, ..., sera le mi-
nimum de ’ensemble formé de la réunion des autres P, P', P”...
Q,Q"..., R,R'... Ce théoreme se démontre comme le précé-
dent dont il n'est qu'une généralisation.

§3. — EGALITE ET INEGALITE. — Sotent P et () deux opérateurs,
« le minimum commun; nous dirons que P est supérieur, in-
férieur, ou égal a ), selon que le nombre aP est lui-méme
supérieur, inférieur, ou égal a Q) ; 'on indiquera la relation
de grandeur a la maniere ordinaire P>, P<Q, P=Q.

Si b est un nombre quelconque appartenant a P et a Q, 1l
est multiple de @ et 'on a b = ma d’'ou résulte par le théo-

M \ i > A .
reme I, que les hypotheses P = () entrainent respectivement

. - = .. .
les relations 0P < 0Q) et réciproquement; autrement dit,

pour déterminer le sens de ]"inéga]ité entre deux opérateurs,




THEORIE ELEMENTAIRE DES FRACTIONS 31

on peut les appliquer a n’importe quel nombre commun, le
résultat de la comparaison sera toujours le méme.

11 résulte aussi de la que si P—=Q et Q=R on auraP=R.
En effet, @ étant le minimum commun a P, Q, R, les égalités
P—=0Q et Q=R entrainent celles-ci «aP=aQ et «Q=aR,
d’'olt aP=aR et par suite P=R. On démontrera de méme
que sil’on a P>Q et Q>R on aura aussi P>R.

Nous venons de nommer égauxr des opérateurs ayant le
méme effet sur leurs nombres communs. Il faut observer
qu'étant donnés deux opérateurs égaux un nombre qui ap-
partient a I'un peut ne pas appartenir a lautre; c'est ainsi
que 2 est le minimum de l'opérateur : 2 > 2 et 1 le minimum
de opérateur ><1 égal au précédent. Cette circonstance est
de nulle importance pour la suite.

Nous identifierons désormais des opérateurs égaux en les
regardant comme ayant méme caleur sous des formes diffé-
rentes. Des lors les opérateurs forment un ensemble ordon-
né et peuvent étre considérés comme rangés en une seule
série par ordre de grandeur croissante ainsi que c’est le cas
pour les nombres entiers. Une différence subsiste toutefois:
un nombre entier est toujours suivi d’'un seul nombre entier
tandis qu’il existe toujours une infinité d’opérateurs compris
entre deux opérateurs donnés. Cette dissemblance n'a qu'un
role insignifiant en Arithmétique, mais elle est la source des
arguments célébres des Eléates sur le mouvement. En effet,
s'il est aisé de se figurer cet arrangement par ordre de
grandeur une fois créé, on n'en peut concevoir la généra-
tion compléte entre deux termes donnés ou méme le pro-
longement, fit-ce d'un seul échelon, a partir d'un point
de départ quelconque. D'une maniére générale, il est 1m-
possible d’imaginer la description par ordre de grandeur
croissante d'un continu ordonné et cependant le temps,
concu suivant I'idée commune comme un pareil continu, la
réalise constamment sous nos yveux dans son écoulement
naturel. La solution de ce singulier paradoxe, dont quelques
mathématiciens semblent aujourd’hui encore méconnaitre le
véritable caractére, me parait bien plus du ressort de la
psvchologie que de la logique.




32 C. CAILLER
Turoremr VII. — Deux opéraleurs qui ne difféerent que

par Pordre de leurs multiplicateurs etde leurs diviseurs sont
égaux.

En eflet, soient m, n,... les multiplicateurs o, d',... les di-
viseurs de ces opérateurs P et Q. Le nombre dd'd”... appar-
tient a chacun d’eux et opéré par I'un ou Pautre, il devient
mm'm" ... (théoreme 1), ainsi P=—=0Q).

DeriNiriox. On nomme fraction tout opérateur de la forme
> n :dou:d> nqui comprend un seul muluplicateur et un
seul diviseur. Nous écrirons la fraction sous la forme usuelle

n . ) : . o oo,
=) notation qui assigne aux facteurs leur role dans Topéra-
p ,
leur sans préciser lordre indifférent de leur succession. Le
multip]icaleur n prend aussi le nom de numérateur et le di-
viseur celui de dénominateur de la fraction.

Du théoréme précédent résulte ce corollaire que tout ope-

rateur P aux multiplicateurs m,m',m”,... et aux diviseurs
. ’ 1

. 1. . - mm’m" ... ..

d,d',d",... est égal ala fraction I'= — s car on a évi-

demment (dd'd"...) P={dd'd"...) F = mm'm" ... La fraction
est done la forme normale que peut revélir tout opérateur,
les opérateurs entiers n’étant pas exceptés, car on a par

, a abe , A
exemple >< «a — T et ><a><b><c= T On aura de méme
1 ; 1
ca——-et:a:bic=— .
«a abe
TreoreMeE VIII. — Une fraction ne change pas de valeur

(quand on multiplie ou divise ses deux termes par un méme
nombre.

En effet la {fraction %} est identique a Dopérateur
> ><mim : d, lui-méme égala><n : d= Z—; : les deux facteurs
intermédiaires se suppriment comme produisant un elfet nul.
Ainstune méme fraction peut prendre uneinfinité de formes, la
plus simple étant celle ou les deux termes sont premiers en-
tre cux. La fraction 'est dite alors irréductible, et deux frac-

. . , . 1y, « C , . . ”
tions irréductibles différentes — et — sont nécessairement ineé-
¢4

b {
gales comme on le voit en les appliquant au nombre bd qui

leur est commun.
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n n"

L'ordre de grandeur de plusieurs fractions%%(?-727,... se
détermine facilement en les réduisant au méme dénomina-
teur; en désignant par d le plus petit commun multiple des
nombres d, d', d",..., de sorte que

d=de = de¢ =—=de"...,

et par & un facteur quelconque, nos fractions s’écriront aussi
kne kn'e’

kST kST
que leur ordre de grandeur coincide avec celui des numéra-
teurs kne, kn'e’,...; et si l'on fait grandir £ a volonté, on
pourra rendre la différence de ces numérateurs aussi grande
(qu’on voudra, ce qui permettra d'intercaler entre deux termes

non

. . n
successifs de la suite — 25 —;... un nombre quelconque de

. En les appliquant toutes au nombre /¢, on voit

fractions nouvelles.

D ; N o i 3 a > /) : ) > .
Remarquons, par exemple, qu’on a ¢ < ¢ selon que @ < 6.

§ 4. — OPERATIONS SUR LES FRACTIONS. — Les termes ajouter,
soustrawre, multiplier, diviser et leurs corrélatifs somme, dif-
férence, etc., usités pour les opérations élémentaires entre
les nombres entiers, vont désormais nous servir pour dési-
gner certaines opérations analogues exécutées sur les frac-
tions; nous emploierons aussi les mémes signes pour ces
opérations, a savoir +, —, ete.; une confusion entre an-
cienne et la nouvelle acception des termes n’est pas a crain-
dre, un instant d’attention suffisant pour reconnaitre si le
mot ou le signe unit deux nombres ou deux opérateurs.

MvrrripLicatioN pEs rractions. Lorsquon applique deux
opérateurs a la suite 'un de Pautre, antrement dit lorsqu’on
applique Popérateur Q au résultat trouvé apres app]icétion
de T'opérateur P, la double opération peut étre remplacée par
Papplication d’un seul opérateur R. \insi, si

P=zta:b:icxd co Q=x<b:ax>xd
on a
R=:1a:b:icxdx<b:axd.
Nous nommerons produit de P et () cet opérateur R dont

L’Enseignement mathém., 6¢ année ; 1904. 3
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Peffet équivaut a l'effet de P et Q pris consécutivement, et
nous écrirons R=PQ. On dit aussi qu'on a multiplié P par
(Q; ainsi lorsque les opérateurs sont entiers >< « et >< b, leur
produit sera 'opérateur entier > (ab).

Cette notion s’étend de suite au produit de plusieurs opé-
rateurs P, ), R, et ¢’est ainsi qu’on peut considérer un opé-
rateur tel que : @ : b >< ¢ >< , comme le produit de ses di-
vers facteurs : «a, : b, < ¢, < d.

[l nous suffira d’étudier la multiplication des opérateurs
mis sous la forme fractionnaire,

’ N/

— , . - . . . s n n n
l'acoreME IX.— Le produit de diverses fractions i A
ot éoal & la fract nn'n"...
est égal a la fraction T
Car le pl"o(luit cherché, évidemment unique a la forme
pres, est Vopérateur X< n:d > n': d > n" : d"..., lui-méme

e 1. 1. ¢ . nn'n'"..
égal a lafraction T A1 résulte de cette regle que la mul-

tiplication des fractlons possede les propriétés associative
et commutative de la multiplication des nombres entiers.
Divisiox pEs rracTioNs. Diviser une fraction F par une
autre F', ¢’est en chercher une troisieme (G, nommeée quotient,
telle que F' G = F. Si G existe il ne peutavoir qu'une valeur,
car I'égalité ' G =" G’ donnerait, en désignant par « le mi-
nimum commun a lensemble F. F' G, G et posant al' = b,
I'équation numérique @® F'G = «*I'G’, ou (ab) G = (ab)G/,
ou enfin G = G'. Or G existe toujours, contrairement a ce
qui a lieu (,lans la division des nombres entiers; en effet, si

. ; .. . nd’ .
= Pt = I’ on trouve facilement G = ce qui donne le
/ d/
Tutoreve X. — Le quotient des fractions Zl—et 7 est .

En par-ti(‘u]‘ier s1 I'on cherche l’opérateur qui ap'p]iqu_é a la

a
suite de -~ plodmt le méme effet que la fraction s on lrouve

la fraction b Ainsi toute fraction peut étre regardée comme
le quotient de son numérateur par son dénominateur, mais

il ne faut pas perdre de vue que dans cet énoncé les termes
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de la division et le résultat lui-méme sont considérés comine.
opérateurs et non comme nombres. Nous verrons tout a
I'heure une délinition des fractions plus voisine de l'idée
commune.

~

Abvvrriox pes rractioNs. Additionner des fractions F, F', F”...
c'est déterminer une nouvelle fraction G, telle qu’en appli-
quant celle-ci & un nombre commun quelconque, le résultat
soit la somme des résultats donnés séparément par F, par
I/, par ", ete. Ainsi, en désignant par ¢ le minimum commun
de I, I, F”,... G, on doit avoir en particulier

aG = aF -+ aF" 4+ aF" ...

en outre si 'on représente par b tout autre nombre commun,
on ab=maet,a cause duthéoreme IlI, 'équation précédente
entrainera cette autre

bG = bF + OF" + OF” ...

et réciproquement.

Silasomme G existe elle est unique, car 'égalité « G =a G’
donne G = G’ ; en outre on voit immédiatement qu’elle ne
depend pas de laforme des addendes. On peut done supposer

’

., . . , . - n n
ceux-ciréduits au méme dénominateur F =-r, F' = e eteny
alors en prenant b = d on conclut la regle suivante.
ey . . . . . n
I'meoreve XI. —  Soient plusieurs fractions F = —
p oL, n' , . , ‘ A 3
M= =, I'" = —, elc., réduites au préalable au méme déno-

minateur, on a pour leur somme

n—+n +n'" 4.

B F 4 B 4 = y ;
. ; I . ~ a —~/ [)
parexemple, si I' = T | D— T etc., ona
o v . b+ ¢+ ..
I y o=t —
e | i

Delacdérivent les propriéiés de 1'addition des fractions.
1 La somme de plusieurs fractions est plus grande que
chacune d’elles.
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2° L’addition des fractions possede les propriétés commu-
tative et associative de addition des nombres entiers

3° L’addition des fractions possede aussi, vis-a-vis de la
multiplication, la propriété distributive; autrement dit, si

— n —~7 /l, T n'" | N f | : " :
F = > F ::—d~,l_* = e et G = =, sont des fractions
i , 8

quelconques, on a identiquement
GIF + F' & F" ..} = GF 4+ GF’ + GI” ... .

en effet cette égalité n'est autre que la suivante:

f n+n+u"4+...  [n 2 /n”
g d T gd + gd + + o

laquelle est évidente d’apres les regles précé(.lentes.

SOUSTRACTION DES FrACTIONS. — Soilent et I deux frac-
tions, on peut se proposer d’en chercher une troisieme qui
additionnée a I donne I, telle, en d’autres termes, qu'en 'ap-
pliquant & un nombre commun quelconque le résultat soit Ia
différence des résultats donnés par I et F'.

Pour la possibilité de 'opération il faut évidemment que
I > 17, cette condition est évidemment suflisante et en sup-
posant les deux fractions I et I réduites au méme déno-
minateur, on obtient le

TuroreME XII. — Si F et F' sont deux{ractions réduites au
’
. , . \ n X n ¥+ e
meéme dénominateur F = — et | R— — leur différence est
. 1 n — n'
o - d
. . . a L/ 1/ 1A a — b
\insi.siF =% et F' = L onauray — 2 —
T ’ 1 17 1 1 i

Remarquons encore que la soustraction possede la propriété
distributive vis-a-vis de la multiplication ; autrementdit, on a
Pidentité facile a vérifier

GF — F) = GF — GF’

MULTIPLICATION ET DIVISION DES FRACTIONS PAR UN NOMBRE
extier. Cette opération n'a point été définie jusqu'ici. En
ce qui concerne la multiplication numérique, on nomme pro-
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duit par lentier m l'addition de m addendes égaux; il est
naturel d’étendre 'emploi du méme terme aux fractions et

. I . n s g ) ’ ) ) o« .
de nommer produit de la fraction — par Uentier m I’addition

’ \ n 1 ) M . . -
de m addendes tous égaux a - La 1“egle d’addition donne

alors

la multiplication par entier m est donc au fond la méme

. . . . n
chose que la multiplication par la fraction -, comme on le

reconnaitrait au reste @ priori par 'analyse des notions.
De méme diviser une fraction F par 'entier m sera déter-

miner une nouvelle fraction G telle que Gm = I et si

: n - n . e s .

| — —;—, on trouve G = — Ainsi la division par Pentier
mn

. N . e o . m
m revient a la division par la fraction T

, . n .
Il résulte de ces remarques que la fraction ) peut étre

considérée comme égale a n fois la fraction —» Ou aussi

R . . 1) . .
comme d fois plus petite que la fraction T > ainsi

n 1 n

— :d

~

2= "=
ce qui est conforme a l'idée commune.

§ 5. — RemarqQues. — Nous avons défini toutes les opéra-
tions, ainsi que les relations de grandeur, en ne nous occu-
pant jamais que des {ractions ou opérateurs a I'exclusion des
nombres entiers. Toutefois les propriétés des opérateurs

. a b , . . . .
entiers 4> — etc., se sont trouvées toujours identiques a celles

des nombres correspondants @, b,...etsil’on faitabstraction de
la nature des objets pourn’avoirplus égard qu’au mécanisme
du calcul, on évitera des complications inutiles en assimilant

. a . sy
simplement les uns aux autres 7 aveca, etc. L’Arithmétique

n'a plus alors affaire qu’a un seul élément le nombre ra-
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tionnel qui comprend deux variétés, Uentier et la fraction; ce
(ue nous avons dit suffit pour faire sentir qu'il ne résultera
jamais de cette identification aucune erreur ou embarras
quelconque. De la certaines expressions au premier abord
singulieres telles que multiplier un nombre entier m par une

, . n . 4. . . m n

fraction —~au lieu de multiplier une fraction T paruneautre 5

ou appliquer. si possible, I'opérateur — au nombre 2. 1l suf-
appiq ) possible, L operate 3 ° : -

fira dans tous les cas au calculateur de savoir reconnaitre la
nature de son résultat, aulrement dit si ¢’est un nombre, ou
au contraire un opérateur.

Cette identité de propriétés de deux étres aussi différents
est assurément remarquable; bien que due a une espece de
hasard on la retrouve dans d’autres parties des mathémati-
ques. Cest ainsi qu’en Géométrie les vecteurs qui sont des
quantités réelles, peuvent élre considérés comme cas parti-
culier d'opérateurs spéciaux nommés les quaternions.

Dans la plupart des problemes qu’on est appelé a résoudre
en pratique les fractions sont appliquées non a des nombres
entiers mais a des grandeurs continues considérées comme
indéfiniment divisibles en parties égales. Nous ne pouvons
pas entrer ici dans 'examen détaillé de toutes les questions
souvent fort délicates ui se posent a loccasion de ces gran-
deurs, mais il importe de rechercher si les propriétés des
fractions dépendent, ou non, des grandeurs auxquelles on
les applique.

1l nous suffira a cet effet de remarquer que toutes les gran-

‘deurs continues sont concues sur le modele de la ligne ou

distance géométrique de deux points. L'addilion géomélrique
des distances participe aux diverses propriétés de l'addition
arithmétique des nombres (commutation et association des
addendes), et il en résulte que si l'on considére plu-
sieurs longueurs commensurables i, ', 1",... en nombre
fini, elles peuvent étre représentées comme des mulliples en-
tiers [, ', [”,... de I'une de leurs communes mesures. Les
opérations géométriques, addition, soustraction, multi-
plication et division par des entiers, exécutées sur les lon-
gueurs A, A, 1",... correspondent homothétiquement aux
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opérations arithmétiques de méme nom exécutées sur les
entiers £, , I”,... Il va résulter de la que les fractions ont les
mémes propriétés lorsqu’on les applique a une grandeur 2
ou a un nombre.

En effet si A est une ligne et 1 P ce qu’elle devient soumise
a lopérateur P; si, d’autre part, F, ', F”,... G sont diverses
fractions avec / comme minimum commun, les hypotheses
F<F,ouG=F+4+ F + F" 4..., ou enfin G = FF'TF"...,
donneront les égalités numériques

IFSIF

[G=1F 4 IF 1 F" 4.
1G=((LF) F") F"...

auxquelles correspondent, quand on divise la ligne A en/
parties égales, les propriétés géométriques

AF SOF
AG =2F 42 F 4 A F" 4.
) G = (AF)F’) F”...

ce qu’il fallait démontrer.

On nomme rapport de deux grandeurs i, 1’ commensura-
bles entre elles la fraction qui transforme la seconde en la
premiére, et valeur numérigue de la grandeur A son rapport
a la grandeur arbitraire choisie comme unité; il est clair que
le rapport de deux grandeurs i et A" est aussi égal au quo-
tient de leurs valeurs numériques. C’est le fait de 'existence
des grandeurs incommensurables qui nécessite en Arithmé-
tique l'introduction ultérieure de nombres nouveaux, les
nombres irrationnels.

Jajoute que la fraction se présente toujours en Géométrie
comme l'indication d’'une opération a4 exécuter sur une cer-
taine ligne mais que, dans 'usage courant de la langue, et la
ou aucune confusion n’est a craindre, on la considere tout
aussi fréquemment comme le résultat de cette opération. C'est
dans ce sens qu’on parle en pratique de 3 m.75 parexemple.

C. CaiLLER (Genéve).
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