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graphe donnera un exemple concret de transformation ho-
mothétique qui pénétrera facilement dans I'esprit des jeunes
gens et y restera.

Jai dit que la plupart des définitions mathématiques
étaient de véritables constructions. Dés lors ne convient-il
pas de faire la construction d’abord, de I'exécuter devant les
éleves, ou mieux de la leur faire exécuter de facon a pré-
parer la définition ?

18. Est-ce maintenant qu’il faut parler des volumes et des
surfaces ? C'est trop tot, puisque pour comprendre la défi-
nition logique il faut savoir le calcul intégral ; ce n'est
pas trop tot pourtant puisque nous arrivons au quatrieme
livre.

Que faire alors ? il faut faire comme on a toujours fait
jusqu’ici; il faut s’abstenir de toute définition du volume
et de la surface ; les enfants croient savoir ce que c’est, et ne
réclament rien. On se contentera d’énoncer sous forme
d’axiomes ces deux propositions qui sont en réalité une vé-
ritable définition: que deux aires, composées de parties
égales chacune a chacune, ont méme surface; que la surface
d'une partie d’'une aire est plus petite que la surface de 'aire
totale. Et de méme pour les volumes.

CALCUL DIFFERENTIEL.

19. lly a deux manieres d’aborder ’étude du calcul différen-
tiel, celle de Lagrange, qui au fond est celle de Newton, et
celle de Leibniz. Il faut, bien entendu, connaitre 'une et
Pautre, mais par laquelle faut-il commencer et 4 quel mo-
ment convient-il de parler pour la premiére fois de I'une ou
de Pautre? Sur ce point on a beaucoup varié; de mon temps
I'enseignement secondaire ne connaissait que les dérivées, et
il n’était question de différentielles qu'a 'Ecole Polytech-
nique. Depuis, suivant les fluctuations des programmes de
IEcole Polytechnique, la notation différentielle a envahi les
classes de spéciales, puis elle en a été bannie, enfin tout ré-
cemment elle en a repris possession. Il faut s’attendre sans
doute a de nouveaux flux et a de nouveaux reflux. Mais
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quelles que soient ces variations, il y a cerlains principes
auxquels nous devons rester fideles.

On est souvent séduit par la haute portée philoso-
phique de la notation différentielle qui rappelle a chaque
instant la définition, le sens profond des symboles que 1'on
a & manier.

Hélas! elle ne les rappelle que trop, et il vaudrait mieux
les rappeler moins que les rappeler imparfaitement, et par
la nous exposer a 'erreur. Ces erreurs, on ne les évitera
précisément qu’en tichant d’oublier la signification primi-
tive des symboles. Ainsi quand j'ai une fonction z de x et de
Yy, et que x et y sont eux-mémes fonctions de w« et de v,
jécris:

dz dz 3 dz
r~ = g“x‘ d(l. + ;l;' d] — d—lz du + g‘) dV

et, dans cette formule, j'ai cinq fois le symbole dz et chaque
fois avec une signification différente. Je sais bien qu'on peut
employer des 0 ronds, mais quel palliatif insuflisant; ce
n'est pas deux formes de ¢ qu’il faudrait; il en faudrait cing,
il en faudrait dix.

Et ce serait bien pis si I'on faisait intervenir les différen-
tielles et leS dérivées d’ordre supérieur.

Oui, sans doute, on s’habitue a ces pieges et on arrive a
les éviter, mais pourquoi? C'est a la condition d’oublier
I'origine de ces notations, de ne plus se rappeler que 7;
est le quotient d’'un certain d?z par un certain dx*; mais de
considérer cette fraction comme un bloc, comme la dérivée
seconde de z par rapport a x, c’est en un mot a la condition
de penser en dérivées.

Celui qui pense en dérivées peut employer la notation de
Leibniz sans danger; s’il trouve dans deux termes d'une
méme formule un méme symbole 2z avec deuxsignifications
différentes, cela n’a pas plus d’inconvénients que s'il trouve
une méme lettre @ dans deux mots d'une méme phrase entre
lesquels il n’y a aucun rapport, puisque pour lui d?z n’est
pas un individu, mais une portion d’individu.
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Sans doute il faut connaitre la notation différentielle;
il faut pouvoir manier ce langage qui est celui de tout le
monde, de méme qu'il faut savoir 'allemand bien que cette
langue ait des régles de construction ridicules et un alphabet
qui n’a pas le sens commun, parce qu’elle est parlée par
60,000,000 d’hommes dont beaucoup sont des savants.

Mais c’est une science dangereuse qu’il ne faut aborder
que quand on a appris a penser en dérivées ; sans cela on ne
saura jamais faire sans se tromper le changement de va-
riables le plus simple.

Pour donner cette habitude aux éleves il faut dans les
commencements employer exclusivement la notation de
Lagrange et ne leur parler de différentielles que quand ils
feront imperturbablement les changements de variables. Ce
sera donc la dérivée que l'on définira d’abord ; je voudrais
que cette définition soit préparée par des exemples concrets.
Ily en a deux, celui des tangentes, celui de la vitesse; et
ils ne sont pas a dédaigner puisque le premier a été le
point de départ de Fermat et de Roberval, le second celui
de Newton.

On rameénera ces deux exemples 'un a 'autre en tracant
la courbe des espaces en fonction du temps. Je crois que la
définition classique paraitra plus claire si elle n’arrive
quapres ces exemples.

[l est un cas cependant ou lanotation différentielle reprend
tous ses avanlages, ou ses inconvénients disparaissent et ou
on ne peut lui refuser une haute valeur philosophique et
éducative. C’est celui ot 'on n’envisage que des différen-
ticlles de premier ordre, a la condition de n’en faire qu’un
emploi judicieux. C'est ainsi que I'on apprendra a raisonner
correctement sur les infiniment petits, qu’on se familiarisera
avec lathéorie des petites erreurs, si importantes en physique,
quon comprendra comment des petites variations des don-
nées peuvent influer sur le résultat : et cela aussi, les physi-
ciens ne s’en plaindront pas.

Ayant donc appris a connaitre les dérivées, en partant de
'exemple concret de la vitesse, sachant déja les calculer et
les manier, 1’éléve abordera les différentielles du premier



278 H POINCARE

ordre et apprendra a s’en servir, mais a une condilion
expresse.
Le professeur n’écrira jamais :

d d

mais toujours

df = ["ydx + ['ydy.

On s’abstiendra absolument de parler des différentielles
secondes dans les lycées. J'ai dit absolument; hélas, si elles
sont dans le programme, il faudra bien s’y résigner, mais
on les reléguera ala fin du cours, quand la formation de
I'éleve sera achevée, et d’ailleurs on les définira en se servant
uniquement du développement de Taylor.

CALCUL INTEGRAL.

20. Apres ce quiprécede, il est a peine utile de dire comment
on doit définir I'intégrale, il est bien clair qu’il faut la définir
comme une surface.

Nos péres inscrivaient dans une aire plane une série de
rectangles et obtenaient comme limite de la somme de ces
rectangles une intégrale qui représentait cette aire plane.
En effet, disaient-ils, la différence entre la surface cherchée et
la somme tend vers zéro: car on peut la rendre plus petite
que toute quantité donnée. Ils faisaient ce raisonnement sans
scrupule, parce qu’ils croyaient savoir ce que c’est qu'une
surface. Nous, au contraire, ce raisonnement ne nous satisfait
plus, parce que nous savons qu'on ne sait pas ces choses-la
en naissant, que 'on ne peut savoir ce que c’est qu’une sur-
face que quand on sait le calcul intégral.

Et alors pour définir une intégrale, nous prenons toutes
sortesde précautions; nous distinguonsles fonctions continues
et celles qui sont discontinues, celles qui ont des dérivées
et celles qui n’en ont pas. Tout cela estasa place dans I'ensei-
gnement des IFacultés; tout cela serait détestable dans les

fodias ~ -
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