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272 . POINCARE

ceptibles de changer de signe, comme les segments, les
angles, le temps, la température, et on fera sur ces exemples
des exercices d’addition et de soustraction. Le thermomeétre
est a 4 degrés au-dessous de zéro, il monte ou il descend de
6 degrés, que devient la température? ete. Ainsi préparée,
la définition des membres négatifs, celle de leur addition et
de leur soustraction, sera facilement acceptée. Celle de la
multiplication se réduit en définitive a la regle des signes ;
cette regle sera comprise, si vous la justifiez de deux ma-
nieres : 1° logiquement, en montrant qu’elle satisfait aux lois
de commutativité et de distribulivité ; 2° par des exemples
concrets ; et de ces exemples j'en voudrais de deux sortes :
d'abord des exemples géomélriques puisés dans la théorie
des proportions et de la similitude et qui seront la suite de
ceux que l'on aura vus a propos des incommensurables ; et
puis des exemples empruntés aux mouvements uniformes :
ce sont les plus propres a donner une raison concrete de la
regle des signes.

On voit quel role jouent dans tout ceci les images géomé-
triques; et ce role est justifié par la philosophie et I'histoire
de la science. Si l'arithmétique était restée pure de tout mé-
lange avec la géométrie, elle n’aurait connu que le nombre
entier; c'est pour s'adapter aux besoins de la géométrie
qu’elle a inventé autre chose.

GEOMETRIE.

16. En géométrienousrencontronsdabord lanotiondeligne
droite. Peut-on définir la ligne droite? La définition connue,
le plus court chemin d’'un point & un autre ne me satisfait
guere. Je partirais tout simplement de la régle et je mon-
trerais d’abord a I'éleve comment on peut vérifier une regle
par retourncment ; cette vérification est la vraie définition de
la ligne droite ; la ligne droite estun axe de rotation. On lui
montrerait ensuite-a vérifier la regle par glissement et on
aurait une des propriétés les plus importantes de la ligne
droite. (Quant a cette autre propriété d'étre le plus court
chemin d'un point a un autre, c’est un théoreme qui peut
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stre démontré apodictiquement, mais la démonstration est
trop délicate pour pouvoir trouver place dans ’enseignement
secondaire. Il vaudra mieux montrer qu'une régle préalable-
ment vérifiée s’applique sur un fil tendu. Il ne faut pas
¢ redouter, en présence de difficultés analogues, de mul-
tiplier les axiomes, en les justifiant par des expériences
grossieres.

Ces axiomes, il faut bien en admettre, et sil’on en admet
un peu plus qu’il n’est strictement nécessaire, le mal n'est
pas bien grand; 'essentiel est d’apprendre a raisonner juste
sur les axiomes une fois admis. L’oncle Sarcey qui aimait a
se répéter disait souvent qu’au théatre le spectateur accepte
volontiers tous les postulats qu’on lui impose au début, mais
qu’une fois le rideau levé, il devient intransigeant sur la
logique. Eh bien, c’est la méme chose en mathématiques.

Pourle cercle, on peut partir du compas ; les éléves recon-
. naitront du premier coup la courbe tracée; on leur fera
' observer ensuite que la distance des deux pointes de l'ins-
. trument reste constante, que I'une de ces pointes est fixe et
¢ 'autre mobile, et on sera ainsi amené naturellement & la dé-
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finition logique.

La définition du plan implique un axiome et il ne faut pas
- le dissimuler. Qu’on prenne une planche a dessin et que 'on
lasse remarquer qu'une regle mobile s’applique constam-
~ ment sur cette planche et cela en conservant deux degrés de
v liberté. On comparerait avec le cylindre et le cone, surfaces
sur lesquelles on ne saurait appliquer une droite 2 moins de
- ne lut laisser qu’un seul degré de liberté; puis, on prendrait
_ trois planches adessin; on montrerait d’abord qu’elles peuvent
© glisser en restant appliquées P'une sur l'autre et cela avec 3
degrés de liberté; et enfin pour distinguer le plan de la
~sphére, que deux de ces planches, applicables sur une troi-
:;sieme, sont applicables I'une sur I'autre.
4 Peut-étre vous étonnerez-vous de cet incessant emploi
2 instruments mobiles ; ce n’est pas la un grossier artifice, et
’(' ‘est beaucoup plus phl osophique qu’on ne le croit d’abord.
'. (Qu’est-ce que la géométrie pour le philosophe? C’est I'étude
‘un groupe, et de quel groupe? de celui des mouvements

L’Enseignement mathém., 6¢ annde ; 1904. 19




274 H POINCARLE

des corps solides. Comment alors définir ce groupe sans
faire mouvoir quelques corps solides ?

17. Devons-nous conserver ladéfinition classique des paral-
leles et dire qu'on appelle ainsi deux droites qui, situées dans
le méme plan, ne se rencontrent pas quelque loin qu’on les
prolonge ? Non, parce que cette définition est négative, parce
qu'elle est inverifiable par 'expérience et ne saurait en con-
séquence étre regardée comme une donnée immédiate de
'intuition. Non, surtout, parce qu’elle est totalement étran-
gere a la notion de groupe, a la considération du mouvement
des corps solides qui est, comme je l'ai dit, la véritable
source de la géométrie. Ne vaudrait-il pas mieux définir
d’abord la translation rectiligne d’une figure invariable,
comme un mouvement ou tous les points de cette figure ont
des trajectoires rectilignes ; montrer qu'une semblable trans-
lation est possible, en faisant glisser une équerre sur une
regle ? De cette constatation expérimentale, érigée en axiome,
il serait aisé de faire sortir la notion de parallele et le postu-
latum d'Euclide lui-méme.

Pour le troisieme livre, je ne craindrais pas de donner
a I'homothétie le pas sur la similitude et de considérer
presque au début la transformation homothétique dans toute
sa généralité. Dans I'exposé des théories géométriques, il laut
éviter que les théorémes apparaissent comme isolés les uns
des autres ct faire bien voir le fil qui les relie. Or, chacun des
livres de la géométrie est I'étude d’un groupe de transforma-
tions; les théorémes ne se succedent pas au hasard; ils se
succedent dans un ordre qui est toujours le méme: si vous
me permettez d’employer un langage tres différent de celui
qui conviendrait a 'enseignement, il faut toujours déterminer
la structure du groupe etsesinvariants. C’est donc ce groupe
qui est le lien apparent ou caché de tous les théorémes d'un
méme livre ; sans prononcer ce grand mot de groupe, il est
facile de la laisser entrevoir. Dans les livres précédents, nous
n’envisagions que le groupe des déplacements d'un corps
solide ; dans le troisiéme livre on aborde le groupe des ho-
mothéties et celur des similitudes; il vaut mieux commencer
par le premier qui est le plus simple. L’emploi du panto-
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graphe donnera un exemple concret de transformation ho-
mothétique qui pénétrera facilement dans I'esprit des jeunes
gens et y restera.

Jai dit que la plupart des définitions mathématiques
étaient de véritables constructions. Dés lors ne convient-il
pas de faire la construction d’abord, de I'exécuter devant les
éleves, ou mieux de la leur faire exécuter de facon a pré-
parer la définition ?

18. Est-ce maintenant qu’il faut parler des volumes et des
surfaces ? C'est trop tot, puisque pour comprendre la défi-
nition logique il faut savoir le calcul intégral ; ce n'est
pas trop tot pourtant puisque nous arrivons au quatrieme
livre.

Que faire alors ? il faut faire comme on a toujours fait
jusqu’ici; il faut s’abstenir de toute définition du volume
et de la surface ; les enfants croient savoir ce que c’est, et ne
réclament rien. On se contentera d’énoncer sous forme
d’axiomes ces deux propositions qui sont en réalité une vé-
ritable définition: que deux aires, composées de parties
égales chacune a chacune, ont méme surface; que la surface
d'une partie d’'une aire est plus petite que la surface de 'aire
totale. Et de méme pour les volumes.

CALCUL DIFFERENTIEL.

19. lly a deux manieres d’aborder ’étude du calcul différen-
tiel, celle de Lagrange, qui au fond est celle de Newton, et
celle de Leibniz. Il faut, bien entendu, connaitre 'une et
Pautre, mais par laquelle faut-il commencer et 4 quel mo-
ment convient-il de parler pour la premiére fois de I'une ou
de Pautre? Sur ce point on a beaucoup varié; de mon temps
I'enseignement secondaire ne connaissait que les dérivées, et
il n’était question de différentielles qu'a 'Ecole Polytech-
nique. Depuis, suivant les fluctuations des programmes de
IEcole Polytechnique, la notation différentielle a envahi les
classes de spéciales, puis elle en a été bannie, enfin tout ré-
cemment elle en a repris possession. Il faut s’attendre sans
doute a de nouveaux flux et a de nouveaux reflux. Mais
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