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PHILOLOGUES ET PSYCHOLOGULES

EN FACE DU PROBLEME DES PARALLELES )

PREMIERE PARTIE

Contributions philologiques a l'étude des paralléles.

Les paralleles n’ont pas été ainsi nommées parce qu'elles sont
incapables de se rencontrer, si loin qu’on les prolonge. Leur
nom, et du meéme coup leur définition, indiquent qu’elles font
avec une transversale des angles alternes égaux. On en déduit
I'égalité ou la supplémentarité des autres angles.

On consideére comme cas particulier les 2 droites perpendicu-
laires a une troisieme,

Une fois ces déductions prochaines établies, on passe de 1'hy-
pothése a la construction effective, en remarquant précisément
la différence entre les paralléles deﬁmes par la non-rencontre
ct les paralleles définies par le sens étymologique pur et direct.
Deux segments rectilignes qui se coupent par le milieu donnent
la clef de la construction cherchée, de sorte que les deux paral-
leles se trouvent d’emblée obtenues, sans postuler la transforma-
tion progressive des droites sécantes ou non sécantes (cela est
tres important.) En vertu de I'axiome qui déclave que dewx droites

(') Sous ce titre, notre distingué collaborateur M. Raoul Baron nous avait pré-
senté un manuscrit un peu trop étendu pour pouvoir trouver place utilement dans
L'Enseignement Mathématique. Sur la priére de la Rédaction, il U'a réduit, peut-¢tre
eny mettan’t cette fois un peu trop de réserve. Malgré cette bricveté, les lecleurs
seront assurément intéressés par la these de Pauteur; elle est nouvelle, originale,
et 4 notre avis d’une profonde justesse.

Note pE LA REDACTION.
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ne peuyent se couper giu’en un point, on démontre que les paral-
leles ne se rencontrent nulle part, puisqu’elles se rencontreraient
en deux points symétriqueé, apres une demi-rotation du systéme
autour du point médian de la transversale incluse.

(’est une erreur historique que de prendre comme théoreme
fondamental celui-ci: « Quand deux droites sont paralleles, elles
font avec une transversale des angles alternes égaux, ete... » it
Pon souligne Verreur en disant : « Réciproquement, si deux
droites font avee une transversale des angles... ces droites sont
paralleles ». — Cest cela au contraire qui est le point de départ,
et qui se démontre immédiatement sans postulat. Le desideratum
cuclidien git en ceci, savoir : que 'on peut conclure dua parallé-
lisme a la non rencontre, tandis que 'on ne peut pas se donner
« priort des droites non-séecanles pour en conclure a leur parnl—
lélisme (étymologiquement parlant).

La lillo’uistique ne se borne pas a des rélormes. KElle condamne

3

encore la dénaturation du mot asympiote et Vhypothese gratuite
de deua droites se rencontrant a Uinfini sans se couper. 11 y a dans
tout ce langage un parti pris d’embroutller les questions ! Jity-
mologiquement, deux lignes sont « asymptotes », lorsqu’elles
ne tombent pas 'une sur l'autre. Asymptote est composé de
symptote et de a privatif. Le prétendu postulatum d’Fuoclide, en
véalité son desideratum, consiste a savoir si la parallele propre
jouit du monopole de Tasymptotisme propre. En d’autres
termes : « Par un point pris en dchors d’une droite, on ne peut
mener qu une parallele » ; mais il n’est pas prouvé du méme
coup que la parallele dérangée de sa position wunique ya rencon-
(rer 'autre droite.

Réservant pour la partie philosophique ce second point, je me
borne a chercher comment nous pourrions exprimer le Lizu de
la premiere rencontre, entre deux droites qui tout d’abord ne se
rencontraient pas ”

Pouvons -nous supposer avec Lobatscheflsky que, entre la
séeante et la non sécante, il y a une position limite commune qui

est une simple renconire, ou un asymptotisme intermédiaire
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entre couper et ne pas couper une droite ) — Mais ou cela a-
t-il lieu ? — A P'infini ? mais U'Ineint n’est pas un viev et a linfini
n’est pas une locution adverbiale de licu !

Dira-t-on, avec certain apotre de la néo-géométrie, « que deux
droites qui se rencontrent aw bord du plan, se rencontrent pré-
cisément a l'infini, sans se couper ? » Mais le plan n’a pas de
bord. — Reprenons la preuve a rebours et voyons comment deux
droites sécantes pourraient devenir non sécantes en passant par
une position limite commune entre les deux états.

Par une incorrection nouvelle les non-euclidiens diront que
'on chasse le point de rencontre ¢ l'infini et quil s’évanouit en
cet endroit 7 PP

Le grammairien analyste ne peut tolérer ce puéril jeu de
mots : « Vous chassez un point a 'infini... » Cela signitie que
vous répétez indéfiniment 'opération qui consiste a (aire reculer
le point de rencontre. Le plan étant illimité, votre processus est
éternel et vous n’aboutissez jamais & acculer le point dans ses
derniers retranchements. L'expression « a I'infin1 » est un adverbe
de maniere ou de temps, mais non un adverbe de lieu, ainsique
je le disais plus haut.

Somme toute : une sécante ne devient pas non sécante, dans
un endroit défini, ni & un endroit défini. — C’est unelogomachie
abusive ! La mathématique ainsi concue loin d’é¢tre une langue
bien faite, aurait pour véhicule 'argot le plus inintelligible. —
Voila ce que disent les philologues. ‘

Le philologue enlin pourrait ajouter, mais a titre d’idée direc-
Irice seulement, que le mot parALLELOGRAMME n'est pas autre
chose qu'une réduction abrégée de « diagramme des paralleles ».
— En tous cas, ce qui est certain et fécond, c¢’est que le paral-
lélogramme étant défini et construit par Ie moven de deux seg-
ments rectilignes qui se coupent par le milieu, on en déduit
toutes les propriétés de cette figure sans avoir recours a aucun
postulat, Suivant que les diagonales sont égales ou inégales,
obliques ou perpendiculaires, et en combinant ces cas entre eux,
on a de quoi définir le rectangle, le losange et le carré d’une
fagon admirablement générale, méme sur des surfaces non
planes.
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DEUXIEME PARTIE

Contributions psychologiques a 1'étude des paralléles.

Les astronomes ont découvert et fait admettre V'équation per-
sonnelle. — Les géométres auraient pu les devancer de bien des
siecles, si toutelois la géométrie est antérieure a l'astronomie.
L’intuition géométrique n’est déja pas identique pour tout le
monde. — Le raisonnement géométrique, la preuve géométriquc
ne signifient rien, en général, c¢’est-a-dire abstraction faite de la
culture intellectuelle des gens et de leur tournure personnelle
d’esprit. Cela est la revanche des non-euclidiens : mauvais ter-
minologistes, mauvais logiciens, ils se relevent aux yeux de tous
par le c¢dté empirique et le relutivisme de leur Psvemorocin. —
Mais ¢’est tout, ou plutét non, ce n'est pas tout ! Si les Eucli-
diens eussent tenu la main aux définitions exactes et bien serrées,
jamais leurs adversaires n’auraient osé mettre en avant la notion
de « deux droites se rencontrant sous un angle nul! ».

Ceci d'ailleurs sera une transition entre la philologie et la psy-
chologie : qu’est-ce qu’'un AxcLe ?

Il v a, ce me semble, un vestige de la négligence ici dénoncée,
lorsque nous cherchons a comprendre ce que les gens veulent
dire en parlant d'un arc de cercle > 1l y a des arcs de circonfé-
rence et des secteurs de cercle, mais 1l ne faut en aucun cas con-
fondre l'angle biradial avee l'angle-espace. Le psychologue
accuse hautement cette amphibologie : « L’angle est-il unc situa-
tion relative de deux demi-droites, ou bien une portion définie
de l'espace plan absolu? » — Répondez. it comme personne ne
consent a répondre franchement, le psychologue continue sa
gréle de questions :

1° Que voulez-vous dire en annoncant que deux angles adja-
cents égalent deux droits?

2° Qu’est-ce que ces deux angles adjacents dont les cotés dis-
tincts sont en ligne droite ?

3° Qu’est-ce que cette somme des angles aulour d’'un sommet
commun et égale a quatre droits ?
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4° Qu’est-ce enfin et surtout (!) que Uespace-bande compris
entre deux paralleles ?

Et, comme personne encore ne veut se compromettre la-des-
sus, nous dirons ceci:

1° L'espace-bande compris entre deux paralléles n’est point
un angle nul, ¢’est un ixcomparapLE a la fagon dont Leibniz a
cherché ses infiniment petits.

2° Une bande-espace est double ou triple d'une auntre, comme
la différentielle (dy) est double ou triple de l'accroissement uni-
taire et étalon (dxz).

3° Une bande, si large qu'elle soit, ne peut en se répétant
devenir une partie aliquote de 1'espace plan.

4° Aucun angle-espace, dans le sens véritable, ne peut rester
contenu dans une bande. (Bertrand de Geneve).

Nous voici au cceur du sujet psychologique. (Théorie de la
connaissance). On peut faire de la géométrie bidimensionnelle
sur trois faces principales, ayant avant toul cette propriété,
savolr : « Que l'on transportera les figures, d’'un endroit en un
autre, sans plissement ». (Je traduis une phrase de Gauss).
L'axiome des axiomes est donc celui-ci: « Transportabilité et
superposabilité des figures ». — Clest le principe majeur de la
technicité géométrique. |

Le psychologue est enchanté de voir cette hiérarchie introduite
dans les vieux axiomes jaloux les uns des autres, oligarchistes
et faussement démocrates ! 11 est certain que les axiomes ne se
valent pas... (apodictiqyuement parlant). — Ce serait trop facile !

L'Euclidien comprendra que sa géométrie n’est ni plus ni
moins vraie que les autres géométries... mais qu’elle est plus
commode ! (Poincaré).

L’Euclidien admettra méme, en y mettant un peu de bonne
volonté, que sa géomé‘trie est plane, ¢’est-a-dire plate, homaloi-
dale, bourgeoise, opportuniste, tempérée, comme une foule im-
mense de choses en ce bas mode! — Psychologiquement I'Ev-
CLIDIANISME est encore conforme a son étymologie, c’est la onne
cLEF pour ouvrir les serrures moyennes, sans aucune ironie ! —
Mais il pourrait tres bien se faire que le nom d’ « Euclide » fit
symbolique en tout cela?
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A ce point de vue : Euclidianisme = Trunsigeance — Succes!

Revenons a la géométrie pure.

Il y a certainement une surfuce sur laguelle la géométrie
euclidienne est yraie. — Cela sullit au psychologue. Si 'on veut
que cette surface se nomme « Ilorisphere », nous la nommerons
ainsl afin d’apuser les passions. Et puis apres ?

Tutorime. — Par un point P pris en dehors d’une droite et
par rapport a une iransversale donnée, on peut mener autant de
paralleles qu’on sait géométriquement en construire, ¢’est-a-dire
une seule. Nous y insistons a dessein : une seule :

1° St le point P est pris sur la transversale méme, Punicité de
la parallele est évidente, puisque toute autre droite ne [erait pas
les angles voulus au point P avec la transversale donnée.

2° Si le point P est a la fois en dehors de la droite et de la
transversale, 1l faut démontrer que du point P on ne peut mener

a la transversale qu’zuze droite faisant wun angle défin1 en oran-

s o
deur et en direction. — Or, cetie démonstration est facile.
Tuéorime. — Par un point pris en dehors d’une droite, on

peut mener autant de droites asymptotes que l'on sait en
construire, ¢’est-a-dire une seule.

It en effet ce n'est la qu’un corollaire du théoreme précédent,
si I’on veut bien se rappeler que la paralléle est la seule droite
asymplote, dans le sens propre des termes.

Mais le philosophe fera remarquer que si la seule droite
asymptote ue nous sachions construire est une parallele, rien
ne prouve qu’il n’y ait pas d’autres droites non paralleles et
pourtant asymptotes dont la construction nous échappe ?

J'avoue que cette dialectique donne envie de jeter par terre
toute la gé()métrie et méme toute g‘éométrie P Exemple.

1° Par un point pris sur une droite on peut élever wne perpen-
diculaire, ou plusieurs ou pas du lout.

2° Par un point pris en dehors d’'une droite on peut abaisser
une perpendiculaire, ou plusieurs ou aucune.

Le géomelre se révolte aussitot et demande au nom de quel
absurde libéralisme on détruit I'unicité ou la réalité méme de la

perpendiculaire ?
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Ce libéralisme n’est pourtant pas si absurde que cela, attendu
(ue notre procédé pour élever une perpendiculaire est issu de la
croyance que 'espace plan est exactement divisible en deux moi-
tiés et chacune d’elles encore en deux moitiés. Lorsqu’on disait
jadis, pour établir la possibilité de la quadrature du cercle, qu'un
carré inserit, grandissant jusqu’a devenir un carré circonscrit,
devait a un moment cri‘tique passer tout juste par une aire égale
a celle du cercle, on oubliait que cette croissance continue est
une superstition ; et que en réalité, l'aire croissante du carré
saute par-dessus la valeur incommensurable de 'aire circulaire.
[instant précédent donne un carré encore trop petit, l'instant
suivant donne un carré déja trop grand.

Chacun de nous attribue au principe de continuité des vertus
diverses. Ainsi, au nom de la continitué absolue on élevera, je
suppose, une premiere perpendiculaire sur une droite. Or, au
nom de la méme continuité, je défie le géometre d’en élever
une seconde, a c¢6té. Et voila pourquoi: votre procédé de cons-
truction consistant & faire tourner la future perpendiculaire
autour de son pied, vous ne parviehdrez pas a chasser le point
de rencontre a l'infini (voy. plus haut), vous n’atteindrez pas
'angle aigu de parallélisme et encore moins 'angle droit! Voila
o l'on arrive en usant d’une dialectique a outrance. La géomé-
trie finit par &tre pleine de desiderata.

Conclusions provisoires. x

La linguistique et la psychologie nous conduisent & déclarer
incorrecte, dans la forme et dans le (ond, toute la théorie des
paralleles. Il faudrait pouvoir faire abstraction de tout notre
psittacisme a l'endroit de ce trop fameux chapitre. Au lieu de
rabicher automatiquement les mots, les phrases et les p.al*u-
graphes, il faudrait loyalement se demander a quel résultat on
prétend arriver soit par la raison pure, soit par intuition empi-
rique, soit par I'emploi simultané de la logique et des notions
expérimentales directes.

1°51 'on admet notre premiére rectification, savoir : que deux
droites coplanaires sont paralleles des qu’elles font des angles
définis avec une transversale définie et imposée au constructeur;

Enseignement math. 19
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2° 51 Pon admet que le parallélisme est la seule condition
actuellement réalisable d’asymptotisme ou de non rencontre ;

3° 51 V'on veut bien songer que la constructibilité des figures
est strictement obligatoire en géométrie propre ;

4° Sil'on veut bien se souvenir que deux lignes se rencontrant
sous un angle nul coincident dans toute leur étendue ;

Alors on abandonnera sans aucun regret le postulat euclidien,
pour toujours, et sans vouloir combler le desideratum au moyen

d’une géométrie non euclidienne.

En revanche, on saura mieux exprimer cc desideratum, en
remarquant que, par rapport a une transversale définie, deux
droites paralleles a une troisiéme sont parailtles entre elles,
¢’est-a-dire 1capables de passer par un méme point. Il ne reste
done qu'une lacune véritable, savoir : que deux droites pourraient
étre paralleles a une troisieme, mais pas par rapport a la méme
(ransyersale.

Dans ce cas, le pimoxsTrATEUR () essayera de faire pivoter ses
transversales autour des points milieux de la partie incluse, afin
de les amener dans le prolongement l'une de 'autre. Bref: il
ramenera ce cas au précédent et il en déduira « triomphalement » !
que par un point P pris en dehors d’une droite on ne peut cons-
truire qu'une parallele,par rapport a une transversale quelconque.

Cela rait a dire que lorsque deux droites sont paralleles par
rapport a une transversale, elles le sont encore par rapport a

toute autre transyersale.

Et maintenant il n’est pas str du tout que les non-Euclidiens
renonceraient a leur systeme favori, parce que ce systeme con-
siste a se passer du eriterium dela constructibilité, en fondant de
toutes picces une géométrie exempte de contradictions... jus-
qu’a présent... du moins. Or cet appel a la non-contradiction est

un hors-d’ceuvre dialectique.

Deux hommes tels que Bertrand de Geneve et Lobatscheflsky
sont psychologiquement irréductibles. Leurs grammaires sont
méme incompatibles et je n’ose suivre M. Poincaré dans son
andacieux lexique destiné censément a traduire les propositions

du systeme S en celles du systeme X.
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~ cet espace triangulaire soit négligeable
~ou non, il est évident que I'angle tronqué
. ne saurait étre plus grand que 'angle non

~ tronqué dont il dérive. / ’ ° \\
 Dans de telles conditions, la somme des .
espaces FAD -+ DACE —+- ECG ne sauarait
 étre supérieure a FAD ++ DBE - ECG et il en résulte que la
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¥ o . e 3 ,
J'aimerais mieux, pour mon compte, démontrer d’emblée que

¢ la somme des trois angles d’un triangle ne peut étre mfel'zelu'e a

deux droits (on sait que cette somme ne peut étre supérieure a
deux droits). Je me servirais, toujours a l'usage des gens qui ont
ma psychologie, de la notion de I'axcLr TRONQUE.

[’angle tronqué est un espace non fermé et néanmoins déli-
mité par 3 droites, Par le fait, c'est un angle-espace diminué
d’un triangle plus ou moins grand. Que

ha

o]

somme des angles A+ B 4 C égale au moins deux angles droits
/
(angles-espace).

Telle est la tournure de mon propre esprit : je ne vois pas la
faute de logique que je puis commettre en ceci, savoir : « Que la

~somme des angles-espace d'un triangle, n’étant ni supérieure, ni

inférieure a deux droits, elle est forcément égale a deux droits. »

Je suis évidemment un vulgaire euclidien, puisque cette preuve

me suflit. — Mais 1l est probable que je ne serai pas le seul.

P.-S. — Il se dégage de tout ce qui précede que les définitions
fondamentales des angles, des paralléles,des espaces-bandes, des
asymptotes en général, et d'une foule d’idées géométriques telles
que UANGLE TRONQUE, gagneraient beaucoup a un proces impartial
en revision.

Jai négligé de parti pris des questions curieuses sur les cercles
paralleles de la sphere, les méridiens et la loxodromie, les hélices
du cylindre et du cone, la spirale logarithmique.

Ce que Je viens d’exposer rapidement doit suflire pour exciter
l'attention des géometres désireux d’appuyer leur science sur la
double base d’une terminologie impeccable et d’une psychologie

au contraire {res large.

Raoul Baron (Paris).
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