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- que des coordonnées X et Y, de sorte que les systemes de valeurs

"X, Yet X+ 2mR, Y-+ 2% IR, représentent le méme point.

Les coordonnées & et y sont également des fonctions périodi-
ques de X et Y, mais de période = R, de sorte qu'aux deux
points X, Y et X 4 = R, Y 4~ = R correspond le méme systeme
de valeurs x, y.

En laissant de ¢6té un des deux points correspondants a x et
y, on ne consideére, en faisant varier x et yy de — o a -, que
la demi-sphere limitée par un grand cercle ayant pour poéle le
point O. Le groupe euclidien ayant un contact en O avec le groupe
des déplacements sphériques est représenté par le groupe pro-

rectif continu en x, v. conservant ’équation
J » Yo

x? 492 = o.

La courbe de U'infini relatif a ee systeme euclidien est le grand
cercle ayant pour poéle le point O.

Par un de ces déplacements euclidiens, un point quelconque
de la demi-spere ne pourra jamais atteindre ce grand cercle,

Les rotations euclidiennes autour du point O se confondent

~avec les rotations sphériques.

Une translation euclidienne sera une transformation dans
laquelle tous les points décrivent des grands cercles perpendicu—
laires & un méme grand cercle passant par le point O. On voit
que ces grands cercles rencontrent le grand cercle de I'infini au
méme point. Ils jouent le role des paralleles de la géométriv
plane ordinaire.

Ainsise trouvent réalisées, sur lasphere, deux géométries : 'une
wn-cuclidienne, qui est relative aux déplacements vulgaires de
ia sphere; lautre euclidienne, qui comprend un ensemble de
de propriétés susceptibles d’éire exprimées par les mémes pro-
positions que les propriétés de la géométrie plane ordinaire.

IT1
L’Infini géométrique.

I)IVEI’SES CONCEPTIONS DE LA LIGNE DROITE ET DU PLAN. — NOH%

- nous sommes G{TOI‘CGS dclllS 165 p‘lOGS pIGLLdGIltCS en V{Il’laﬂi

lcs h(rul es que 'on peut [aire correspondr a une méme relation
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logique, de détruire certaines associations d’idées, et de montrer
notamment que la détermination métrique des longueurs et des
angles constitue une idée indépendante de la conception méme
des figures.

La conclusion qui s’en dégage est celle-ci :

On peut, tout en maintenant les concepts vulgaires du point,
de la droite et du plan, obtenir des géométries conséquentes
avec elles-mémes en modifiant d’une certaine manieére 1'idée de
la détermination métrique, de sorte que les propriétés ou inter-
vient 'idée de mesure peuvent étre tres diflérentes de celles de
la géométrie ordinaire. ,

On comprend que la somme des angles d’un triangle ne soit
plus ¢gale a deux angles droits, si la mesure des angles est tout
autre qu'en géométrie auchdlennc ct si les angles dl'OlLs eux-
meémes ne sont pas ccux de cette ggometue.

I1 semble, dans ces conditions, qu'on ne doive rencontrer au-
cunc difliculté a admettre les conceptions nouvelles a coté des
conceptions ordinaires.

(Uest pourtant dans les difficultés que V'esprit éprouve a créer

dC@ 1111(10'(}8 g(-mnctrlques C()Pl‘eSPOllddlltGS aux LOIILCl)LS dCS oE0-

g
métries non-euclidiennes que Von doit voir lorigine de la répu-
gnance qu 1s 1 mspu ent a certains espnts.

(’est que, contrairement a nos prévisions, ce ne sont pas seu-
lement nos conceptions de la mesure qui exigent des modifica-
tions, mais encore nos conceptions de la droite et du plan et
surtout de I'infini. II y a la un fait mattendu qui doit élre exa-
miné.

Nous pouvons nous borner au cas de la géométrie sphérique
(ou riemannienne).

Considérons d’abord la géométrie sur la ligne droite

On a va que la détermination riemannienne s de la distance a
un point O est lide & la détermination cuclidienne 2 ayant un
contact avee la premiare en O par la formule

x == 2 ¢' lang

]

La présence d'une fonction trigonométrique suggere 1'assimi-
lation de la droite au cercle, c’est-a-dire I'hypothése que deux
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< valeurs de —— ne représentent un méme point de la droite que
: 2C

lorsque ces valeurs différent d’'un multiple de 2=, de sorte qu’on
~doit, a chaque point de la conception euclidienne déterminée

: S . ™ N .
par une valeur de S comprise enire — — et —, associer un
c
point étranger a cette conception et correspondant a la va-
‘ s
leur — -4 =.
2 ¢ + d

Les points de la droite vers lesquels on tend par les déplace-
~ments euclidiens effectués dans les deux sens et qui, dans la con-
ception ordinaire, se confondent, seraient séparés par un segment
correspondant point par point au segment de cette derniére con-
ception, ’

Cette nouvelle conception de la ligne droite est tout aussi légi-
time que la conception ordinaire comportant un point a 'infini,
vers lequel on tend en se déplacant dans un sens ou dans
Vautre.

Mais on peut tout aussi légitimement admettre que les deux
points correspondants a une valeur de x, que nous avons séparés,

. , . S S .
soient de nouveau réunis et que les angles — et — -+ mrepré-

m
sentent le méme point de la droite.

A chacune de ces conceptions correspond une conception du plan
¢t une conception de l'espace ; d’ott deux sortes de géométries
correspondantes a la méme détermination métrique.

Dans 'une de ces géométries, a laquelle M. Klein réserve la
dénomination de Géométrie sphérique en raison de sa plu‘s
grande analogie avec la géométrie surla sphere, 1'on admet que
Uespace comprend des points situés au-dela de l'infini euclidien.

Dans l'autre Géométrie, appelée par M. Klein Géomérrie

elliptique, I'espace ne comprend que les points de la conception
vulgaire.

DEGrE DE CONNEXITE DU PLAN. — La question relative au
nombre de points de l'espace qui correspondent 4 un méme
systeme de valeurs des coordonnées nous parait étre indépen-
dante de celle des paralléles, quoique ce soit 1'étude de cette
derniére qui nous y ait conduits.

La question sc pose, non seulement indépendamment de toute

Enseignemenl math. 12
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particularisation de la détermination métrique, mais encore en
Pabsence de toute idée de détermination métrique.

Nous nous en rendrons compte au moven de la Géométrie
projective sur la ligne droite.

On sait que 'on peut déterminer la position d'un point sur la
ligne droite, sans l'intervention de I'idée de distance, au moyen
d'un systeme général de coordonnées projectives, le systeme
¢tant cavactérisé par le choix des points correspondants a trois
valeurs de la coordonnée, par exemple o, 1 et « .

Chacun des points de la droite est déterminé univoquement par
un nombre cmnpris entre — o et —+ o, les nombres — « et -+ =
correspondant au méme point, et le point de I'infini sur la droite
correspondant a une valeur quelconque.

On peut d'atlleurs, par des transformations projectives, amener
le point de l'infini en un point quelconque en lui faisant par-
courir la droite dans un sens ou dans l'autre, et amener un point
quelconque en un autre point quelconque en passant par le point
de l'infini.

Il vésulte de la que les propriétés projectives d'une ligne
droite sont celles d'une ligne fermée (certains disent illimitée’.

Pour des raisons analogues, le plan doit étre considéré comme
une surface fermée.

Mais alors nous nous lrouvons cn présence de ce lait : Etant
donnée une droite D (ligne fermée) sur un plan (surface fermdée,,
un point peut, cn suivant une ligne droite, passer d'un coté a
Uautre de la droite D sans traverser cette ligne, propriété qui
indique que le plan est une surface a double connexité.

En outre, on peut obtenir le résultat indiqué au moyen d'unc
trajectoire différant aussi peu que I'on voudra de la droite D, ce
qui exige que le plan soit une surface double. On peut former
par exemple une surface double en réunissant les petits cdtés
d’une bande de papier, de maniere a sépaver les angles qui
seraient réunis si l'on voulait obtenir une surface eylindrique.

Du fait que le plan est une surface double résulte la propriété
sutvante :

Si l'extrémité d'un siylet déerit une ligne droite du plan dans
toute son étendue,; le sivlet, revenu au point de dépzn‘t, sera du
coté du plan opposé a celui ou 11 se trouvait au départ,
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Mais on peut interpréter autrement les propriétés projectives.

Rien n'empéche de concevoir, comme nous l'avons déja men-
tionné, que chaque systeme de valeurs des coordonnées projec-
tives représente deux points de lespace, savoir celut de la con-
ception habituelle, et un autre situé au dela de I'infini euclidien.

Dans cette derniére conception de I'espace, le plan serait unc
surface fermée simple et a simple connexité, et deux lignes droites
situées dans un méme plan se couperaient en deux points, dont
I'un situé au dela de 'infini euclidien.

On voit que des conceptions diverses de 'espace peuvent cor-
respondre a Ja méme forme analytique.

DissociaATION DEs IDEES D'ESPACE ET D'INFINI. — Les propriétés
projectives des figures doivent étre les mémes pour toutes les
Géométries métriques que nous avons ¢étudides, puisque les
lignes droites et les plans de ces Géométries sont les mémes
lignes de 'espace ; les considérations que nous venons de déve-
lopper sont donec communes a ces Géométries.

En se bornant aux deux formes d’espace envisagces ci-dessus,
la ligne droite est une ligne fermée et le plan, une surface fer-
mée. Ces conceptions de la droite et du plan, quoique d’ovigine
projective, doivent évidemment s’accorder avec la conception
cuclidienne et par suite, en dépit de Vintuition vulgaire, lidée
de Tinfini doit étre compatible avee celle d’une ligne et d’une
surface fermées. Il faut done franchement nier cette incompati-
bilité ui n’est qu’apparente.

La difficulté d’obtenir une représentation visuelle d’un {ait ne
nous parait pas étre une objection contre la réalité de ce [ait,

Quand nous nous représentons la sphéricité de la terre, ce n’est
pas avec des images de [aits terrestres, telles que les impressions
d'un voyageur qui parcourrait un wméridien, mais bien avee
'image d’une boule de petites dimensions.

i\ous interprétons un fait nouveau pour nous au moyen des

unaggs antéricurement : ’ICCILHSCS par notre csprli et ecela n estp
toujours posqﬂ)le

as

D’ailleurs quelles 1mages visuelles correspondent a 'idée de
I'infini euclidien ?

Ce point a I'infini sur une droite, qui coincide avec celui vers
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lequel on tend en s’éloignant dans I'autre sens ; ce plan de 'infini,
que l'on rencontre en prenant n’importe quelle direction, ne
sont pas plus concevables en somme qu’une idée de l'espace
privée de celle de I'infini en tant que propriété intrinseque.

Résultant uniquement de la nature du mouvement au moyen
duquel on suppose l'espace parcouru, l'idée de D'infini doit
étre séparée non seulement de l'idée d’espace, mais encore de
celle des lignes que nous qualifions d’infinies; on peut méme la
faire disparaitre totalement movennant une modification de la
notion de distance.

N’est-1l pas naturel d’ailleurs que 1l'idée de l'infini, qui n’est
autre que celle d’une opération indéfiniment répétée ou conti-
nuée, soit liée a la nature de cette opération elle-méme ?

D’ailleurs cette idée, ainsi que I'tdée parente d’'infiniment petit,
conslituent-t-clles, dans la science mathématique, autre chose que
des procédés analytiques, remarquablementféconds, permettant de
déduire de certaines propriétés particulieres, tenues pour exactes
dans un domaine déterminé, d’autres propriétés valables seule-
ment pour ce domaine, mais procédés impuissants, comme l'ana-
lyse mathématique elle-méme, a fournir des idées légitimes sur
les propriétés particulieres d’un autre domaine, auquel peuveunt
ne pas é¢tre applicables les idées que cette analyse a prises comme
point de départ?

C’est ainsi qu’il serait vain de vouloir, au moyen de l'analyse
infinitésimale et sans autres expériences que celles qui s’appli-
quent aux corps de dimensions ordinaires, sc faire des 1dées sur
la constitution intime de ces corps et sur les propriétés des parti-
cules présentant des dimensions d’un autre ordre de grandeur.
~ A plus forte raison, les idées de I'infini et de I'infiniment petat,
qui sont d’origine mathématique, ne sauraient répondre a aucune
propriété intrinseque d’'un concept figuré.

L'idée de T'infini n’est donc pas inhérente a celle d’espace;
cette derniére peut étre en effet séparée de celle de détermina-
tion métrique, et par suite de celle de l'infini, qui peut en résul-
ter. IEn particulier, celle-ct peut étre exclue de la Géomélrie
projective et a plus forte raison de I dnalysis situs.

Ce n’est pas seulement relativement a 'infini que on a doté
I'idée d’espace de propriétés intrinseques qu’elle ne comporte pas.
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Que penser des idées illusoires de forme, nature, structure de
'espace, notions inconsistantes, qu’il convient d’abandonner aux
métaphysiciens, lesquels semblent se complaire, en mauvais archi-
tectes, a construire des édifices d’autant plus élevés que les fon-
dements en sont plus précaires ?

Le mot espace doit perdre sa prétentieuse importance pour
devenir I’expression vague de la faculté que nous avons de localiser
les objets ou, ce qui revient au méme, de la propriété qu’ont
les objets d’étre localisés.

(A suiwe.) (. COMBEBIAC (Limoges).
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