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- I’ESPACE EST-IL EUCLIDIEN?

La question des Géométries, olt se rencontrent a titre égal la
Mathématique et la Psychologie ou plutot la science appelée par
les Allemands la Théorie de la connaissance, partage avec les
questions métaphysiques cette particularité, que la difliculté con-
siste surtout a en déterminer la signification précise.

Nous nous proposons de faire un exposé d’ensemble de la
question, en nous attachant a I'examen de certains points, dont
Lobscurité, exploitée par I'ignorance mathématique, a permis la
production d’un flot abondant de sophismes.

I

Apercu historique.

Le meilleur moyen d’aborder une question obscure ou obscur-
cle consiste a en faire un exposé historique.

C’est ce que nous allons [aire brievement, en nous efforcant
surtout de dégager 'anité de I'ceuvre accomplie par les illustres
Géometres dont nous rencontrerons les noms. '

Prixcires pE LA cloMETRIE. — Si 'on examine avec quelque
attention les démonstrations des théoremes fondamentaux de la
Geéométrie, on découvre bientdt qu'elles sont essentiellement
hasées sur les propriétés des déplacements sans déformation, fait
fondamental que les traités élémentaires ont peut-étre le tort de
ne pas metire nettement en lumiere.

Lles propriétés primordiales de ces déplacements constituent
done les vrais axiomes de la Géométrie, et les éléments mis en
wuvre dans cette science sont ceux dont la notion est intimement
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liée a celle de ces déplacements ou, d’une maniere plus précise,
est invariante dans ces déplacements : un point reste un point,
une ligne reste une ligne, une surface reste une surlace; 1'éga-
lité, la perpendicularité se conservent, ete.

Ce fait capital s’exprime en disant que la Géométrie est la théorie
des propriétés invariantes dans les déplacements sans déformation.

Enoncons les propriétés fondamentales des déplacements sans
déformation sans trop nous préoccuper des doubles emplois pos-
sibles.

L’égalité des figures étant définie par leur superposabilité,
¢’est-a-dire par la coincidence au moyen de déplacements sans
déformation, la proposition : dewx figures égales a une troisieme
sont égales entre elles, exprime que le résultat de deux déplace-
ments opérés successivement peut étre obtenu par un seul dépla-
cement, autrement dit que les déplacements constituent un
groupe d’opérations.

On peut toujours déplacer une figure de maniere a amener un
de ses points en un point quelconque de Uespace ((ransitivité du
groupe).

St 'on fixe deux points A et B d’une figure, un déplacement
continu est encore possible, dans lequel demeurent fixes tous les
points d'une ligne passant par les points A et B. On définit ainsi
une catégorie de lignes (lignes droites), dans laquelle chacune
est déterminée par la connaissance de deux de ses points.

Qu’entend-on par Géométrie non-euclidienne ?

On sait qu'un des axiomes de la Géométrie occupe une place a
part dans cette science, c’est le postulat des paralltles, connu
aussi sous la désignation, plus ou moins légitime, de XI1°axiome
d’Fuelide et ainsi ¢énoncé par Euclide :

« Lorsque deux droites sont rencontrées par une troisieme, de
maniére que la somme des angles internes situés d'un méme coté
de cette derniére soit inféricure a deux angles droits, les deux
droites, indéliniment prolongées, se coupent du coté ol se trou-

vent ces deux angles (‘) »
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I1 résulte de 1a que, si par un point O extérieur a une droite D,
on lul méne une perpendiculaire et a ce'le-ci également une per-
pendiculaire, cette derniere est la seule droite menée par le
point O qui puisse ne pas rencontrer la droite D, et elle ne la
rencontrera pas en effet, si 'on ajoute 'hypothése que par un
point quelconque, on ne peut mener qu'une perpendiculaire a
une ligne droite.

Travaux pivers. — De nombreux efforts ont été faits et sont
faits encore pour démontrer le postulat des paralleles. Ce qui va
suivre monlrera clairement la vanité de ces recherches.

Encouragés et sans doute guidés par Gauss, le Russe Lobat-
chewski (1829) et le Hongrois Bolyai (1832) parvinrent, chacun
de son coté, a édifier synthétiquement une Géométrie parlaite-
ment conséquente avec elle-méme en laissant de c¢dlé cet axiome
et en admettant au contraire que 'on peut, par un point extérieur
a une droite, lui mener une infinité de paralleles comprises dans
un certain angle.

Il semble que Gauss {ut déja parvenu a des résultats ana-
logues dans des recherches qui ne furent publiées que beaucoup
plus tard.

Riemann (1854), traitant la question analytiquement, londa la
Géométrie sur la notion de distance généralisée, ou plutot sur
Pexpression de 1'élément linéaire,

Il parvint ainsi, non seulement a la Géométrie de Lobatchewski-
Bolyai, dans lajuelle la ligne droite a un segment a I'infini, nrais
encore a une Géométrie dans laquelle la ligne droite n’a pas de
points a l'infini. .

Cayley (1859) généralisa également I'idée de distance, d'une
maniere moins abstraite, en la fondant sur des propriétés projec-
lives.

Nous désignerons, avec Beltrami et Helmoliz, sous le nom de
Géométrie sphérique, celle de Riemann, et sous le nom de Géo-
méirie pseudo-sphérique, celle de Lobatchewski-Bolyai. On dis-
lingue aussi ces diverses Géométries au moyen des qualificatifs
dhyperbolique (Lobatchewski), elliptique (Riemann) et parabo-
ligue (euclidienne).

On doit aussi citer, dans le méme ordre de recherches, les
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remarquables travaux de Beltrami sur les surfaces a courbure
constante.

Les recherches de Riemann étant basées sur les propriétés
d’une expression différentielle, ne se prétaient pas a 'établisse-
ment d'un systeme d’axiomes pouvant servir de base a la Géomé-
trie, -

Helmoltz (1868) (*) s’eflfor¢a d’énoncer nettement les axiomes
communs a la Géométrie euclidienne et aux Géomélries non-
euclidiennes, c’est-i-dire les propriétés des déplacements d'ou
peuvent étre déduites toutes les propriétés indépendantes du pos-

tulat des pzu‘zdli}lcs.

Axioues pe Sovuvs Lie. — Sophus Lie (18go) (), utilisant ses
admirables travaux sur les groupes de transformations, montra
que les déductions d’Helmoltz se trouvaient, en certains points,
erronées, que son systeme d’axiomes présentait alafois des insuf-
fisances et des superfluités, et enfin établit, d'une maniere qui
parait cette fois définitive, lespropriétés des déplacements pouvant
donner licu indifféremment aux Géométries euclidienne et non-
euclidienne, et pas a d’autres.

I.es principes posés par Lie, pas plus que ceux d’Ilelmoltz, ne

s’expriment pas avee toute la simplicité désirable dans le langage

548
de 1a Géométrie construclive,

Lie a énoncé deux systemes équivalents de principes, présen-
tant deux propositions communes, savoir :

1. L'espace est unc variélé a trois dimensions. — La premicre
partic de cette proposition constitue moins 1’énoncé d’une pro-
priété quune définition donnant au mot espace une signification
précise : I'ensemble des points.

i1. Les déplacements sans déformation forment un groupe réel
et continu. — Dire que les déplacements forment un groupe,
¢’est dire que deux figures égales, ¢’est-i-dire superposables &

une troisicme, sont égales cutre elles.

() Hreomortz, Ueber die Thatsachen, die der Geometrie zum Grunde liegen ; Got-
tinger Nachrichten, 1868 ; Wissenschaftiiche Abhandlungen, 20 Bd, S. 618 ; Barth,
Leipzig. Traduit en francais par Hoiiel ; Hermann, Paris.

(3) Soruus Lix, Leipziger Berichte, 18go; Théorie der Transformationsgruppen
3er Abschnitt, S. 393 ; Tenbner, Leipzig.
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Dans un premier systeme d’axiomes, Lie complete ces deux

propositions par la suivante :

II1. Le groupe des déplacements présente la ']}z'o/)rie'lé de la libre
mobilité (freie Beweglichleil) dans Uinfinitésimal, en entendant
par la que, un point étant maintenu fixe, ainsi qu'un élément
linéaire passant par ce point, un déplacement continu est encore
possible, mais que tout déplacement devient impossible, si l'on
fixe en outre un élément superficiel contenant cet élément

linéaire.

Cetlte proposition pourrait, me semble-t-1l, étre remplacée
par la suivante, qui a une signification constructive :

On peut toujours fixer un point quelconque, ainsi qu’un autre
suflisamment voisin du premier, de maniere qu'un déplacement
continu soit encore possible; mais on rend tout déplacement
impossible en fixant un nouveau point convenablement choist
sur une surface quelconque passant par les deux premiers points.

Dans un second systeme d'axiomes denné par Lie, axiome de
la libre mobilité est remplacé par deux autres, que nous tradui-
rons, dans le langage de la Géométrie constructive, de la maniere
suivante :

1° S lon maintient five un point quelcongue, tous les points
.‘;usceplibles d'éire atleints par un aulre poim (/elclcom/ue sont
silués sur une szu‘facc contenant le second pomf el ne contenant
pas le premier; | .

0° Awtowr du point fixe il existe un domaine triplement étendn
et de dimensious finies, dans lequel tout point peut atteindre, par
un déplacement continu, tout autre point situé sur la surface cor-
respondante, définie ci-dessus.

Chacun des deux systemes d’axiomes de Lie exprime des pro-
priétés appartenant a tout groupe continu de transformations
projectives conservant une quadrique, ordinaire ou dégénérée en
une courbe plane, a condition toutefois de se limiter 4 un
domaine convenablement choisi.

Bien plus, il s'applique & tout groupe semblable & un de ces
groupes, c¢’est-a-dire  tout groupe obtenu par une transforma-
tion générale opérée sur les variables, et il ne s‘applique qu’a de
tels groupes. :
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Telle est la proposition démontrée par Sophus Lie en se basant
sur les propriétés, découvertes par lui-méme, des groupes de
transformations.

[l résulte de la que, si 'on appelle « point » 'ensemble de trois
coordonnées, et « déplacements sans déformation », les trans-
formations de 'un des groupes ainsi définis, on pourra établiv

te) p ) )
par rapporl a ce groupe, des définitions et des propriétés corres-
pondantes a celles de la Géométrie ou n’intervient pas le postu-
lat des paralleles.

Quant a ce postulat, il devra étre remplacé par d'autres pro-
positions convenablement choisies suivant le groupe pris pour
base.

Fnfin nousciterons les ouvrages de M. Klein <‘> (1889-90) surla
Géométrie non-euclidienne, ou 'on trouvera, en plus «'un bel

)] 7 )
exposé des travaux indiqués ci-dessus (saul ceux de Lic), des
résultats personncis du p]us haut 1ntérét, notamment sur les
diverses formes d'espace susceptibles de correspondre a une
| i i
meéme détermmation lllétl‘l(lu().

Des travaux illustres que nous venons id’énumérer résulte sans
conteste la possibilité d'établir, en ¢cartant le postulat des paral-
leles, des Géométiries conséquentes avee ellessmémes et, par suile,
],"ilnpossi!)i!ité de démontrer ce postulat en s’:q)pud\f:mt sur les
aulres axiones.,

D’atlleurs, un simple reoard jeté sur une surface sphérique

5 i 3 . |
montre (n on y peut réaliser une Géométrie satisfaisant, a 'inté-
) , . - e . . \
ricur d’'un domaine convenablement Iimité, aux axiomes d’'Eu-

clide, & Vexception du postalat des paralleles.

11

Les Géoméiries et leurs relations.

Dirrirextes GLOMETRIES,

Nous allons étudier d'un peu plus
pres les différentes Géomdélries el les relations que "'on peut éta-
blir entre elles,

(Y) KreiN, Nichi-Enclidische Geometrie Vorlesungen, ausgearbertet von Fr. Schil-
& 3 . oy s
Iing, Goltlingen, 1893,
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