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P. Averre. — Traité de Mécanique rationnelle. t. [ll. Equilibre et
mouvement des milieux continus. Paris, Gaanthicr-Viilars., Un Deau
vol. gr.in-82 de 558 pages. Prix 1 16 fr.

Le tome treoisicme du Traité de Mécanigue rationnelle termine le magis-
tral ouvrage entrepris par M. P. Appelll I ne m’appartient gucre d’en faire
I'é¢loge, si ce west par celle simple remavque que bien avant la publication
du dernier volume, toute 'édition du premicr dlait épuisée. Toutefois
ceux qui comme moi se sont assimilés les mdéthodes de la Mdécanique en
étudiant celte wuvre simple et savanle, se douteront bien que les ques-
ions, autrefois siobscures, de la Statigue et de la Dynamigque des {luides
t , autret obscut de la Statig ¢ de la Dyn ] les fluides,
vont ¢ire présentdées & cux avee un inlérdét nouveaun el unce clarté nouvelle.

Lie volume débute par Texposition analytique de formules qui sont d'un
usage constant en Physique mathématique et en Mdcécanique @ formules de
Green, d'Ampére et de Stokes, qui seevent & transformer une intégrale triple
é¢tendue & un volume, en ane intdégrale double étendue & la surface qui le
Limite, ou unc intégrale double d¢tendue & une aive en une intégrale simple
étendue au contour de cette aive. Lia notion de tourbilion est introduite avee
une grande simplicité et, par son emploi, on retvouve de facontoute naturelle

es théoremes connus d'analvse ¢lémentaire. Ainst éervive que Pdr dy
des 1 Panalyse dlémentaive. A fe Pde 4+ Qd)
- Rdz est une dilféeenticelle exacle, ¢'est ¢erire quian tourbillon est nul.

Aprés ces notions analytiques, nous abordous la théorie de Vattraction,

M. Appell nous fait remarquer toul au début quon passe de Datlraction
PP i
newtonicnne aux attractions éh*ciriques el magnél,iquc.\s, en l'cmpi.zlgaut la

constante positive [ parune constante négative — £.
L’expression — Amm'r—2 est bien alors positive, tout comme dans le cas

d'une attraction newtonicnne, si les masses moct m' sont de signes conlraires.
Sielles sont de méme signe, il y a répulsion. Beaucoup de caleuls cessent
alors d’¢tre des exercices analytigues ol donnent des vésultais tangibles. Au
point de vue de la seule attraction newtonienne a quoi sert d'¢ludier action
que peuvent avoir Pune sur Vautre deux portions de plaus paralleles ?

En d¢lectrieité, au cantraire, ce caleul ne se présente-t-il pas naturellement
dans Vétude da condensateur ?

Nous trouvons aussi une théorie suceincte de Vaimanl é¢lémentaire et du
potenticl dune double couche magndétique.

Inutile de dire que les exemples de caleuls d’attraction sont nombreux et
vari¢s ; les théovemes d'Ivory sur les ellipsoides homofocaux sont, par con-
tre, simplement eilés comme exercices et ricu nwest plus heuveux que la sup-
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pression de démonstrations compliquées qui, dans certains traités, ticnnent
la moitié des pages réservées & lattraction. Dans 'ouvrage de M. Appell ces
pages ne sont pas prétextes a des subtilités analytiques qui font perdre de-
vue les applications a faire ultéricurement.

Nous passons ensuite aux propriéiés générales des fonctions vérifiant
I'équation de Laplace AU = o et diles fonctions harmoniques, puis aux masses
attirantes illimitées et au potentiel logarithmique : pour les masses illimi-
(ées, lauteur montre que le mot aftraction peut ne plus avoir de sens,
comme dans le cas du plan inddéfini.

Ce n'est qu'apres ces préliminaives que nous entrons, & proprement par-

“ler. dans Uétude de U'équilibre et du mouvement intéricurs d'une masse corn-
b
S tinue.

Il ne s’agit pas encore d’hydrostatique ou dhydrodynamique, mais de
oénéralités relatives & tout milicu continu gazeux, liquide ou solide, des-

quelles on déduira plus tard la mécanique des fluides ct la théorie de 1'¢las-

ticité. 1l y a a signaler ici tout particulicrement la belle représentation
céométrique de Cauchy pour la variation en dircction de I'effort élémentaire,
représentation semblable & celle que fournit I'cllipsoide d’inertic dans la
théorie des moments.

Au début de hydrostatique et, comme une des premiéres applications,
nous rencontrons la formule baromdétrique discutée avee achévement complet
des caleuls et méme mise sous la forme qui s’accorde avee les tables de

M. Mathieu, publides dans Vdnnuaire du Bureaw des Longiiudes. Viennent

cnsuite le prinecipe d’Archimede et étude géndrale de Péquilibre isotherme.
T.e cas ou les forces dérivent d'une fonction de forces non uniforme est bien
curicux ; il matérialise pour ainsi dire certaines conceptions de la théorie des

{ouctions. Soit la fonction de forces

-

U = arc tang
X

‘miforme dans toute surface fermée n’entourant pas 'axe des z - elle permet
nn Glat d'équilibre & un fluide enfermé dans une telle surface. Mais si la sue-
Liee endoure axe des z, le {luide se miet en mouvement; introduit-on une
loison pour Cmpé(zher ce mouvement, elle ne lcmpechora que sielle fait
Ceffet d'une coupure rendant & nouveau la fonction U uniforme

Des considérations des plus utiles viennent ensuite sur 'équilibre d'une
aasse {luide animée d'un mouvement de rotation, questions fondamentales en

Cdeanique eéleste et que les beaux travaux de M. Poincard ont beaucoup

avancdes, surtout quant aux figures d'équilibres ellipsoidales, avnulaives et
autres (qui v'ont pas foredment plusicurs plans de symdéirie. Apres I'éguilibre
des fluides pesants nous trouvons celui des corps {lottants. Le sujet date
LTArvchimede et cependant, aprés les travaux de M. Guyou, il parait uné
1" 3 V 1 1 1 )i X (" aj A% hY Y ]

{'hier. Je ne puis entrer ici dans tous les théorimes éldgants auxquels il

donne licw, mais le rdsultat fondamental est des plus simples & ¢noncer :
]

b détermination de 'équilibre d'un corps flottant se rameéne a celle de Véqui-
ibre d'une certaine surface (surface des centres de caréne) que lon peut
. i

ssupposer réalisée matéricllement et posée sur un plan horizontal rigide.

Avant d'entrer définitivement dans la Dynamique, M. Appell nous fait étu-

,f]u ' les propri¢ids purement géomdéiriques et muvmabquea de la déforma-
ium des milicux continus.
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L’équation de continuité est donndée sous une forme absolument générale
et, dans 'dtude des dilatations autour d’un peint, nous retrouvons encore un
ellipsoide pour interpréter plus commodément les choses; il y a la une
représentation géométrique qui fait facilement image. Une ddéformation
homogene d'une masse conlinue est caractérisée par ce fait que ces cllip-
soides de dilatation sont ¢gaux el orientés de la méme facon en tous ses
points. Pour une déformation quelconque, nous pouvons imaginer en chaque
point de la masse une déformation homogene tangente, conception de méme
nature que celle du mouvement hélicoidal tangent dans 'élude du déplace-
ment d'un solide invariable et qui ne le eede en rien a cette derniére au point
le vue de 'élégance et de Luatilité.

Dans la cinématique des nilicux conlinus, nous trouvons un chapitre des
plus importants sur la propagation des ondes. Les derniers résultats dus a
M. Hadamard, y sout développés, L'onde est une surface qui se déplace et
sc déforme dans le milicu cousidérdé; sur laquelle les dérivées des coordon-
nées prises par rapport & lears valeurs initiales, ou par rapport au temps,
cessent d'étre eontinues.

Une dizcontinuité d'ordre n est celle ot la premicre dérivée qui cesse
d’étre continue, est dordre n, toutes les dérvivées d'ordre inféricur a n res-
tanl conlinuces.,

Les cas de n == 1 et n == 2 sont d¢tudids en détail par M. Appell. Les
résultats géndravx obienus par M. Hadamard pour n quelconque, sont rappe-
Iés sommairement et leurs démonstrations sout proposdes comme exercices.

Daus la dynamique des fluides parfaits, nous trouvens maintes choses
remariguables, telles que le théoréme d'Hlugoniot et la détermination de la
vitesse de propagation du son.

A remarquer aussi la transformation des équations de hydrodynamique
pour le cas de coordonndes quelconques, transformation exactement compa-
rable & celle qui change les équations ordinaires du mouvement d'un poiut
ou d'un systéme en les dquations de Lagrange.

Dans cex théories difficiles qui sembleul si souvent dénuées d’applications
et qui chez beancoup de savauls paraissent avoir ¢ié sealement prétexles a
des développements analytiques, intéressants sans donte, mais qui faisaient
perdre de vue les problemes matdériels posés an début, on ne saurait trop
admirer Tauteur du présent ouvrage qui s’cfforce de donner saus cesse des
excemples de problemes aussi simples que possible et de les résoudre com-
pletement de facon & faire suivre les développements analytiques de réalités
concrctes. Voiel Pétude du moavement d'an liguide pesant dans un vase de
révolution présentant une large onverture a la partic inféricure, et plus loin
¢'est le mouvement d'un liquide qui se préeipite dans un espace sphérique
brusquement laissé vide en son sein. Apres les théorémes de Bernoulli et de
Torevicelli et I'dtude géndrale des deoulements en régime permanent nous
tombons dans la théorie des tourbilions. Ce mot, défini au début d'une facon
purement analytique, nous apparait icl sous un jour matériel qui le justific.
oi les particules d'unfluide n'ont pas une rotation nulle, clles ont des mouve-
ments tourbillonnaires et sarrangent en tubes de tourbillons qui ne peuvent
se terminer au milicu de la masse ; ces tubes sont done fermds sur cux-mémes
~ou termindés aux parois ou aux suriaces de discontinuité. Tels sont les
anneaux de fuindée que les fumeurs gamusent a lancer. A ¢oté de ce jeu que
la théoric des tourbillons mous explique, faut-il rappeler quielle a ¢été




BIBLIOGRAPIHIE 145

I'objet de la part de lord Kelwin, des plus hautes spdéculations au point de

. vue cosmogonique ct qu'il a émis cette hypothese que les atomes qui consti-

tuent la mati¢re qui tombe sous nos sens sont de minuscules tourbillons
d*éther.

Dans l'exposition de la présente théorie, je signalerai comme particuliére-
ment remarquable le probléme qui consiste & déterminer la vitesse d'une par-
ticule fluide connaissant le tourbillon relatif au méme point ct aussi une ana-
logie ¢lectro-dynamique des plus intéressantes. L'existence de tourbillons
duns un liquide modific évidemment les vitesses d'une particule quelcongue ;
or, si Pon considére 'ensemble de tous les tourbillons qui forment un tube
annulaire, I'effet de 'existence de ce tube sur un point P de la masse est le
meéme que celul qu’exercerait un courant ¢lectrique parcourant un fil conduce-
tear de méme figure que le tube tourbillonnaire sur le poiut P considérd
comme un podle magnétique.

Le chapitre qui termine la dyramique des fluides est consacré aux mouve-

wents paralléles & un plan fixe, -

Tous les problemes relatifs aux milieux continus semblent évidemment
exiger la considérvation de Pespace & trois dimensions, mais on peut, par la
pensdée, imaginer des milicux continus w'ayant que deux dimensions. Tel
serait, par exemple, le milicu constitué¢ par des moléeules assujetties & res-

" ter sur un plan.

Cetie fiction devient une rdéalité dans des milicux continus a trois dimen-
sions ol toutes les particules ont originairement des vitesses parvalleles & un
Jan et ou il est ¢vident, par raison de symdétrie, que ce parallélisme n'a pas
icu d'¢tre altéré. Tels sont les cas d'écoulement dans un canal constitué
ftdralement par des plans verticaux et dout le fond est un cylindre de géné-
vatrices perpendiculaires aux parcis. Clest notamment le cas d'un liquide
qui s’écoule par-dessus un déversoir horizontal formant un plz}ﬂ perpen-
diculaire aux parois latérales d’'un canal. Alors les équations du mouvement
s¢ réduisent & deux. |

v
i
L
1
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Il faut remarquer dans ces dernicres pages 'étude de la propagation des
oudes a la surface d’un liquide, les ondes statiounaires el le phénoméne du
clapotis. Quant & l'étude des mouvements tourbillonnaires, clle est reprise
dans cc cas particulier. Si par exemple nous prenons un liquide dans un vase
« parocis verticales et dfond horizontal, cn supposant que toutes les vitesses
coicut parvalleles au fond, les tubes de tourbillon ne pourront ¢videmment
¢ire que des droites verticales. Lies dquations du mouvement de ces tubes,
quand on les suppose infiniment déliés, se meltent aisément sous la forme
canonique.

Le volume se termine par la théorie de I'¢lasticité, terminée elle-méme
par I'étude de la vibration des milieux élastiques et la comparaison des
vibrations transversales qu'ils peuvent transmettre avec les vibrations longi-
tudinales que transmettent les fluides parfaits.

Je citerai encore quelques pages sur les fluides visqueux et jaurai peut-
ctre donné une pale idée des nombreux sujets abordés par M. Appell; mais

cce dontl je renonce a donner aucunc iddée, c'est, d'un ¢6té, la clarté avee
laquelle tout est présenté, d'un autre, la patience de Vauteur qui a recucilli
~d'inmombrables renseignements bibliographiques et a partout indiqué ce qui
resle A faire apres ce qui est fait a I'heure actuelle. Et comme les deux pre-

. micrs volumes du traité ne le cédent en rien au troisieme, je crois quon
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peut conseiller & tous ceux qui veulent acquérir une haute idée de la science
et de Vart mathématiques, d’entrer dans ce magnifique monument élevé a la
mdécanique rationnelle.

A. Bunwi (Paris).

P. Bacuman~n. — Niedere Zahlentheorie, Erster Teil. B.-G. Teubner’s
Sammlung von Lehrbichern aufdem Gebiete der Mathematischen Wissen-
schaften mit Einschluss ihrer Anwendungen. Band X, 1. — Un vol. relié,
gr. in-8°, 4o2 p.; prix: M. 14. — ; B.-G. Teubncer, Leipzig, 1g02.

A coté de UEncyclopédie des Seiences mathdématiques, qui a déja rendu
de si grands services aux géométres, la librairie Teubner a entrepris la
publication d’une collection de traités séparés consacrds aux parties les plus
importantes de la science mathématique. On ne saurait contester Dutilité
d'une telle publication. En effet) les articles de VEneyclopédie ne contien-
nent que des résumdés el des apercus dans lesquels les résuliats acquis a Ia
science sont systématiquement classés ¢t enregisirés. Clest un guide pré-
cicux, mais ce n'esl quun guide. Pour les développements, démonstrations,
ete., on doit recourir aux sources : monographies, notes, mémoires dissé-
minés dans les comples rendus ct les revues périodiques. Bien rares sont
encorce les traités spéciaux, asscz complets pour pouvoir donmer une idée
exacte de D'étal actuel de nos connaissances mathdématiques, asscz intelli-
gibles en méme temps pour servir de livres d'initiation.

A en juger par le premicr volume qui vient de paraitre, Pouvrage de
M. Bachmann remplit admirablement le but que vise la Collection Teubner.

Apres une courte introduction historique, auteur examine et préeise Ia
notion du nombre culicr positif et négaiif en se placant au point de vue de
M. Pepexinp, mais il simplifie et compléte sur quelques points analyse dn
célebre géomelre allemand. Tie second c}inpitre esl consaced & la théerie de
ta divisibilité. Les lois fondamentales de cette théorie sont dtablies en
partant de la notion moderne des modules que Yon doit & Kronecker et a
M. Dedekind, M. Bachmann ¢tablit cusaite un certain nonmbre de proposi-
tions se rattachant  la théorie précédente, en pariicuiicr fa formule d’Euler
donnant la somme des diviseurs d'un nombre ol quelques proprid¢ids tecs
curicuses de la factorielle dues & Weiil, Catalan et aatves.

Le troisicme chapitre expose les principes de la théorie des congruences:
systémes de restes, nombre maximum de rvacines, ete. Parmi les applica-
tions de cetic théorie on remarquera les propei¢ids géndrales de la fonetion
o (n) et celles des fonctions plus géndrales de Lucas ot de Schemmel,

Iauteur reprend ensuite au 4° chapitre la théorie de la divisibilité., Mais
celte fois-ci il en dtablit fe théoréwe fondamental aw moyen de Valgorithme
d'Luclide (proeédé de Poinsot) ce qui le conduit naturellement aux fractions
continues et a la théorie des séries de Farey, théorie & laquelle se raita-
chent les recherches relativement réeentes de M. Hurwitz et de M. Vahlen.

Le 5¢ chapitre traite des théorémes de Fermat et de Wilson.

Un long chapitre cst consacré a la théorie des résidus quadratiques.
Cert incontestablement Ie plus curieux., On y remarquera une table chro-
nologique des différentes démonstrations de la fameuse loi de réciproeité
de Legendre. Ces démonstrations, dont on connait cnviron une cinguan-
taine, sont divisées en catégories el celles d'entre elles qui apparticnuent

’ .

aux ¢léments de la théorie des nombres sont analysées avee soin.
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