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UNE LECON DE GEOMETRIE ANATNY TIQUIE

1. — Trois quantités quelconques «, b, ¢ admettent six per-
mutations ; quelle est la position des six points de 'espace dont
ces permutations sont les triples coordonnées cartésiennes rec-
tangulaires 2 On voit tout de suite que ces six points se trouvent

oy

sur le cercle dmtersection du plan Yo, =a b —c¢ et de la
i

sphere }1_‘(1,";?:(03—}—/)24—0"’. De plus, lexpression connue de la

distance de deux points de 'espace montre que les deux triples

(et by ) ) (rty ¢, b)
b, ey a) ¢, (b, )
(., b) (¢, b, a) "e

de permutations eyeliques correspondent aux sommets de deux
triangles équilatéraux et que pour «<<b <e ces deux triangles
¢gaux n’équivalent quant a leurs sommets a un hcxugonc régu-~
lier que dans le cas ott b est la moyenne arithmétique de « et c.
Dans le cas ordinaire ol 26 == « -~ ¢ tous les angles de I'hexa-
cone sont égaux, sculement quant a leur longueur les cotés se
groupent en deux triples en succession alternante, de maniére
qu’un coOté plus court s¢ ltrouve t()uj()urs enlre deux cotés plus
gs, cte. Iit cet hexagone a peu pres régulier n'obtient la
facult¢ de couvrir par répétition tout le plan que dans le cas

lon

particulier 20 =a ¢, ol 1l devient régulier tout a fait,
Xn transportant paralli;lemcnt les plans coordonnés a la nou-

velle origine (@, a, a) on passe aux six permutations (o, «, a,),
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olt nous supposons encore «, < «,. Dans ce cas il est évident que
I'hexagone en question s'obtient en tranchant d'une maniere
régulicre les sommets dun triangle équilatéral A A A, (fig. 1).
Ce qui nous suggere l'idée de considérer le triangle A A A,
comme triangle de référence d'un systeme de coordonnées homo-
genes et dans le plan de ce triangle les six points (0o, 0, 0,) ol
la somme b, - 0, équivaut a la hauteur de ce triangle de rélé-

rence. Alors les ¢quations v, =0 et ., =6, lont connaitre les

deux triples de cotés. Et les six sommets se trouvent trois {ois
deux o deux sur trois droites purvalleles. les droites

LS ]

X T= 0, Xy =0b,, ;= L, pour i = 1,2, 3.

2. — Passons du cas [«, b ¢ auw cus (a, b, ¢, d; ouils agit des
24 points de l'espace a quatre dunenswns K, dont les Loordonnec
,iectangumn'cs forment les pm‘nmtaﬂons des (quatre quantités
«y b, e, dowapres un déplacement parallele des axes coordonnes
des (quatre quantites o, i\ A,y d,. Les o4 points se trouvent sur
la sphere diintersection de Tespace tridimensional l‘.z;::l‘fn- et

s J ~
. . 1 1
de T'hvpersphere ‘;z-’_—:‘;u- Par rapport au tétraddre régulier
! ! -
AAA A, dont les sommiets sont les points d'intersection avee
ol e iy « ""‘.l‘-‘ ¢ 4 i Ol
cet espace, on a affaive aux 24 points (0, b, b, b,) ol b <b,< b,

et Xb;==/, la hauteur du tétraédre, Ainsi 'on trouve facilement

que les 24 points en question sont les sommets dan tétracdre
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tronqué d'une maniere 1‘éguli‘ere tant sur les arétes qu’aux som-

ginales du tétra-

edre, les plans 2; =0, en enlevant les sommets et les plans 2, @

mets, les plans x;=o0 représentant les [aces or1

=0, -+ 0, en enlevant les arétes. Donc le résultat (fig. 2) est un
polyedre a 24 sommets, 36 arétes et 14 faces que nous représen-
tons par le symbole (24, 36, 14). Seulement dans le cas tres
particulier ou «, b, ¢, d sont quatre termes consécutils d’une série
arithmétique, ce qui amene les relations bl:%/)z)::%])w ce
polyedre est limité par huit hexagones réguliers égaux et six
carrés égaux et forme done cette combinaison cristallographique
du cube et de Voctacdre qui jourt de la faculté de remplir tout
Uespace tridimensional par répétition (Voir Repue générale des
sciences, t. \, p. d11),

Dans le cas général les trois especes de faces sont représentées
par les couples d’équations

b as b, =adt bt , x=d)
(x, + 2y, = a + b, Xy A= x, == ¢+ d),
(x, =a, x,fay;-+x, =0b 4 c—+ d).

De laméme maniere les trois especes d’arétes sont représentées
yvar les triples d’équations
I 1

(xy + xy, = a + b, x,=c¢, x,—=d)

3

¢, = d}
x, = ¢ -+d).

(r, =a a4+ a;= 10

+ o+

(¢, =a, x,=0, Dy

Pour raccourcir nous représentons les trois especes de faces
par les symboles (3, 1),, (2, 2),, (1, 3), ou les indices 4,6, 4
indiquent Jes nombres de plans de chaque espéce. Dans cet ordre
d’idées les arétes se représentent par les symboles (2, 1, 1),

\ (\\
(1,2, 1), (1,1, 2},

\

3. — Procédons au cas (a, b, ¢, d, e) des 120 points de 'espace
E., ot il s’agit d'un pentaédroide régulier A A A A A, tronqué
3 o) % O 177277377477
aux sommets, sur les arétes et sur les [aces, Te11l y a a distinguer
les quatre especes (4, 1),, (3, 2),,, (2,3),,, (1, 4), d’espaces limi-
tants; les cinq espaces (4, 1) tronquent le polytope régulier aux
sommets, les dix espaces (3, 2) et les dix espaces (2, 3) en font
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autant sur les arétes et sur les faces et les cinq espaces (1, 4) sont
les espaces originaux du polytope. Ainsile nombre des espaces
limitants est 3o0. Ensuite on trouve les six cspéces (3, 1, 1),
(1,3, 1), (1, 1, 3),0, (2, 2, 1),, (2, 1, f)“)s'o, (1, 2, 2),, de faces, ce
qui prouve que le nombre des faces est 150. Et enfin il y a quatre

especes (2, 1,1, 1), (1,2, 1, 1), (1,1,2, 1)60, (1, 1,1,2),, d’arétes.
Done le polytope en question admet 120 sommets, 240 arétes,
150 faces et 3o corps limitants; nous le représentons par (120,
240, 150, 30).

En général le polytope trouvé est limité par dix espaces en
forme de polyedres (24, 36, 14) et par vingt prismes hexagonaux
12, 18, 8). Dans le cas trées particulier ol les cing quantités
. b, c, d,esont destermes conséeutils d'une série arithmétique,
toutes les arétes ont la méme longueur, de maniere que les dix
polyedres (24, 36, 14) prennent la forme de la combinaison cris-
tallographique indiquée, tandis que les prismes sont des prismes
réguliers limités par deux hexagones réguliers et six carrés

4. — En augmentant toujours le nombre des quantités entrant
dans les permutations on trouve successivement des polytopes
caractérisés par les symboles

(720, 1800, 1560, 540, 62)
(30;0, 15120, 16800, 8400, 1806, 126)
40320, 141120, 191520, 126000, 40824, 5796, 254)

qu'on ebtient toujours en tronquant d'une maniere régulicre le
polytope régulier, a un nombre minimum d’espaces limitants,
aux sommels, aux arétes, aux faces, aux espaces limitants, etc.
Nous f{atsons suilvre les oaluﬂs assez simples qui se rapportent
au cas de huit quantités et donc de 8! = fo 320 points.

Espaces 15, Espaces L ’

(7,1). 2(8), = 1/6 (6,1,1) 3(8), (7), = 168

(6,2). 2(8), = 56 (5,2,1) 6(8), (7), = 1008

(5,3). 2(8), = 112 (4,3,1) 6(8); (7), = 1680

(4,4). (8), = 7o (4,2,2) . 3(8)y (6), = 1260

: 552 (3,3,2) 3(8), (6), = 1680

;i 5796
IE; Enscignement math, 8
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Espaces £,

Gorr). oo 4(8) (7), (6), = 1344
(4,2,1,1) . 12(8), (7); (6), = 10080
(3,3, 1,0). . . 6(8)1 (7), (6)3 = 6720
{45203, T) . 12(8), (7), (6)y == 20160
(2727252) (8)3 \6)2 (4)2 = 2520
40824
Espaces It,
(5r5,0,1,1). 5(8), (7); (6), (5), = 8400
(3,2,1,1,1). 20(8), (7); (6), (5), = 67200
(2,2.2,1,1). 10(8), (7), (6)5 (4), = bogoo
126000
Faces
(3,nnn0). .o 6(8), (7); (6) (3), (4)y = 40320
(2,2,1,1,1,1). . . 15(8), (7), (6); (5); (4), = 71d1200
191520

Arites.

(2,n,5,15,5,5,0). . . 7(8)y (7). (6); (3), (4), (3), = 141120,

En cherchant a généraliscr ce calcul pour le cas de n quanti—
tés, on trouve le symbole suivant

oa—1 (n—2) (3n — 5) o (n—2) (n—3)? .
N 3 v 18 ”
5 24 48
(n—4) (1578 —xSon2 4 §85n —50a)
5760 B

qui exige qu'on s’arréte au premier terme disparaissant et quon
interprete le terme précédent, égal a 'unité, comme se rappor-
tant au polytope lui-méme. Probablement les elforts a détermi-
agénéral de la suite entre crochets se perdront
encore longtemps dans les brouillards de la théorie des parti-

ner le terme

tions.
P.-H. Scuoure (Groningue) )
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