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LE PROBLEME N> o DE M. DAVID HILBERT

Immédiatement apreés la communication Sur  les problemes
futurs des Mathématiques, faite par M. Hilbert an Congres inter-
national des Mathématiciens i Paris le 8 aotit 1goo ('), M. Peano
déeclarait (*) que ma communication, déja annoncée pour le sur-
lendemain, sur Un nouveau systeme irréductible de postulats pour
I Algebre () aurait répondu au probleme n° o de M. Hilbert : De
[ non-contradiction des axiomes de UArdhmétique (*).

M. Hilbert n’a pas répondu, et il n'aurait pu le faire avant
’écouter ma communication ; malheureusement le surlendemain
M. Hilbert était absent.

Presque deux années se sont écoulées du Congres a la publi-
cation du compte rendu, En attendant, M. Hilbert aurait pu
connaitre la solution d’une question qui 'intéressait si vivement
en 19oo, en s’adressant a M. le Seerétaire du Congres ou a moi
pour avoir les épreuves de ma communication. Et 1l lui adrait
sulli d’en live Vdpant-propos (*) pour comprendre que son pro-
bleme n” o (%) n’était qu’une causerie, qui se pouvait suppri-
mer (7.

Maintenant que e compte rendu a paru et que M. Hilbert

(") Gompte rendu du deuxitme Gongres int. des mathdmaticiens, Paris, Gauthier-
Villars. 1goo. p. 38-114,

) Tbidem, p.oax.

U Thidem, p. 24g-256.

() 1hidem, p. ~1-74.

)y Jbidem, p. 249, 250.

(") Voir L'Enseignement Mathémalique, 1902, p. 386.

() Personne ne I'en aurait empéché ; eneffet M. Hilbert a apporté d’autres modi-

Feations & Voriginal de sa communication (ibidem, p. 58 note)



86 A, PADOA

semble vouloir continuer a garder le silence, je crois rendre
service aux jeunes ¢tudiants, en leur évitant d’accepter linvita-
iton de M. Hilbert & méditer sur des questions qui ont ¢té réso-

fues depms longtemps.

M. Hilbert commence ainst :

« Lorsqu'il s’agit de poser les principes fondamentaux d'une
science, Pon doit établir un systeme d’axiomes renfermant une
description complete et exacte des relations entre les concepts
clémentairves de cette seience, Ces axiomes sont en méme temps
les définitions de ces concepts ¢lémentaires ; aucune aifirmation
relative @ la science dont nous examinons les principes fonda-
menlaux ne sera admise comme exacte, & moins qu'on ne puisse
ta tirer des axiomes au moven d'un nombre fint de déductions.
Si 'on considere les choses plus exactement, la question suivante
se pose : Certaines affirmations contenues dans des aviomes ne
sont-elles pas dépendantes les unes des autres, el, par suile, ces
wiomes ne renferment-ils pas des parties communes superflues
que Uon doit supprimer si Uon peut obtenir un systeme d’axiomes
completement indépendants ?

« Mais avant tout, parmi tant de questions soulevées par I'exa-
men des axiomes, je regarde comme la plus importante celle-ct :
Démontrer que les axiomes ne sont pas contradictoires ; ¢ est-a-
dire démontrer qu’en se basant sur les axiomes lon ne pourra
jamats arrviver « des résullats contradictoires aw moyen d un
nombre fint de déductions logiques. »

Ma communication commence ainsi

« Dans V/ntroduction logique a une théorie deductive quel-
conque qui précede notre Essai d'une Uhéorie algébrique des
nombres entiers, nous avons analysé la structure formelle d’une
théorie déductive quelconque, pour établir les principales condi-
tions de sa perfection, logique et les regles pratiques pour recon-
naitre si ces conditions se trouvent vérifiées dans une théorie
donnée,

« Maintenant, nous ne faisons que rappeler ces conditions et

i 2 3 { ‘\\' 1 ,,\“ e « x.\ : ” r-.»'\ v'\ ;u 2y
¢noneer ces regles, dont'étude appartient alalogique géndérale,
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pour une application mathématique a 'analyse des principes de
I"Algebre.

LR ) A

« D'abord il faut déclarer quels sont les symboles dont on tait
usage dans la théorie sans les définir (sg/mboles non définis; et
; / } * X ! 17, iy /; 717 q 3 ') * y aY
cnoncer les propositions \(7( finitions exceplées) quon accepte
dans la théorie sans les deémontrer (\posluZaZs“) (']
« Les postulats doivent étre compatibles; c’est-a-dire qu'ils

ne doivent pas se contredire.

« Pour démontrer la compatibilit¢ ’un systeme de postulals,
il faut trouver wune interprétation des symboles non définis. qui
vérifie simultanément tows les postulais.

« Le systeme des postulats doit étre irreductible; en dautres
termes, les postulats doivent étre absolument indépendants; ¢ est-
a-dive : il faut qu'awcun des postulals ne puisse ctre déduil des
aulres ; ou bien cencorve : il faut gu'en remplacant séparément
('fza(/ueposlulm’ par sa 72(53‘(151'012 onoblienne un sy.szémc de propo-
sttions compaltibles.

« Pour démontrer U'irréductibilité d’un systeme de postulats,
il faut trouver, pour chacun d'eux, wune interprélalion des sy~
boles non définis, qui ne vérifie pas le postulut considére, mais
quid perifie simullanément tous les autres. »

II' me semble que le second texte répond completement aux
questions posées dans le premier; je n'v ajouterai pas un seul
mot,. saul la déclaration que les idées que je viens d'énoncer ne
mappartiennent pas; on ne saurait pas meéme leur atlribuer
cxactement une paternité, car presque tous les mathématiciens
qui ont analvsé les principes de la Géométrie en ont lait usage.
quoique tres souvent d'une maniere conluse et inutilement res-

lrictive (*); mais depuis longtemps elles ont ¢té énoncées exacte-

(i Dans le texte de M. Hilbert el dans le mien ont respectivement la méme signi-
healion coneepls clémentaires et symboles non définis, axiomes et postulats.

12y On est arvive jusqua confondre la vecherche dela preuve quune proposition
ne dépend pas d'un systeme donné avee la eritique de la certitude du fait ¢nonced
par celle proposilion, en oubliant que. pour prouver lindépendance d'une pro-
position dun systeme donné, il ne faul pas fixer préalablement la significalion
des symboles employés, tandis quon ne saurait douter de la vérité dune proposi-
Hon. avant d’avoir fixé la signification de ces symboles ; et que, par suite, il s'agil
de deux questions toul & fait séparées, Plusicurs mathémaliciens ont commis cetfe
confusion, par exemple, dans leurs discussions sur le postulal des paralleles,
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ment et en toute leur géné alité dans la Revwe de A[a(/z,énmzi(/ues
et dans le Formulaire mathématique*;.

M. Hilbert poursuit :

« n Géométrie on démontre la non-contradiction des axiomes
en construisant un domaine convenable de nombres tel qu’aux
axiomes géométriques correspoudent des relations analogues
entre les nombres de ce domaine et tel, par conséquent, que
toute contradiction dans les conclusions tirées des axiomes géo-
métriques serait foreément reconnaissable dans Parithmétique de
ce domaine. De cette facon la non-contradiction des axiomes
géomeétriques est ramenée a la démonstration de la non-contra-
diction des axiomes de I'Arithmétique. »

Ne m'accusez pas de vouloir trop subtiliser si je m’arrcte a
examiner la signification de la phrase « En Géométrie on dé-
montre... »

St M. iilbert voulait dire « En Géométrie, M. un tel a
démontré... » on bien « En Géomdétrie, Lon pourrait démon-
trer... ». il nv aurait rien a objecter.

Malheurcusement la phrase qui suit immédiatement dans le
texte de M. Hilbert:

« Quant a la démonstration de la non-contradiction des axiomes
de I'Avithmétique, elle demande a ¢tre effectuée pay voie divecte ».
nous prouve que M. Hilbert n’a pas compris que, pour démon-
trer I'indépendance ou la non-contradiction d’un systeme de pro-
positions *., Ton peut choisir les interprétations des svimboles
non deéfinis dans un domaine convenable quelconque, pourva
sculement que la connaissance de ce domaine soit préalablement
admise.

Il parait en effet que M. Thilbert, apres avoir ¢tabli une espeee

de hiérarchie entre les différentes branches des mathématiques,

(' Turin, Bocea freves,

%) Ce sont deux questions séparées par rapport a un systeme donné de propo-
¢itions : mais ainsi qu il découle de ce qui précede, ce n'est quune seule question
logique par rapport & la méthode de démonstration.

e 6
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juge que le domaine de chaque branche soit en méme temps le
domaine d’out devait jaillir la preuve de la non-contradiction des
axiomes de la branche supérieure. Par suite (comme selon
M. Hilbert les deux premieres branches seraient I’Arithmétique
et la Géomeétrie) la Géométrie devrait étre justifiée par 1’Arith-
métique, et 'Arithmétique (puisque l'on ne saurait descendre
plus bas dans la hiérarchie) devrait se résigner a se justifier par
elle-méme.

Deux [aits concourent a prouver que la conviction de M. Hil-
hert est erronée : maints mathématiciens ont réussit a démontrer
la non-contradiction ou 'indépendance de quelques propositions
de Géométrie en donnant aux symboles considérés des interpré-
tations différentes des ordinaires, mais sans sortir du domaine
de la Géométrie; tandis que pour ma part, dans la communication
dont je m’occupe, jai réussi a démontrer l'indépendance de
plusicurs propositions d’Algeébre en donnant aux symboles consi-
dérés des mterprétations qui sortent du domaine exclusif des
mathématiques.

M. Hilbert continue :

« Les axiomes de 'Arithmétique ne sont pas essentiellement
autre chose que les regles ordinaires du caleul auxquelles 1l faut
ajouter I'axiome de continuité. Il n'y a pas longtemps, j’ai énu-
méré ces axiomes dans une courte note; en méme temps 'y a1
remplacé Faxiome de la continuité par deax auatres plus simples,
it savoir @ laxiome connu d’Archimede, et un nouvel axiome
tnoncant que les nombres forment un systeme d’¢tres qui n’est
susceptible d’aucune extension, sil’on conserve intacts tous les
autres axiomes (axiome d'mtégrité). »

Laissons a M. Ihlbert la responsabilité du choix de son SyS-
leme de postulats pour UArithmétique. 11 est certain (qu’en con-
sidérant comme postulats « les régles ordinaires du caleul » et
aulre chose encorve, ies déductions doivent étre bien simples :
maintenant on comprend aisément pourquor M. Hilbert renonce
a sesoucier de 'indépendance des postulats,
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M. Iilbert poursuit :

« Or je suis persuadé que 'on peut trouver une démonstration
directe de la non-contradiction des axiomes de I'Arithmétique
en appliquant @ ce but les méthodes de raisonnement connues
dont on se sert dans la théorie des nombres irrationnels, apres
Ies avolr remaniées en leur faisant subir des modifications conve-
nables. »

Etrange persuasion ue celle de M. Hilbert. 1 peut s’épargner
fa peine de remanier et de modifier nimporte quelle méthode
de raisonnement, car il n’aboutira a rien,

En effet : les contradictions ou les dépendances des proposi-
flons ne peuvent étre démontrées que par des racsonnements
déductils, tandis que les non-coniradictions oules indépendances
cdles propositions ne peuvent étre démontrées que par des consta-
tetions [on constate que des interprétations convenablement choi-
sies des symboles vérifient ou ne vérifient pas les propositions
en question .

La suite du texte de M. Hilbert ne mérite pas la discussion.
En voiel la premiere période :

« Pour caractériser encore a-un autre égard I'importance du
probleme, je ferai la remarque suivante : st 'on confere a quel-
que notion des attributs qui se contredisent, je dirai que, an
point de vue mathématique, cette notion n’existe pas. »

Et s1 'on n’avait pas la prudence de se placer « au point de

vae muthé1’1’1atiq‘|‘1c » D

I Apant-propos de ma communication finit par une question
qui n’a pas encore éi¢ posée par M. Hilbert :

« Le systeme des symboles non définis doit étre irreductible
par rapport aw systeme des postulats; en d'autres termes, 1l laut
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que des postulats on ne puisse déduire aucune proposition qui soit
une définition possible d’un des symboles non définis au moyen
des autres.

« Pour deémontrer U'irréductibilité & un systenme de symboles
non définis par rapport a un systeme de posinlals, il faut trouver
une interprétation des symboles non définis, qui eerific simultanc-
ment tous les postulals et qui continue « les vérifier lorsqu on
change conpenablement la signification &’ un seul des symboles
non deéfins, et cela pour chacun dewr, »

Apres quoi, moyennant trois symboles non définis. jénonce
mon systeme de sept postulats § 1), j'en démontre la compla-
bilité (§ 1) et Pirréductibilité /5 IV): enfin je démontre Tirve-
ductibilité du systeme de svmboles non définis par vapport au
svsteme de postulats (§ V).

Que reste-t-il encore des questions logiques posées dans le
probleme n® » de M. Hilbert?

N Panoa /l’mmcl )
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