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SUR LA CONCEPTION DES LIMITES ¢

Nous disons qu'une grandeur variable tend vers une limite,
lorsqu’elle se rapproche infiniment d’une grandeur de méme na-
ture. On appelle cette derniere grandeur limite.

De cette définition, il résulte qu’il n’est pas nécessaire que la
limite soit une grandeur fixe, et qu’elle-méme peut avoir une
limite. Il en résulte encore que la limite ne peut jamais éire at-
teinte; en effet, la grandear donnée se rapproche infiniment de
sa limite; donc a l'infini, la grandeur arrivera a sa limite, mais
Iinfini ne s’épuise jamais, la limite ne sera jamais atteinte. Nous
ne pouvons donc pas toujours dire sur la limite ce que nous pou-
vons dire en commun sur les grandeuars variables, et vice-versa.

Prenons un exemple. Considérons un céne et inscrivons-y
une pyramide. Si nous faisons croitre a Uinfini le nombre
de ses faces de telle facon que ces faces deviennent infiniment
petites, la pyramide se rapprochera infiniment du cone.
Obtiendrons-nous une pyramide qui se confonde avec 1
cone ? Non ; parce que nous n'obtiendrons jamais une pyramide
ayant unnombre infini de faces. De plus encore, sinotre imagina-
tion permettait d’exister a une telle pyramide elle ne pourrait étre
identifiée avec le cone, parce que la pyramide qui aurait un nom-
bre infini de faces devrait étre une figure variable, tandis que le
cone est une figure fixe,

Par suite pouvouns-nous dire du céne tout ce que nous pou-
vons dire de la pyramide Evidemment non, Il est possible que
le cone jouisse de toutes les propriétés des pyramides, mais jus-
qu'icinousne sommes pas autorisés i admettre simplement parce

(') Voir dans celte Revue, les arvticles de M. J.-F. Boxxii, notamment la Note

intitulée @ Les limiles et L'atome, t. V, p. 332-338. La Répacrion.




152 C. POPOVICI

que le cone est la limite des pyramides. De plus, il nous faut
c¢ncore remarquer quc ¢’est tout autre chose que la Iimite géomé—
trique, concréte, intuitive des figures de Despace, et la limite
arithmétique, abstraite, déductive des grandeurs qui représentent
les mesures des éléments des figures de I'espace. Si la pyramide
a comme limite le cone, 1l ne s’ensuit pas que la surface de la
pyramide ait comme limite la surface du cone, Je montrerai qu’il
cxiste des figures qui ont comme limite la surface du cone et
malgré cela lasurface latérale de ces figures n’est pas égale a la
surface latérale du cdne. Imaginons que nous plagons dans un
cone une séric de disques qui se recouvrent en s'appuyant com-
pletement sur la surface du cone. Supposons que ces disques
s‘amineissent infiniment, puis coupons par un plan I'ensemble
formé par le cone et les disques, lafigure formée par les disques
aura comme limite la figure du cone ; mais la surfuce latérale de
cette figure, ou en d'autres termes la surface découverte des dis-
(ues, nous ne pouvons pas encore dire quelle a une limite égale
a lasurface du cone, nous ne pouvons pas allirmer non plus qu’elle
ait une limite, cette limite dépend peut-étre de 'inclinaison qu'ont
les disques sur les génératrices du cone, et peut-élre méme de la
lo1 que suivent ces disques en se fwisant infiniment minces, parce
quils sont coupés obliquement par le plan. Considérons en par-
liculier le cone circulaire droit, etles disques paralleles a la base
du cone, soit » le ravon du cercle, ¢ la hauteur et @ la généra-
trice.

La surface non couverte des disques se compose de deux par-
lies : la partie non couverte des bases et la surface latérale des dis-
(ques. Considérons la premiere partie. En projetant chaque por-
tion sur la base du coéne, on voit que leur somme est égale a la
base du cone : =r*. Nous avons dit que la deuxicme partie se
compose de la surface latérale des disques. Chaque élément cylin-

drique AA’ ¢d de cette surlace se rapporte a I'élément correspon-
: i . , . am PA.AC
dant de T'aire du trone AA’BB’, comme les produits —————=

2. Ol AB

(OT étant la demi-somme des rayous du tronc); le rapport entre la
surface latérale des disques et la surface latérale du trone de cone
sera compris entre la plus grande et la plus pctite valeur du rap-

AP. AC

TR lorsque les disques s’amincissent infiniment, ce
AL

por t
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AC L g .
rapport tend vers la valeur N A et 1a surface latérale des dis-
£ [4

. . l . . .
(ues aura pour limite =ra — == La surface latérale de la

figure (ui tend vers le cone sera wri-- wr?==r(r-7i) tandis
que la surface latérale du cone est =ra (*). Conformément a notre

calcul, nous pouvons voir que la surface que "

nous obtenons, si nous considérons les dis-
ques extérieurs a la méme limite et que cctte
surface est indépendante de la loi d’apres
laquelle les disques s’amineissent, La corré-

lation entre I’espace et le nombre, entre la N Xﬁ )

position et la dimension doit étre congue sous

I

B
un rapport tout nouveau, nous devons done
concevoir d'une facon différente I'intuition / \
et la déduction, ce que nous voyons et ce qui

existe. Il nous faut séparer les opérations Fig. 1.

d’avec les nombres, les opérations d’avec les

figures. Faire varier un nombre vers sa limite, ¢’est une opéra-
tion ; faire varier une figure vers sa limite c’est encore une opé-
ration, mais nous avons vu que si deux figures tendent vers une
méme limite comme figures, il n'en est pas de méme de leurs
aires qui sont des nombres. Etudier une corrélation entre la
variation des figures et la variation des fonctions serait une inté-
ressante question. On pourra, par exemple, concevoir une
nouvelle science différentielle etintégrale par des opérations pure-
ment géométriques ; différencier serait faire une sorte de défor-
mation, intégrer, établir une sorte de mouvement. Beaucoup de
théoremes et de théories auront sans doute des corrélatifs trés
intéressants si nous passons du nombre a I’espace, si nous rem-
placons le terme de valeur par celui de position, fonction par
figure, égal par superposable, identité par coincidence ; le seul

(Y} On pourra calculer la somme des surfaces latérales des disques de
cette facon :

Supposons les disques de hauteurs égales, et soit s le rayon du disque
qui vient immdédiatement aprés le sommet. Le pme disque aura un rayon nse,

. n.nia . .
nous cherchons la somme : Sormnsh = omsh ——= . Or, hn = ict (n41)s=r.

9

R

Donc, cette somme est /.
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terme équivalence reste de plus dans la richesse de la conception
géométrique.

I1 faut faire attention a la valeur des notions, distinguer la lon-
gueur et laligne, Vaire et la surface et vice-versa. Ne dit-on pas”
Aire plane et surfaces coniques. Et relativement au volume ? Le
volume est le lieu qu'occupe un corps dans U'espace. Si le corps
se meut 1l n’a plus le méme volume, parce qu’il n’occupe plus le
méme lien dans l'espace. C'est la qu’est le défaut parce que
nous n’avons ¢qu unc seule notion pour la figure et pour la mesure.

Nous avons vu dans exemple cité plus haut qu’il est possible
que la figure ait une limite et que son aire n’en ait pas. Prenons
un exemple dans lequel aire a une limite sans que la figure en
ait. Nous savons que chaque grandeur, qui croit en restant infé-
ricure a une grandeur donnée, a une limite. Traduisons cela en
géométrie,

Considérons unc figure S et une surface intérieure . Suppo-
sons que la partic intéricure X est variable et qu’elle croit en res-
tant comprise danslafigure S, il est évident que son aire auraune
limite inférieure al’aire S; mais la figure X aura-
t-clle une limite ! Elle en aura une, mais seule-
ment lorsque : lim aire ¥ = aire S; et si lim
¥ —=5"<S alors nous pouvons imaginer dans
I'intérieur de la figure S une infinité de figures
d'aire S et par suite lafigure £ n’admet pas de
Fig. ». limite, tandis que son aire en a une. La propo-

sition suivante : Chaque grandeur qui croit en
restant inféricure a une grandeur donnée a une limite, se traduira
ainsi en géométrie : Chaque figure qui croit en restant comprise
dans une figure donnée a une limite. Nous voyons que le théo-
réeme n’est plus vrai pour les grandeurs géométriques.

Nous allons en voir la cause. Clest peut-étre parce que les figu-
res en question ont deux dimensions tandis que laire n’en
qu'une. Remarquons alors qu’on peut imaginer dans une ligne
AB une infinité des segments de méme longueur. Donc ¢’est la.
position, la cause. lLorsque nous établissons une corrélation, il
faut nous arréter et établir une convention sur les notions. Que
doit-on comprendre en géométrie par plus grand et plus petit?
Cect : La figure \ cst plus petite que la figure B, lorsqu’elle est
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comprise dans la figure B, mais non lorsqu’elle peut y étre com-
prise; il en est du reste ainsi avec les nombres. N'est-il pas vrai
(que 2 est trois fois dans 6? Mais lorsqu’il s’agit de figures,
c’est-a-dire des régions de l'espace, les
ﬁgures sont, des grandeurs qui ont dans
leur nature constitutive I'espace, la posi-
tion. Pouvons nous dire que la figure B
contient la figure A, lorsqu’elle ne contient
pas tous les points de A 2 En algébre on
ne [ait pas nécessairement distinction entre Fig. 3.
contenir et pouvoir contenir; en géométrie

pouvoir contenir est une question de forme el contenir une ques-
tion de position, et alors nous dirons qu’une figure est plus grande
(qu’une autre lorsqu’elle la contient,

Demandons-nous maintenant ce que signifie pour une figure
croitre et décroitre. Unefigure croitlorsqu’elle gagne dans I'éten-
due sans rien perdre du terrain gagné s’il en est ainsi, il est aisé
de démontrer notre théoreme et par conséquent le théoreme sui-
vant : « Chaque grandeur, qui croit en restant inférieure a une
grandeur donnée, a une limite » est générale. — Considérons main-
tenant une autre proposition : Un ensemble limité et contigu,
qui contient une infinité de points, admet au moins un point
limite. Le théoréme est vrai que 'ensemble soit un intervalle nu- -
mérique ou une figure.

Demandons-nous ce qui arrive lorsque au lieu de points, il

s'agit de figures. Une figure qui contient une
infinité de figures n’admet en général aucune

- v ligure limite, En  effet, considérons une
a figuve S qui contient une infinité de figures X,

lormées d'apres une loi queleonque. Suppo-

sons qu’il existe un point O intérieur dans

toutes ces ﬁgm'es. De ce point O, menons un

Fig. 1. rayon visuel OV, il sera intercepté par les

figures ¥ aux points @, a, ...0, et sur uninter-

valle fini et continu. Par suite les points =, «, ...a, admettront
au moins un point limite a.

~ Si nous faisons tourner le rayon OV il sera intercepté¢ de tous

les points limites. Considérons 'ensemble formé par ces points;;
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nous ne pouvons pas affirmer qu’il forme une courbe continue, ct
méme s’il en était ainsi, nous ne pouvons dire que leur ensem-
ble est une figure de la famille ¥, il pourrait étre par exemple
un de leurs enveloppes et par suite nous ne pouvons pas dire que
I'infinité des figures ¥ admet une figure limite.

Considérons maintenant que l'infinité des figures X est I'en-
semble des figures que prend une figure variable. Que signifie
une figure variable ? Une figure qui croit et décroit. Fixons les
idées pour un moment; supposons que la figure croit seulec-
ment et s1 nous nous souvenons de la définition donnée
sur la croissance et la décroissance, alors dans la direction
d'un rayon visuel, les points o, @, ... seront dans le méme
ordre et admettront un point limite a qui sera de la derniere
figure, par suite 1ls formeront un ensemble continu « la derniere
igure » et parce que tous les points limites
forment une figure de la famille considérée ;
alors cette figure qui croit admet une figure
limite. Nous avons aflirmé plus haut qu’il
était aisé de démontrer ce théoréme, et nous

\

fea e

I’avons démontré maintenant. Il en arrive de
méme lorsque la figure décroit, c’est-a-dire
lorsqu’elle occupe successivement des posi-
tions comprises dans les précédentes. Mais qu’arrive-t-il lorsque
nous ne précisons pas le sens de la variation d’une figure ? Par
exemple, la figure A, avait crit et est devenue la figure B; puis
apres la figure B a décru et est devenue la figure C. Qu’a fait la
figure A depuis A jusqu'a C? Elle a varié. Mais a-t-elle crit ou
décrti ? Conformément a la définition donnée elle n’a cri ni
déera, et malgré tout elle a varié, car si elle restait constante
les figures A et C seraient identiques. Done, par quelle sorte de
variation passons-nous de A a C? Ni croissant, ni décroissant
seulement, mais croissant et décroissant a la fois. Nous sentons
donc la nécessité d’envisager des grandeurs géométriques d'une
variation d’une nature nouvelle, et ¢’est bien naturel, puisque les
grandeurs géométriqies ne sont pas de la méme nature que
celles arithmétiques, les premiéres contiennent dans leur cons-
titution l'espace. Eh bien done, dans quel cas pourrons-nous

»appliquer les vérités sur la variation des nombres a la variation
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des figures ? Sculement lorsque les fignres varient de telle facon
que deux figures différentes puissent éire comparées a deux
nombres différents. C’est donc qu'il reste a chercher beaucoup
de vérités propres sur la variation générale des figures différente
de celle des nombres.

C. Porovicr (Turno-Severin, Roumanie)

SUR
QUELQUES SOMMATIONS QUE I’ON RENCONTRE
EN MECANIQUE

1. — Au nombre des notions fondamentales sur lesquelles
repose la Mécanique rationnelle, se troavent cclles de point
matériel et de masse d un point. D’apres les 1dées qui sont gé-
néralement adoptées aujourd’hui, la masse d’un point est un
nombre (*). 51 l'on considere un systeme de r poinis on appelle

n
masse du systéme la somme des masses des 2 points : M = Xm,.
. 1

Mais si I'on considére un systeme comprenant une infinité de
points, comme c’est le cas général en Mécanique, la somme des
masses de ces points contient une infinité de termes positifs, et
I'on ne voit pas & priori, que 'on puisse attribuer un sens a unc
telle somme. Il est nécessaire d’introduire de nouvelles hypo-
theses. Des remarques analogues se rapportent aux expressions

2

, dx ; dx d
S —2 e, 2 s e 5 LY Yo g R 1 se
Xmzx, Ym 77 2 s Sm |y — 5 =), Tme®, Tt qui s

rencontrent dans 'application des théorémes fondamentaux de
la Mécanique. Au point de vue de I'enseignement, il peut y avoir
intérét a préciser les hypotheses qui permettront d'introduire
ces diverses sommes dans le calcul et, pour le cas des corps con-

{') Voir ArpeLL, Cours de mécanique é lusage des candidats d U'Ecole centiale.
Paris, 19or, — et Broxpror, Nolions de mécaniqgue i Clusage des ¢léves de
physique, autographié, Nancy, 18¢96.
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