
Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique

Herausgeber: Commission Internationale de l'Enseignement Mathématique

Band: 5 (1903)

Heft: 1: L'ENSEIGNEMENT MATHÉMATIQUE

Artikel: ÉQUIVALENCE DU MOUVEMENT D'UN PLAN INVARIABLE $\Sigma$
PASSANT D'UNE POSITION DONNÉE $\Sigma_1$ A UNE AUTRE
POSITION DONNÉE $\Sigma_2$.

Autor: Kraft, Ferdinand

Kapitel: I. — Relations générales entre les déplacements des points d'un
système invariable arbitraire.

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-6623

Nutzungsbedingungen
Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich für deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veröffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanälen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation
L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En règle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
qu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use
The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 20.02.2026

ETH-Bibliothek Zürich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch

https://doi.org/10.5169/seals-6623
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en


ÉQUIVALENCE DU MOUVEMENT

D'UN PLAN INVARIABLE S PASSANT D UNE POSITION DONNÉE S,

A UNE AUTRE POSITION DONNÉE S2.

1. — Relations générales entre les déplacements des points d'un
système invariable arbitraire.

$ i. — Les déplacements de trois on d'un plus grand nombre
de points d'une ligne droite <j qui, d'une manière quelconque,
passe d'une position cq à une position cr2 ne sont pas indépendants

; nous allons montrer qu'il y a une relation entre eux. Il
existe entre les déplacements des points d'un système S à trois
dimensions quand il est transporté d'une manière quelconque
d'une position S, à une autre position quelconque 2.,, des rela-

ut tions semblables valables de manière

générale et que nous développerons
d'abord.

Soient A, B? C et U quatre points
d'un système invariable de l'espace
formant les sommets d'une pyramide
arbitraire, de sorte que A, B, C, U ;

A1? B1,C1,U1 et A2, B2, C2. U2 sont les

pyramides congruentes homologues de
V V et v

Nous posons (fig. i).

A B
l oclf A1C1 =z pA> BiC1 Yi, W çL, BiU1 Ï)jl, C1U1 — 01?

AV=aif X~ûû VA W=lr bâL=Yo> cÂ=°2'
AXA2 oA, BaB2 o2, CjC2 o3, U

x L, 0.

Comme et S2 sont des systèmes congruents, le produitinté-
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rieur cle deux vecteurs de Si est égal au produit intérieur des

vecteurs homologues de S2.

Donc, on peut écrire

ailPi ailPîï
mais nous avons

a.) — a.L-]~ — o, — oL,

®2 ßi ^1 + °3 — °i'

et aussi avec cela

ai I (ßs — %) (ai "h 5a) I ß2>

c'est-à-dire

«x| Ö(3 —j— ^2 1 °a —"

OU

ai I (°3 °i) ~f~ ßä 1 (°2 °l) ~ °>

ou enfin

a! I °3 ~4~ lj2 I °2 (ai + ß*) l °1 •

De même nous trouvons

I H- ßl I Cjcf-

"H I + ßj I °2 (a2 + ßl) | Ol»

De plus on a la relation

?i I Ti ^ ?21Y2 ;

mais nous avons

Tl — Y2 °T Y2 ^3 "f" 02) £j_ -|- 0; ~ £j_ -|- o — ox

de sorte que

c'est-à-dire

ou

ou enfin

ïi I (Y2 — §t) (lj + 0;) I Y2»

ïi I 3Ï + Y2 I ^ O,

?1 I (°3 02) -f~ Y2 I ^
1 — O

I °3 4~ Ys 1 o Si 1 o2 +Yi 1 V
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De manière semblable s'obtiennent les relations

Til05+S2|ör=o,
Yi | 0 + --2

I ^3 fl 1A+ 1 ^2 Î

Px 1

~-i
I Qi — °j

Pil S+Ç2|Ô3=pjlIÔ2_-+-Ç2I ai;
aA | oo + 02 | o® zz o,

ai 1 0 + I ^2 — ai 1 ^3 + Û2 ] Ô±.

En outre, pour les vecteurs du système on a les relations

(*i + a2) I 0« (ßl + ß2) 1 O,

et aussi par suite

(20Ct +0K) [ 0K ZZ o, (2ßi + %) 1 0 ji — O,..

OU

2CC| 1 Qa —}— 0a~ HZ O, -^ßl 1 + ^,3- — O) • • *

Multiplions la première de ces équations par o.!, la seconde

par ca?, il vient

2 (CLL I Gry.) ofi + OcHOïÏ O, 2 (ßi | 83) Ôa^-j- 0a41pff ZZ O,

et en combinant ces relations par addition et soustraction, on
obtient les importantes relations

(a, 1 oa) 8<£+(fc I 8?) + *«!qs! O,

(«! | 0«) 0?! — (ßi I 0?) 0a!=O.

On voit d'après cela que les déplacements de quatre points
quelconques et plus du système S dépendent l'un de l'autre.

§ ir. — Si les déplacements des points A, B, C et U du système
S sont infiniment petits, il résulte des formules du § i, si nous

négligeons les grandeurs infiniment petites d'ordre supérieur
devant celles d'ordre moindre,

ai 1 dß *4* pi | <Ya zz o,

ai I dp.j + [ydp,, zz (aA -f- pi) 1 dpt, aj | v3 + ßA | r2 (aA -f- ßA) | ri ;

n I dv + Yi | =zz o,

£i I dp3 + Yi I dp 4 | dp2 + Yi I dpi, I ^3 + Yi | r î + Yi I vi >

Pi I dp -f t1a I dp$ zz fq I dp2 + rn \ dpL, ß, | v + % | v2 zz fq | v2 + ra | vL ;

aA I dp + 0A 1 dp2 zz Ä1 I dp3 + 0A I ^pj, 4 | v + 0A | v2 zz aA \v$ + 0A | vt.
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Les relations ainsi développées, qui peuvent facilement se

traduire en langage ordinaire, sont évidemment encore valables,
si les quatre points sont situés dans un plan.

II. — Le plan ou champ des points.

| 2. — Soient ki — 0 B4 0 + p2, C4 0 + p3, trois
points situés non en ligne droite dans le même plan et soit
U1 0 + p un point arbitraire du même plan. Avec le point 0
comme pôle de coordonnées, l'équation du radius vector de ce

plan est
p 7?ipi -f- 7zp2 pp3, m -f- n -f-p — i,

ou aussi

P Pi+« (?2 ?l)+Pl),

et si nous posons
(P2 — Pi) *i> (Ps — Pi) ßn

cette équation devient

P — Pi + n*i + p?>i -

Soit maintenant d'une manière quelconque le plan S transporté
de la position pour laquelle nous avons écrit l'équation, à la
position S2.

Si le plan I1 est transporté de la position à la position S2 ses

points A, B, C et U subissent les déplacements A1A2 — op B4B2
CjC2 8, et U4U2 — o, de sorte que avec U2 0*+ à

pour le plan S2 il vient la relation

<1= p + 8 m (p1 + oi)+«(p2 + o2) +p (p3 + 83)

=zmp1 + /ip2+i?p3+m^i + ^S2 + po3,

ou, avec m -f- n -f-p — 1,

^~Pi + Oi+w 1 (o2—p4) + (o2 — ôj j +P I (p3—p,)-h(o3 — s±)

ou

à =p1 + »ai+jp{J1 H- Oj -f- 72 (o2 — 8,) 4-/>(o3 —o4),

ou

Pi + °i + n + Or,) +p (ßi-f- 03
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