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L'ALGÈBRE DU CALCUL

Depuis son origine, il y a plus de deux siècles, on a cherché
;i donner au Calcul infinitésimal une base purement arithmétique.
Avant d'exposer une méthode des plus simples pour atteindre ce

but, sans limites ni infinitésimales, nous allons démontrer que la
méthode en vogue est non seulement incommode mais erronée, en

tant qu'elle repose sur la contradiction dont on s'est servi pour
établir la loi de la dérivation partielle, loi d'autant plus
fondamentale qu'elle contient celles de l'addition et la multiplication
des dérivées comme cas particuliers : ce que l'on n'a pas même

remarqué.
Si par exemple u — f(y9u>) où v — sinx u> ex, on obtient

en regardant la première comme variable, la seconde

comme constante : ce qui est impossible, à moins que x ne soit en
même temps variable et constant...

Nous ne tarderons pas à préciser en le généralisant le vrai
procédé de la dérivation partielle, déguisé sous cette sophistique
puérile, en posant cette notation et ces définitions préalables.

il est entendu que a b — dy en distinguant toujours une fraction

d un quotient, ainsi :

i. Par
a c

b ~ d

X -j- X IX
I + I

2. Par
a — uv, u uvm u ~ uVx, ctc,



M S w. REN TO N

on entend u est lonetion de v, u est fonction de e et de ir, a est
lonetion de e, qui est fonction de x, etc.

o. So it
al ?L • W1 ~T' %

> A • • + • -f- an %i ' ton ^ I
jMj + f/_> -}•- -f- SP if (*/'.

1

et nommons cette série ou son équivalent symbolique u (dont le

module, ï, indique que les /? termes y sont compris) un

résultant.
Si il =j) -j- f/, et si Ton supprime les termes d'ordre q, de sorir

(pie l'on ait
(0

lii + U> + • + II» « [d

où le module i zxz p : n, le résultant se dit partiel par rapport
au premier.

Ainsi l'oit a en général
M

Il| -f- • -j- il'iM lL (<

en posant
+ ^ p/

V + 7

où /// est un entier a déterminer. Le cas où m > i et par eonsé-
< pie ni qo'n~l--=o est analogue à celui d'un déterminant (qui n'est

qu'une espèce de résultant) où l'on multiplie des termes par des

éléments-zéro.

4. Toute autre série, ayant même nombre de termes,

Lu -J- ,u -f- -j- nM" a (<r
M

se nomme, ainsi que la première, un eo-rèsultanl.

5. Si tout tenue de la série est fonction
résultant en j\ en 1 écrivant ainsi

x
ftfi + lir-> + • • • + l/ <nx ^
p/r + -f + nX//,, W.,.

I

de .r, 011 la nomme

m
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où le module se conforme à la lettre de la sous-fonction; et tout
résultant se dit homonyme ou hètèronyme selon que la fonction
et la sous-fonction sont identiquesöu non, en entendant d'ailleurs

(jue tout produit d'un résultant homonyme ou hétéronyme se dit
aussi homonyme ou hétéronyme.

tx Si en particulier pour toute valeur de x
x
II.,: ___ Il

(f.r X
X

où h est fonction de x9 on nomme le résultant co-resultant-de u

par rapport à x. Et il est évident que si par exemple a ~ inr et l'on
peut trouver des co-résultants de u par rapport a r, et de e par
rapport à x, on en aura aussi trouvé de u par rapport à x, ainsi

V X x
Il u r lie S'x _ u.r

x x 11$ *'.v W/ji u.r
v x x

7• Definition. — Si u iiVj., co,.. ,7,, où n est fonction immédiate

de n, m., et v, n\. sont des fonctions immédiates de x, et

u u v u u- u 3

x r x <r x
*

3 x
v x w x z x
Uj^ \'x ?/,„ uz z.r
u,- yM U,.t H\r

*

,fz Zr
V X W X Z X
V X Yv X

'
Z X 1

Uc i'w ?/,„ H',r -4- -j— 7/. -7. f/r
uV y.i: -f- u,., M'.r —|— -4_ // }.
N" X W X Z X 1'

«:l si aans tout module M P+p" on suppose « le nombre des
P ~r <{

1 1 '
lermes homonymes, le nombre des sous-fonctions immédiates
d îme fonction donnée/de sorte que

Vi AV 1 Z t
U >; 4- U „ <<'.7? —}~ -f- llz Z-x Ux

tlr Vx + -4- U~ Zr U r ' ^Vi AV ] Z
"

1
"

i

les eo-résultants à droite se nomment respectivement dérivée
et ledérivant de u par rapport à .r, et en même temps tout résul-

Enseignement niait).
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tarit particulier dont ils se composent se nomme Ici dérivée ou le

dérivant (total ou partiel selon le cas) de sa fonction respective

par rapport à sa sous-fonction,

8. De la formule (g) toutes les règles ordinaires de la dérivation
se déduisent au premier coup d'œil ; et il est à remarquer que
quelles que soient les valeurs de e, te, etc., on a toujours

Y.i -f W.i + +Z.i i (h)

c'est-à-dire le résultant des modules est le module du co-résul-

tant.

9. Ainsi pour u — ur^ ou min le nombre de sous-fonctions
immédiates de u, est l'unité, on a

1 1

u >j v.r

U-V *'./.
1 i

(A)

d'où, en posant uz=.~vy

il 1

Uu Ux — Ux, Uu rx— Ux
i 1 1

1

et par conséquent nu uu i, etc.

De même pour u uv mu — m^=- 1, et l'on a

111 1

u y co uv wm: ivx Ux

y co .x Uv y,,- uxi\\ i

et ainsi de suite.

10. Pour u=u,Jr7 u1., inu—-2, et l'on a

(i) 1 (i) 1 1

Uv ¥x + U(l) IV,r Ux

d'où en posant co ,r.

iiv y^ —j— UM y'x u,
0) ] (1) i 1

(t) 1 (1) I

u C \'x ~f~ UX ;:r- Ucç

(B)

1 1

et, pour rx — oyA\, —
fe u)
11X 1 11 •
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i. Pour it r -f- w, on a

U V U IV

,r v x (V «r

î i
V W Vx V ~"i~~

Vx «' X
i 1

Wx + W l\'x Itx V -f-Ii 1 1

(C)

en divisant le dénominateur par v -|- w au lieu de multiplier le

numérateur, pour ne pas être en contravention avec la définition
du § puisque le produit de deux binômes est quadrinôme tandis

que leur quotient est binôme. Et puisque

i i i
IX z — Vx -p wx,111111uv vv -f- cfy, Mu -f- «'M

(i) i i (i) i i
uv — vv -f- d'y o, Uu ~ rw o -f- &

en multipliant tout terme hètèronyme par o2 b Par conséquent

— et
_i_ _L
2*1 2 1 1 1

UvVx "f" — vx "f" H'x

ce qu'il faut constater. De même pour le dérivant. Et en général

» 1 H 1 1 1

"A'x + •
-, + UzZx __ Vr + ..+Zx

uA'x ~j~ • • + uzzx V zil il — % TT • ~i zx
U i U

i2. Pour u vw on a

U V II W

V X W X
1 1

VW Vx SHV H'x

V Vx 'V 11',/.

1 1

1 1 1 1

\V\'X -f- V'(Vr llr V' X »»'

Vx + «'x (lt V >< iv111 1

(0)



3V2 W. RENTON

IVi en généraln

n 1 a t 1

l/yi'j; + + W-Sj; U'. ZVx -J- ~j~ V' • • J-
4" • • 4" u - zj: s'X +••+"«'

1 t /I 1 1

i3. Pour u — v : w on a

t 1

Vjt : u' mm- vu',,? :

D'où deux corollaires importants.

a. La dérivée Lune constante est nulle.
Ainsi

w

i
VV

i 1 i 1

n ~ i 4- i 4~ • • '• 4- 1 — o 4" ° 4* • • ~b ° — ,l()

72 iDe même m —/no, et n : m ~ o. Donc c — c.o. O.K.D.
m

(j. Le quotient de deux fonctions évanouissantes est le quotient
de leurs dérivées. Puisqu'une constante a la même valeur pendant
deux instants consécutifs, et qu'il est impossible de changer de

signe en 'moins de deux instants, toute {onction qui change de

signe en passant par zéro est constante: et comme le quotient de

deux constantes est constant, —est constant, en écrivant ainsi
• V'

la fraction pour la distinguer de v : m, dont la valeur est i énércile.
Pu égalant et diflerentiant ces deux expresions on a

i t
e vu'

u>
' W-

d ou
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et

Q. E. D.

14. En appliquant ces règles aux fonctions fondamentales wnr

ax, etc, on a

Ainsi

*rl *rl **n-
1

___ __ ^

XaX'b

X X X

nxn~i (a -j- b) xa + b — ' xhaxa 1 -f- xqbxb 1

7i a b a + ^

a^A u c

X-A Ur
1

ni A —loga, et .rA Ae —Ue. Ainsi

n 1 -(- Ax -f- A2 -7 h • •

: o + À + A-x -f- — axA.
1

siïl.T COS X U.r

.rcot.r uc

Ainsi
r-! X°

SIll.X ZZZX -j —3: al

X*

(»)

(p)

(Y)

'Vjr; 1

,[ + 4:

Et ainsi de suite.

i5. Pour la dérivation successive on emploie le module n ou

[n], selon que l'opération est totale ou partielle. Ainsi

2 2 12 1

«rx Uxv — uvvxr.0

(2) (il
livv~ llXl.
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On démontre la première ^égalité en différentiaut les identités

i • r i î î Î

uv — «,r.r0 //.y riz U0VX

la première par rapport à x, la seconde par rapport à e, ce.qui
donne

2 2 1 2 1 12 1

ltc£ ~ UcA'.r UjïXc UxXvS'x

2 2 1
;

2 1 ill
H.rc Uxl'c — KNx + UCVXX0

d'où
12 1 12 1

iij-XN.e + u>NjJ('u r= o.

16. Pour Vintégration successive, opération qui ne paraît pas
reconnue dans les mathématiques, on emploie le module n, eu

pommant toute fonction ?'intégrale de sa dérivée ou Vintégrant de

soil dérivant par rapport à une sous-fonction quelconque; c'est-

à-dire u=u — u. Ainsi dans ce que l'on; peut nommer le déve-
î—i

loppement intégro-différentiel ou intèrentiel

0
'

0 1 — 1 2 —2

Il an UxN'v. —h UxX0 —j— UxM'y H- • •

on n'a qu'à mettre w i pour avoir

•12 v,2

Uj; -f ü —Kllx -f" llxV -j- Ux -j-

le soi-disant théorème de Taylor. De même on a

u ~ uw -j- uw -j-. inv -(-
00 1-1 2-2.

ly. Deux fonctions v, o se nomment paronymes si l'on a
1 1

v= o). Ainsi x2 : %=x ex.
: ',i ;

1 i • l '

18. Quant à la notation que nous avons ébauchée, elle se rattache

évidemment à celle dp Newton, d'ailleurs vague et
défectueuse, à laquelle nous avons cherché à donner une base rationnelle,

en regardant la dérivée, tout simplement comme la
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somme des numérateurs ddcn nombre convenu de fractions égales,
idée aussi étrangère en elle-même à l'algorithme de Newton

qu'au du : dx de Leibniz, qui n'a aucun sens, et que l'on ne

rend intelligible qu'en le transformant en du : x, ou d, coefficient

algébrique, est le dérivant de la fonction, comme nous

venons de le définir. Ainsi
1 u
Ux ~ UX

1 X

puisque toute tangente (pour ^nous rappeler l'origine géométrique

de ce genre de calcul) n'est que le quotient u : m multiplié
par un tenseur arithmétique qui dépend de la forme de u. Et
c'est au moyen de cette fonction auxiliaire, dont le logarithme
bien entendu n'est qu'un cas particulier, que l'on parvient à

établir les règles du Calcul, et à remplacer par un mécanisme
simple et symétrique un pêle-mêle de procédés artificiels dont
l'empirisme et la sophistique font le scandale de la science. En
effet comme l'addition mène à l idée de la multiplication, et
celle-ci à l'idée du logarithme, ainsi

0d -}— ja -j- -J- na ~ na

a0 X al X X an an

d'où /ifesofl, a0 a°, on n'a qu'à généraliser le logarithme pour
arriver à l'idée du dérivant, qui à son tour mène à celle de la
dérivée.

W. Renton (Newcaste, Angleterre).
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