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THEORIE DES PARALLELES EUCLIDIENNES

Pour éviter des répétitions il sera entendu dans ce qui va
suivre (ue nous raisonnons sur un méme plan.

Si une droite CD (hg. 1) s’éloigne d’une droite AB — c’est-a-
dire st les pcrpcﬁdiculuircs MP, M P ... abaissées des points de
0 CD sur AB vont en croissant

—clle continuera a s’en ¢éloi-

M, gner dans le méme sens, et a
M s'en rapprocher dans le sens

C contraire, tant qu'elle n’at-
teindra pas AB. Rencontrera-

t-elle AB dans le sens ou elle

& P 3 B~ s’en rapproche ! Ce n’est pas

Fig. 1. évident a priort, car quand

on se pose cette question, le

cas des asymptotes sc présente anssitot a l’esprit. Nous v 1’ép0n—

drons plus loin, n’ayant pas besoin d’élucider ce point pour

établir lathéorie qui fait Pobjet de ce travail, et ¢’est précisément
en cela qu’elle est intéressante.

Nous retenons seulement le fait de la constance de lclolone-
ment ou du rapprochement qul, d'apres le concept que nous
avons de la ligne droite, ne peut pas ne pas s'imposer a I'esprit,
Il est d’ailleurs susceptible de pouvoir é&tre vérifi¢c par unc
expérimentation directe.

Nous pouvons donc en faire un axiome ou postulat au méme
titre que les autres axiomes ou postulats de la ligne droite dont
on ne saurait séricusement contester qu'il n’aient leur origine
dans I'observation ou I'expérience.

Cetle origine nous échappe par suite de Uhabitude, les proprié-
tés de la ligne droite ayant été épurées depuis longlemps, et

d
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étant devenues des données d’intuition. Mais une analyse un peu
profonde ne permet pas de la méconnaitre.

Or en n’admettant que les propriétés de la ligne droite consi-
dérée en elle-méme, on ne définit pas completement cette ligne.
Il faut y ajouter une propriété du méme ordre concernant sa ma-
niere d’'étre par rapport a une autre droite, propriété qui mne
peut se déduire des premieres, comme c¢’est établi aujourd’hut,
que nous savons certaine dans le monde extérieur accessible a nos
observations et sans laquelle le développement logique de la gcéo-
métrie ordinaire est impossible. Seulement on doit chercher une
facon de présenter cette propriété qui entraine immédiatement
notre adhésion, et ce n'est le cas, ni de la forme donnée par
Euclide dans son postulat V, ni de celle qui lui a été subs-
tituée.

La forme suivante 1‘ép0nd a ce but.

Axiome. — §i deux droites se rapprochent dans un sens, elles
s’éloignent constamment dans le sens coniraire, et inversement
(tant qu’elles ne se coupent pas).

Ainsi énoncé, cet axiome s'impose 1mmédiatement & nous
comme vrai. Nous ne pouvons concevoir, en cffet, sans faire vio-
lence a notre esprit, que deux droites se rapprochent apres
s’étre ¢loignées, ni qu’elles s’éloignent apres s’¢tre rapprochées,

Définition. — Une droite est dite paralléle 2 une aulve quand
tous ses points sont a la méme distance de cette autre. .

Tutortne [. — Deux droites perpendiculaires a une troisieme
sont paralleles une a Uautre. ,

Soient deux droites AB, CD perpendiculaires a une troisieme
EF (fig. 2). En faisant tourner le demi-plan (R) autour de E F
pour appliquer sur le demi-plan (S), HB viendra sur ITA et KD
sur KC. Si done les droites AB, CD se rapprochaient ou s’¢loi-
gnatent dans la région (R), elles se rapprocheraient ou s'¢loigne-
ratent dans la région (S), ce qui est contraire d Paxiome posé plus
haut. Les perpendiculaires abaissées par exemple de CD sur AB
sont égales. Mais on peut remarquer que ces perpendiculaires
sont aussi perpendiculaires 4 CD. Soit en ellfet une perpendicu-
laire MP abaissée d’un point quelconque M de CD sur AB, on a
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MP = KH. Joignons MH et PK. Les deux triangles PHK, HMP
sont égaux comme ayant un angle droit égal compris entre cotés

égaux, d’ou PK = MII. Par suite les deux triangles HKM, PMK

S

A H ' P B

ont leurs trois coOtés égaux et sont égaux. On en déduit

e
HKM = PMK. Le premier étant droit, il en est de méme du
second. Les distances de chacune des deux droites AB, CD a
Pautre sont done les mémes.

Ainsi se trouve nettement établie 'existence de deux droites
paralleles.

Tutorime II. — Par un point pris a Uextérieur d une droite,
on peut mener une paralléle a cette droite, et onne peut en mener
qu'une.

Soient la droite AB et le point C (ﬁg. 3). Menons CD perpen-

H
C M

E S — x F

C—)

Fig. 3.
diculaire a AB, et EF perpendiculaire a CD au point C. La droite
EI' sera parallele a AB, d’apres le théoreme I, et c’est la
seule.
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Considérons en effet une autre droite HK passant par le point C
et faisant avec EF un angle aussi petit qu’on le veut. Une partie
de cette droite fera avec CD un angle aigu, soit CK cette partie.
Abaissons d’un point M de CK la perpendiculaire MP sur AB, et
désignons par My le point ol MP prolongé rencontre EF. On a
MP <M P, et comme M, P = CD, il s’ensuit MP << CD. Donc HK
n’est pas parallele a AB. '

Corollaire. — Quand deux droites sont paralléles, toute droite
perpencliculaz‘re a lune est perpendiaulaire a lautre.

Tutorkme II1. — Deux droites AB, CD paralléles ¢ une troi-
sieme sont paralléles entre elles.

On démontrera facilement que AB et CD sont perpendiculaires
a une méme droite.

Les autres théoremes dérivant des paralleles : égalité des
angles alternes-internes, somme des angles d’un triangle, ete., se
démontreront comme d’habitude ; mais on pourra les démontrer
de la maniere suivante.

Soient deux paralleles AB et CD et la sécante EF (fig. 4).
Menons KR perpendiculaire sur AB et IIP perpendiculaire a CD.

/F
C p K/ e
A 'H R B
E
Fig. 4.

Les deux triangles rectangles HKP, HRK sont égaux, car HP =

| R
KR. Donc KHR = HKP.

En remarquant que la figure HRKP a quatre angles droits et
que la somme des angles du triangle HPK égale la somme des
angles du triangle IHHRK, on voit que la somme des angles d’un
triangle rectangle égale deux angles droits.
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Pour démontrer quil en est de méme de la somme des angles
d’un triangle quelconque, il suffira de mener une hauteur
(ui soit située a l'intérieur du triangle, ce qui est Loujours pos-
sible.

Nous ajouterons pour compléter cette théorie que deuxr droites
paralleles ne se rencontrent pas, ce qui découle de définition
méme, et que dewx droites qui ne sont pas paralléles se ren-
contrent.

On pourra trouver diverses démonstrations de cette derniere
proposition.

n voiel une :

Soit la droite CD non parallele a AB. Menons d’un point M de
CD la perpendiculaire MP 2 AB, et la parallele EF a AB passant
par M.

La droite CD forme avee MP deux angles 1négaux dont 1'un

\.
atgu et Vautre obtus (fig. 5. Supposons que PMD soit Pangle

C

NN
P P,

A B B

Fig. 5.

aigu. Prenons sur AB, a partir de P dans lesens AB, PP, = MP,

. 2
PP, = MP ... et désignons par x, z,... x, les angles PP M,

/\\ ) . )/‘ g )/\—‘
P,P,M... égaux respectivement aux angles P MF, P MF... comme

alternes-internes.

On a
I pdr v — X, ydr I 1dr . — 1dr
L7 g 2727 g T 92 7T T 93 T an t

. , i

Il sera done possible, en appelant « 'angle DMF, de trouver ’
un angle x,, tel que l'on ait x, < a. %
L.a sécante correspondante MS fera avec ML un angle plus
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petit que o, et sera des lors comprise entre MD et MF. Comme
elle rencontre AB, MD rencontrera aussi nécessairement AB.

Pour rester logique on devra définir une parallele a un plan :
une droite quireste & la méme distance du plan.

De méme, un plan sera dit parallele a un autre s1 tous ses
pomts sont 2 la méme distance de cet autre.

Ces définitions venant a la suite des théoremes sur les droites
et plans perpendiculaires, on démontrera facilement qu'une droite
el un plan, ou que deux plans perpendiculaires a une méme
droite sont paralléles.

Cette théorie des paralleles nous parait beaucoup plus satisfai-
sante que la théorie classique actuelle.

Elle nous a été snggérée par la lecture de 'excellent livre de
M. de Freycinet : De lexpérience en géoméirie. Nous n’avons
fait que la développer et la préciser pour la rendre applicable a
I'enseignement.

1l importe de débarrasser les bases de la géométrie ordinaire
de la considération de la rencontre ou de la non-rencontre de
deux droites en présence du développement des géométries non-
cuclidiennes qui forment des systemes cohérents, logiquement
coordonnés, ol on n’a relevé aucune contradiction, par consé-
quent tres 1ntéressants au point de vue spéculatif, mais dans les-
quels, la correspondance entre les formes congues et les formes
réalisées est moins ‘grande que dans le systéeme euclidien, parce
quils négligent une donnée fondamentale d’expérience. )

La ligne droite, telle que la concoivent les néo-géometres n’est
plus celle du sens commun.

COMMOLET (Paris).
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