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EQUIVALENCE DU MOUVEMENT

D'UN PLAN INVARIABLE X PASSANT D'UNE POSITION DONNEE
A UNE AUTRE POSITION DONNEE x,.

1. — Relations génél'ales entre les déplacements des points d’ un
systeme invariable arbitraire.

[V 7es

1. — Les déplacements de trois ou d’un plus grand nombre
de points d’une ligne droite s qui, d'une manieére quelconque,
passe d’une position &, a une posilion 5, ne sont pas indépen-
dants; nous allons montrer qu’il y a une relation entre eux. Il
existe entre les déplacements des points d’'un systeme I a trois
dimensions quand il est transporté d’une maniere quelconque
d’une position ¥, & une autre position quelconque X,, des rela-
s, 11ons semblables valables de maniere
générale et que nous développerons
d'abord.

Sotent A, B, C et U quatre points
d'un systeme invariable de l’espace
formant les sommets d'une pyramide
arbitraire, de sorte que A, B, C, U;
A, B,C, U, et A,, B,, C,, U, sont les

Pio. 1. pyramides congruentes homologues de

X, X et X,

Comme ¥, et I, sont des systemes congruents, le produitinté-
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rieur de deux vecteurs de X, est égal au produit intérieur des
\} vecteurs homologues de X,.
i Done, on peut écrire
‘* ' % | B = | By
a .
i\ mais nous avons _
ay = o, Ou = %, =6, — 0,
By =B+ 8s =8y +3;,— 3,
3 et aussi avec cela
‘ : %] (By—8s) = (2, +84) | By,
| c¢’est-a-dire
g ‘ 2 |8+ £, ] 3. = o,
- ou
“1](83’—81)‘]“ le (82-81) = 0,
ou enfin
%y I 83“1"132 | 8, = (2, 48,)109,.
De méme nous trouvons
% | 0 4 5] Su = o,
%y | o34 @1182: (2, 4 By) l o).
! De plus on a la relation
gl lYiZ E-zle:
mails nous avons
11 =Yy =0y =7, — 93} &, &y =& +o:=& +05—3
de sorte que
vl (Y2 —8y) = (8§, 32)] Yas
¢’est-a-dire
-lla't'—J_Y’laE:Oa
ou
E1 I (83 - 82) “f“Ya I(8 _81) =0
ou enfin
Ex|83+Y218—_—El\az’Jr‘Yﬂlar
ed
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De maniere semblable s’obtiennent les relations

135 |3 = o,
Yilo+E 10 = 118+ & %;
S04 8 =o,
ALERALET AR RER
2 | 8o+ 0,3 =0,

2| 6 40y sy = oy o, 0,18,

[n outre, pour les vecteurs du systéme on a les relations

(2, + ) | S =0, (5 + Ba)|se=o0,...
et aussi par suite

(22, 4-34) | 0 =

o, (aE+3)8=o,..

ou

2%, | 8o - S,2 = o, 28, |¢s 4 c:2 = o,...

Multiplions la premiere de ces équations par ¢.2, la seconde

9

par o2, il vient

. ~ N 9 N9y . v N N9 NI BN}
2 (2] 0 02 020l =0,  2(31]0y) a4 0,201 =0,

et en combinant ces relations par addition et soustraction, on
obticnt les importantes relations

On voit d’apres cela que les déplacements de quatre points
quelconques et plus du systeme X dépendent 'un de 'autre.

§ 1'. — Siles déplacements des points A, B, C et U du systeme
¥ sont infiniment petits, il résulte des formules du § 1, si nous
négligeons les grandeurs infiniment petites d’ordre supérieur
devant celles d’ordre moindre,

a, | df + | da=o,

2y | dog - Bido, = (2 ~+£) [ doy, aJl@‘l“@i“)—z:(“i‘}“@l)]a?
Gldgtylii=o, _

& ldoy +v | dp=2|do, + v, | day, Eil"—g‘{"\hl"251]:;"{_1’4]71;
Bildo+ 1y |doy =5 {doy+m,|dpy, B, 3+Elv—3:(ﬂll@+m\v—i;
ay|do 0, | doy = 2y | dos+ 0, | dpy, aJ[;+01];z:“11V—e',+Oil;;-
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Les relations ainsi développées, qui peuvent facilement se
traduire en langage ordinaire, sont évidemment encore valables,
s1 les quatre points sont situés dans un plan,

II. — Le plan ou champ des points.

§ 2. — Soient A, =0 —+-p,, B,= 0 —+4¢,, C,= O ~+ p,, trois
points situés non en ligne droite dans le méme plan et soit
U, = O - o un point arbitraire- du méme plan. Avec le point O

1 '
comme pole de coordonnées, I’équation du radius vector de ce
plan est

o=mp +np, 4 pps, m—4n-+p—r,
ou aussl
p=p1+n(pa—p)+p(es —0l),
et sinous posons
(pr—ps) =2 (s—p1) =B
cette équation devient
p=p;+nu + pB,.

Soit maintenant d’une maniére quelconque le plan ¥ transporté
de la position 3, pour laquelle nous avons écrit I’équation, a la
position .

St le plan X est transporté de la position 3, & la position I, ses
points A, B, C et U subissent les déplacements A A, = 3, BB
==0,, G,(, =10, et UU, =3, de sorte que avec U, = O 4 ¢
pour le plan ¥, il vient la relation

[

b=p+8=m (o, +8)+n(p,+8,) +p (0,4 3,)
=moy + npy~+pps+md, +n3, 4 pd;,

ou,avecm -+ n ~p =1,
Y=o+ 840 (a—0) + (G —8) | +p { (s—p)+ (3 —8) L

ou

Y =0, -} nay +pB+8,+n (82—‘81) +p (%5 — S,),
ou

Y=o, 408 +n(y+3.)+p Bi42:),
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et enfin

Y=o+ S+ na+ phs,
avee (2, + o, = u,, (3, + 0.) = 3,, ol les vecteurs o, = A,B,
et 3, = A,(C, sontsitués dans le plan X, et ol I'équation en 'IJ est

I'équation du plan ¥, en plus simple forme,
Le déplacement ¢ = (J — z) = (U, — U,) du point arbitraire
U du plan X est alors

o= mas, + ns, -+ poy, m—4n-4p=ri,
2 el (83_81>+P O3 — %),

r

a1 ~+ 1 (%) — ) +p (3a— 31)s

al + ’larj_ _{_ I)a‘j.

O

I

(&4

i

Prenons m, n et p comme variables, ¢ comme radius vector,
ces équations donnent alors les déplacements totaux les points du
plan ¥, quand celui-ci passe d'une maniere quelconque de la po-
sition X, a la position X, et ces équations sont celles d’un plan
dont les radil vectores, sont égaux aux déplacements des points
du plan X.

« Le systeme des déplacements des points d'un plan, quichange
sa position, a la propriété d'étre déterminé pour tous les points
de ce plan s1 les déplacements de trois points quelconques du
méme plan, mais non en ligne droite sont connus. » — « L’hodo-
graphe des déplacements des points d'un plan est un autre plan
qui en général ne passe pas par le pole de l'hodographe. Des
figures correspondantes en X, X | ¥, et dans le plan de I’hodo-
graphe sont des figures semblables. »

I1 suit de la derniere équation

o ~ RS
0= o) (9a8:)] = o.

Si I'on désigne par ¢ le vecteur de position du plan donné,
on a

et on a aussl

O
O/
—
s
(O]
o
-
o)
[0
S
—
O
S
(Q]
S~—

« Le plan de l'hodographe est parallele a la différence des
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déplacements des extrémités de deux vecteurs hétérogenes quel-
conques du plan 2. » '

« Les projections des déplacements des points du plan ¥ sur
la direction du vecteur de position du plan de I’hodographe sont
égaux entre eux; tous les points du plan X subissent, dans la
direction du vecteur de position de ce plan, le méme déplace-

ment. >
§ 2. — Si les déplacements des points du plan X sont infini-
ment petits, les équations des plans X, et X, si nous posons
I R N Q .
o, =uo, p,=B,0,=0a, +do, 3,= 03, -+ dB, deviennent
Py = na - pB,

= o, + dp, + n (x4 da) + p (B dB),

1’équati0n de I’hodographe du systeme des déplacements des é1é-
ments du plan X est done

do = ({— o) = dp, + nda 4 pdf,

laquelle, comme nous voyons, s’obtient aussi immédiatementpar
différenciation de I'équation du plan £ = 2.

D’apres cela, il vient pour les vitesses des points du plan

= _ do _ dp, P
R T L o TP

ou

V=0 (v, — vy) S+ p (v, — vy,
v=(x —n—p) v+ no,+p vy

Avee l’équation relative a clp nous obtenons
(o — dp)) (dadf)] =

ce qui entraine

(v —2) [(vy —vy) (v;—1v)]=0o,
et sl nous posons
(dxd) :  (dadB)E = («'f) :  (@B)E =,
il s’ensuit
(dop — dp,) |e = o, (dole) = (dp, | 2),
(v —12,)s|=o, (v]18)=(,]%).
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« L’hodographe des déplacements infiniment petits et ’hodo-
graphe des vitesses des points d’'un plan X sont des plans paral-
leles qui en général ne passent pas par les poles de ces hodo-
graphes. Les projections des déplacements, ainsi que les
projections des vitesses des points du plan ¥ sur la direction du
vecteur de position des plans des hodographes sont égaux entre
eux »,

§ 3. — Les déplacements des points du plan X forment, avec
le plan T en ses positions X, et X,, en général des angles différents,
ce que I'hodographe montre immédiatement. Parmi les points
du plan ¥ il peuty en avoir de tels que leurs déplacements soient
perpendiculaires au plan ¥ == X et de tels que leurs déplacements
soient en ce plan.

Pour des déplacements ¢, perperdiculaires a I, nous avons la

1?
relation

on =0+ 0o, 4 pos = x| (2,5) =z,

gn=1[1 (28] : \/(3‘1x01>%~

Avec cela on obtient
de sorte que
De plus nous obtenons

(E)la;jal) —}_ n (EyLa:jar/> p— O’ (Ena,,_al) "}_‘p (3)18@8#) hegpemney O,

ce qui donne

NN NN -
0,08, 0,053,
n — N N > P p— N ?
04033y 0,033,
.
et, par suite,
NN aa
N 0:{01;72 ~ 0102511 ~
Op = 01 ~ N Do, + ~ ~ 0:5’
O!/_O[je/l OQO‘E‘:‘:“‘

de sorte qu'en généralil n’y a qu’'un seul déplacement de cette
espece, et pour le radius vector du point qui est déplacé par le
vecteur ¢, nous obtenons

Y
040,En

p”:\ol + a 8'6 oy "}—
. 0.95%n
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. ~ ~ ~ \ ~ ~ ~
Si nous observons que ¢, = (6, — ¢,), 0y = (6, — 0,), &, =
. B o - e Baps
(s, — 2)), B, = (p, — p,) nous trouvons facilement
N I \ N N NN ~N N \/
6n = ==, (03045n) O, =4 (640,8x) 0, + (0,0,8n) Oy \
0u03En !
I ( A NN N \)
on = ==, (8:04¢n) 2y 1 (030,5n) 05+ (010,8x) 23 Vv
«Sgzn ,

Le point du plan = 3, qui est déplacé, autour du vecteur o, ,
cst son pole.

§ 3. — Si les déplacements des points du plan ¥ sont infini-
ment petits 1l existe en général un point dont le déplacement
dp, lui est perpendiculaire. D’apres le paragraphe précédent,
nous obtenons successivement pour ce déplacement, pour le
radius vector du point du plan correspondant et pour la vitesse
de ce point |

oo = Tazdss iy |
dop = ga; o, ; (dydoyen) dpy = (dpydpzn) doy 4= (dp,dpyen) doy (
e = | (af) : Vuw,
 on == g | @oidog) o (dadonen) o2 (doidos) 23 |
¢t en outre
— - ;En ?( (,0480) V1 = (V30,20) 0, + (vlvﬂsn)v%,

1 ( 3
on = ‘_‘—‘a/B/- ! (Vy042n) 0 +( 301 8) 93 4 (v 11’)511) { 3:
N *

N 4. — Examinons maintenant sile plan I posséde des points
dont les déplacements sont dans le plan S=1X .

Si nous désignons ces déplacements par 3, nous avons pour
ceux-ci la relation

=0, + nd, 4 pss =

oy B,




38 F. KRAFT

Les coeflicients doivent satisfaire aux conditions

et de plus

I N
R — =—=—7— : (840,B,) + «; (2,838, ) = b+ cyuy,

/

(9,0,B1) 4wy (2,048,) : = b+ cyu.

Avec ces valeurs des coellicients, ou un coellicient reste indé-

terminé, nous obtenons

0. = bB, + w, (o, ¢B)).

L’hodographe pour les déplacement 5, est une ligne droite; il
y a donc un ensemble de points du plan T dont les déplacements
sont dans le plan X,. Cette ligne hodographe est, dans 1'hodo-
graphe du systeme des déplacements de X, la section de son plan
par le plan parallele a ¥, qui passe par son pole. Les équations de

ces deux plans sont

B—3) G =o, (w8)=o.

Par conséquent la section de ces plans est parallele au vec-

teur
| [(Sa82) (2,f))] = (B19a08) 2y — (2,845) £,
| = (Sut, ) 05 — (Suay3y) S
De u, = o, il suit o, = b{%,, el c’est pourquoi les équations

de I'hodographe pour les déplacements ¢, sont
8. — i ~ oo )
Se = bl -u g (B18408) oy — (2,8052) By ; s
G = b, +u § (a'l-ahel) 03 — (890‘1?’1) Sy :
Avee les valeurs des coeflicients 2 et p, on obtient de plus

8,; — 81 + /)180_ —{—])283 + u, (Clam -+- Czag),
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et si nous posons b, -+ b, 4+ b, =1, ¢, -+ ¢, = — ¢, 1l vient
8o == (b,8, 4 ha83 - b38)) —+ wy (¢,85 + €85+ ¢40,)-

Enfin nous obtenons pour l’équation du lieu des points dont le
déplacement est ¢,

L= (0105 -+ byos 4 b3o) + 1y (€102 1 €205 + €501),

il est parallele au vecteur

\

~ N /
(2,90031) By — (2,088y) @ y?

/

I

T=e 6B = PR

P e

¢’est une ligne droite, comme nousl’avons déja conclu del équa-
tion de I'hodographe de ¢,. Cette droite s’appelle la caractéris-
tigue du plan¥ =3 .

Les équations des plans 3, et X, sont

(p—py) (®.By) = o, (Y — o, — ) (2fy) =o.

)

Les extrémités des déplacements ¢, sont situés sur 'intersec-
tion de ces plans, celle-ci est parallele au vecteur

7= [(0,f)) (%:85)] = (o, .f32) B — (Byofy) oy
Pour cette ligne on a ¥ = o, c¢’est pourquoi
nay = py == 0y - myay + nyf,,
de sorte que
(na, + pBy) (eafy) = 8, (2,85),

¢’est-a-dire

I Py
B— W( (01%,85) — 1 (@,2,0,) ;

sl n = o,

8,8,

P= B1%,8,

et, par ces valeurs, la ligne en question passe par le point

N

O]“-).B-)

0 o} et & B
+x i+ {3““2@2 ?’1,
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et avec cela nous avons pour I’équation de 'intersection, ou pour
le lieu des extrémités des déplacements q,, puisqu’elle est paral-
lele au vecteur 7,

64,3, ; v . J
Y*—'Pi"l‘p t _]“”((u'tz)“J‘—(“n“z(ﬂ)f’ig-

Pl"x’x 2

Avec les valeurs précédentes de n et p on a

3,258,

“ 53 s
812,

¥
&

0e =20, }
la caractéristique passe donc par le point

ey (i
5 %,8, 0,00,
[ (_) N 172072
0+ + —<°1+T”Z"O.ﬁ>7

(1% 2

et puisqu’elle est parallele au vecteur v, nous avons aussi pour

équation de la méme

~N o 7 L
~ 0,513, ~ ~
7= o — b s (B— B a3 @ — (Bl By |
- TN ‘ { ‘ )
Silon a en particulier 6, = o0, le point A du plan I ne subit

aucun déplacement et alors les équations de la caractéristique et
du lieu des extrémités des déplacements 3, de ses points sont

L=t u : <°‘183?’1) oy — (2,9,0) By b
b=p +x ; (B8, @) — (“1“2?’2) 2 2

Si les déplacements des points A et B sont nuls, ona § = o,

~

6, = 0, d’ou alors

V=0 +nuy=1v, ¢ =o.

Sil'on a 8, = o, 3,== 6,, nous obtenons

[
5
Il
o]

L =p1tu (2, —B) =1,

Dans les deux derniers cas le plan £ posseéde une droite qui ne
change pas de licu quand il passe de la position I a la position X,

§ 4. — Si les déplacements des points du plan X sont infini-
ment petits, on procédera comme au § 4 en désignant par 9, les
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grandeurs correspondant aux grandeurs d, devenues infiniment
<

petites; on aura pour 'équation de I'hodographe des déplace-
ments situés dans le plan X,

dp = (bydo, 4 bydps =+ bydo,) + wi (c;dpy -+ cydog 4 cydo)).

\
La ,Vitesse CIUi correspond ace déplaccment est
o= (by0y = bavy 4 bgvy + 1, (eg0y 4 €0y - ¢yv,)-

['équation de la caractéristique du plan £ == I est mainte-
nant

L datd) (BdY)
=0 T T (b e

0) b dp)a—(udnd?) o

etl’équation du lieu des extrémités des déplacements 9, est

do, (a~4d) (B - dP)

=t ety ¢

o f [8 (xd-da) (& dB)] o« — [x (o2 4 da) (B 4 d3)] B

toutes ces équations, comme on le voit immédiatement, peuvent
facilement étre simplifiées, mais nous en laisserons le soin au
lecteur, afin de ne pas abuser de la place qui nous a été accordée
dans cette revue.

§ 5. — Parmi tous les déplacements qui donnent l’hodograpl{e
du systeme des déplacements du plan X, T'un est moindre que
tous les autres; il est égal a la perpendiculaire abaissée du pole
sur le plan de ’hodographe. Désignons ce déplacement par &,; il
est donné par la condition

8o=10, + nd, + pés = x| (8u03) = y=.

De celle-c1 suit immédiatement

(818083) ot x(8085)2, X —— (818283) (8085)3,
de sorte que
NN N NN N
NN __010203 AN - 010203
0= e 0e0) TV
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De plus, nous obtenons

(3:32) | (Bude) + 23,302 =0, (3.3 | (Buds) 4+ p Buds)2 = o,
— ( 1) I (nggg) _ — (8182) I (8“85) 0
T e 0 PTG o

el 2IUSSi avec cela

ou, en abrégeant
By =8, 4 V'3, 4 ¢'5s,
d’ol 1l suit

=a's, + b, + 3, a—+b—4c=r1.

Comme les coellicients de cette équation sont bien déterminés
il n’y aen général qu'un point dont le déplacement est ¢,; son
radius vector est

On a

« Les projections des déplacements ¢ sur la direction de ¢ sont
égales au déplacement minimum g, ».

Sil'on a ¢, = o, le plan de 'hodographe du systeme des dé-
placements passe par le pole de cet hodographe, on a alors ¢, =
5, =0, 5,= p, et A est le point dont le déplacement est le
moindre. Sil'on a ¢, = o0, 9, =0, ona aussi ¢, =0 et p, = p,,
et tous les points de la droite AB sont sans déplacement parce
qu’il en est ainsi des points A et B.

§ 5. — Si les déplacements des points du plan T sont infini-
ment petits, nous obtenons comme déplacement minimum

dp,dpydo,
do, — —/———¢
YT (dadp
et aussl

— (dpydp,) | (dadf) (dp,do,) | (dudB)
oo = Aot = aar T (aadpy,
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la vitesse avec laquelle il s’exécute est

—_ v, Vy Uy
'U(]"‘" —— — ¢,

Vi) (B30 2

et la forme des autres résultats se voit immédiatement d’apres le
paragraphe 5.

§ 6. — Les déplacements des points du plan X sont donnés par
I’équation

I

8, + (n8. + p2:)
= (n8y 4 poa) + ©,.

D’apres cela le déplacement de chaque point du plan se com-
pose de deux composantes, ¢’est-a-dire d'un déplacement o, com-
mun a tous les points du systeme et d’'une composante

o, = (nd,, + pcs),

qui est parallele au plan de I'hodographe du systeme des dépla-
cements et perpendiculaire au vecteur de position de ce plan.
Nous allons maintenant examiner par quelles sortes de mou-
vements simples le plan ¥ peut passer de la position £, a la posi-
tion I, en passant des cas spéciaux au cas général; dans ce para-
graphe nous admettrons que ¢, = o.
Si le point A est sans déplacement, 3, = o, le point A _—;A2

est un point double des plans I, et X,.

[équation de 1’hodographe du systeme des déplacements des
points du plan X est a présent

6 = ng, + po,.

Les déplacements totaux des points du plan T sont tous paral-
p: - i ? § . P " A .
leles au plan de I'hodographe qui passe par son pole perpendi-
culairement au vecteur de position ¢ de ce plan, lequel vecteur
est donné par

2 =[] (3:8)] - V(35,2

Comme 7 et p (indépendants I'un de 'autre) sont des nombres
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variables, il pourrait exister plusieurs points sans déplacement,
on aurait la condition ¢ = o, ou

no, 4 po,=o

et si cette équation doit étre satislaite, o, et oy doivent étre des
vecteurs paralleles, ce que nous excluons ici, de sorte qu'il n’y a
qu’un seul point sans déplacement,

Soient X', ¥ [ ¥ les projections de X, £, ¥,, dans la direction
de ¢, sur un plan I, parallele au plan de 'hodographe du systeme

i

Tig. 2.

des déplacements; X, X' | ¥ sont des systemes congruents en ce
plan X, car les projections de tous les vecteurs qui lient des points
homologues de X et de X, sont égales a ces vecteurs. Avec la
projection A’ du point A = A = A, dont le déplacement est
nul, coincide le point double de X', et X', (fig. 2). Si ¥ passe de
la position ¥, a la position ¥,, ¥’ passe aussi de la position X' a la
position ¥/, et si ¥’ coincide avec ¥, de sorte que des points cor-
respondants de X' et ¥, se couvrent, I est encore passé de la posi-
tion I, a la position I,. Le plus simple mouvement de X' dans le
plan X, pour parvenir d’une position ¥ a la position Y, est la

rotation de ¥/, autour du point double A’ des systemes plans X,




EQUIVALENCE DU MOUVEMENT D'’UN PLAN 43

et ¥,, d’un angle w égal a angle des droites homologues de X',
et ¥/,. Les déplacements des points de X' sont égaux aux déplace-
ments des points correspondants de X car ces derniers sont paral-
leles au plan I,.

En se reportant pour les notations a la figure (2), on a, sile

systeme Y passe de la position ¥, & la position ¥, en posant

N — (B g
(2 25) = (B fa) = w,

a'y=coswa', 4 sinw| (e2)), By =coswp’| 4+ sinw]| (f)).

De plus nous avons par rapport au systeme plan X les équa-

tions
ay=(1—cosw,) (¢| o) s cos wa, - sinw, | (s2,),
By, = (1 — cos w,) (| B,) & 4 cos w,B, - sin w, | (€5).
Le plan qui passe par B B, = ¢, perpendiculairement & la
1 [5r B P 1D 2 Perp

droite A A’ coupe cette ligne, qui est paralléle ¢, en un point O,
eton a AO B B, =AAB/B,; de OB, = Zi, O,B,=7; on a par

suite 2 = o/, £} =a,’, done

L'y = coswy' - sinw, | (ex')) = cos wa'; 4~ sin w | (so,),

de sorte que

Wy =,

Le plan qui passe par C,C,= ¢, et est perpendiculaire a la
droite A A’ coupe cet axe A/ A’ =< en un point O, et ona AO,C,C,
AAN'C/C); de 0,C, = A7, O,C, = A on a par suite %/

;oo /
‘817 vy (327 donc

(il

1y = cos wyy"y 4 sinwy | (s3,") = cos wp', 4 sinw | (s§')),

de sorte que

Wy T W

St le point B du plan X, par sa rotation autour de 1'axe ¢ qui
passe par le point A, == A, passe de la position B, a la position
B,, le point C passe aussi du lieu C, au lieu C, et de méme tous
les points homologues de ¥ et ¥, se couvrent puisque trois paircs
de points homologues de X et I, coincident.

Enseignement math. 4
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L’amplitude de la rotation s’obtient moyennant le déplacement

connu d’un des points B ou C; on a
8, = (cos w—1) 7', -+ sinw | (g7,),
d’ou, par quadrature intérieure et extraction de racine, 1l vient
.1 — -
‘ —_— ) — X9, S
s s = (V32 hli)f W=y 2

Pour un point arbitraire U du plan T nous obtenons mainte-

nant, st nous posons U =A s U, 4+ A =3,

p, = (1 —cos w) (¢| py) e 4 cos wp, sinw | (zp,),

ou, avee

R~

ppo=us -y, oy =urdYa Cly) =El7e) =0 pi=4
/s == cos W/, -} sinw | (s7,),

de sorte que le déplacement de ce point est

C=ys— 7, = (cosw—1)7, -fsinw]| (ex,).

« Etant donné un point du plan ¥ sans déplacement, ce plan
passe de la maniere la plus simple d'une position ¥, a une posi-
tion X, en tournant autour de I'axe passant par le point fixe du
plan qui est point double de X, et X, et qui est perpendiculaire
aux déplacements de deux autres points quelconques du plan X
assujettis toutelois i ne pas étre en ligne droite avec le point fixe.
L’angle de rotation est égal a I’angle qu’enferment les perpen-
diculaires abaissées des éléments original et final d'un dépla-
cement donné sur axe de rotation. Les déplacements des
points du plan ¥ sont perpendiculaires a cet axe et de gran-
deur directement proportionnelle a leurs distances a cet axe.
L.e mouvement correspondant de la projection du systeme plan X
sur un plan perpendiculaire audit axe est la rotation de la pro-
jection autour du point d’intersection de l'axe de ce plan, du
méme angle que précédemment ».

Dans ce mouvement les trajectoires des pomts du plan ¥ sont
des ares de cercle dont les plans sont perpendiculaires a l'axe de
rotation et dont les centres sont situés sur 'axe.
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Le systeme des déplacements

N

6 = nl, 4 po

s'appelle un systéme rotatif, puisqu’il est engendré par rota-

tion.

§ 6/. — Si les déplacements des points du plan ¥ sont infini-
ment petits, on a dp, = o, et son mouvement est équivalent a
une rotation infiniment petite d’amplitude dw autour de I'axe
passant par le point double de X, et 3, et perpendiculaire au plan
de T'hodographe des déplacements. L’angle de rotation est
donné par

dy = (\/d_g;z—{ h'l) = (\/c@ : h"i),

et la vitesse angulaire du plan est

W= (v,: k)= (vs: h")), vyt =Ry h."i.

Pour un point arbitraire du plan ¥ nous obtenons

0 = 0, -F dw | (epy), L2 = f1 + dw |{e1,),
do = dw | (ep,) = dw | (e74)s

v=w](ep,) =w| (e7,)-

§7. — Un cas plus spécial est celui ol les points A et B du
plan X sont sans déplacements ; alors 6, =o0, ¢,==0, de sorte
que A=A, et Bi== B, sont des points doubles de ¥, et 5,. |

Alors la droite A, B, == A, B, est évidemment une ligne double
de X,
Dans ce cas, nous avons

et X,.

[oF)

8:1) 3
et les déplacements des points du plan ¥ sont paralleles entre
cux.

Avec p = o, 1l vient
¢ =o, 0 =0, + nay,

de sorte que les points de la droite AB — A1 B, ne changent pas
de lieu ; cette droite est la caractéristique du plan S =3

—— 1—11.
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Comme on a généralement
2, S+ Py [ 0n =0,
on aa présent

~ ~
%, | 6,=20, a,]o=o,

les déplacements de tous les points du plan ¥ sont perpendicu-
laires a la ligne double de X, et £,. Les points homologues de X,
et X, sont également éloignés de chaque point de cette ligne,
cette distance variant naturellement pour chaque couple de
points.

L’équation d’une droite du plan = X qui est parallele a a,
est

g = p; 4 Cr@1 ~+ uay,

et comme ¢, = o0, 6, =0, les déplacements des points de cette

1
droite sont

~N —_ N
6 == By,

1ls sont égaux entre eux. En prenant ¢ comme paramétre variable,
il suit de la que les points de chaque rayon du plan ¥ qui est
parallele o, subissent un déplacement égal, de sorte que les
déplacements des points du plan ¥ sont directement proportion-
nels a leurs distances a la droite A, B, = A,B,; en outre les
déplacements ¢ sont perpendiculairesa o, et la droite A B, est
un axe pour le transport par rotation du plan £ de la position X,
en la position I,.
Nous avons apres cela, si e = (2, : \/&T’),

Bo= (] 81) =+ cos w(eB,) | = + sinw]| (z8,),

avee By=wuc+7/, By=uz+',, (/) = ([1,) =0 est

vy =coswy/ 4 sinw | (e/')),
0y = (cos w—1) 7', 4 sinw| (z//)),
d’ou 11 suit
1

e g NE r) r___\/.—r—_;
% sl — “—(\/O:;"hi’ki— /o

2

équation qui détermine l’anglc de rotation.
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Soit 7, la distance vectorielle d’un point arbitraire du plan
¥=73 al'axe o, cette distance vectorielle devient apres la rota-

tion
7, == cos @y, -+ sinw [ (g7,),

et le déplacement de ce point est

0=y, —y,=(cosw—1) 7, 4 sinw|(s7,).

§7'. — Si les déplacements des points du plan £ sont infini-
ment petits on a dp, = o, dz, = o et le mouvement de ce plan
est équivalent a une rotation infiniment petite autour de la ligne
double A, B, =A,B,de ¥, etZ,; l'amplitude et la vitesse angu-
laire de cette rotation sont

dw = (/do2: I')) = (dss: }')) ,
w= (vg: A').

§ 8. — Enfin nous voulons examiner le cas spécial dans lequel
o, =o et 6,=10{, est. Le point A du plan T est sans déplacement,
les déplacements de ces points B et C sont égaux.

Dans ces conditions nous avons

6= (n—4p) o,

et les déplacements des points du plan T sont paralléles entre
eux.
Avec (n—+p)= o, c’est-a-dire avec p = —n, il vient

0=o0, p=pitn(y—p)

Le plan ¥ possede donc une droite passant par le point A = A
. 1
dont le lieu ne change pas; elle est parallele & la différence
des vecteurs o, et 3, ainsi qu’a B, A, et forme une ligne double
de X, et X,
On a alors en général

(o, | Gu) '316-2-”‘ (By]Cs) 6.2 = o,

‘et 1c1, dans notre cas particulier

(o)} '33) 83g — (B | 83) 831") -0,

(2, — £)) | 95 =0,
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de sorte que les déplacements des points du plan X sont perpen-
diculaires a la direction du vecteur (o, — 5,
Y, M ) ) p R y/ p Y
L’équation d'un rayon du plan T=3X parallele a (¢, — 3)),

est

o =p, + ca - u (2, — B,
de sorte que les déplacements de ses points sont

=coyFu(y+0—0 — 0 —au+f),
.

— (/'03.

2O

Les déplacements des points d’une droite quelconque du plan
Y=23X qui est parallele au vecteur (x, — 3 ) sont égaux. Les
déplacements des points du plan X sont perpendiculaires a la
droite sans déplacement et, en grandeur, directement propor-
tionnels aux distances desdits points a cette droite. La droite qui
passe par le point A, et ciui est parallele a (z, — ) est ainsi un
axe de rotation uant au transport du plan X de la position I, a
la position X,

Remplacons I'ancien axe de rotation par le nouveau et con-
servons la notation du § 7, nous avons pour le mouvement du
point C

vy = coswy', 4-sinw| (e7'y),
,

8y = (cos w—1) /| -+ sinw | (27'); &2 = (2, — L) \/ (g — fqr_z,

A
2 gy

—

.1 %
2 SIn — (¥ —= (\/o0
2 : °

NS

équation qui nous donne Pamplitude de la rotation.

§ 8. — Siles déplacements du plan ¥ sont infiniment petits,
onadys =o,ds,=dp,et 'équation de 'hodographe du systeme
des déplacements est

do = (n—+p) dpa,
ona pour la vitesse
v=(n+p) oy
I'équation de 'axe de rotation est

p=o tu (2, — By)-
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et Vamplitude de la rotation ainsi que la vitesse angulalre du
plan Y sont

diw = (\//dPS‘i: ) _—;‘(als3 1Y), w=(vy: k).

§ 9. — Si trois points du plan ¥, non situés en ligne droite,
sont fixes, on a ¢, =0,=0, = 0 et par suite 6 ==o0. Le plan ne

peut subir aucun déplacement.

§ 10, — Soit maintenant un plan ¥, dont aucun point n'est
fixe et qui doit passer d'une position ¥, a une position Z,.

L'hodographe du systeme des déplacements du systeme plan
de points ¥ a présentement I'équation

5 =3, 4 (nd. - pds)
- (n3a+ p3i) 43,

l

|

Le systeme des déplacements se compose de deux parties,
d’abord du systeme

NI
01— 0y

d’une translation commune ¢, a tous les points du plan, et du sys-

teme

dont les vecteurs du déplacement sont paralleles au plan de I'ho-
dographe et qui d’apres le §6 donne une rotation autour d’un
axe. Nous pouvons écrire

3==8, 4 8, =3, 43,

I

et cette équation nous montre que l'ordre dans la suite de la
translation et de la rotation, dans le mouvement du plan £ d’'une
position X, est absolument indifférent.

Le point A=A, ne posséde que la translation ¢, = A A,.

Soient, s1 nous posons

N —

Oy =0y
~ ~ L
0y = 0y = Wy,
N N — B
83— 08, = B,
N N o~
0, =0 =Wy,
N o | ~
G — OL T w,
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®,, O 0, .., ® les déplacements des points B, C, D, ...U du plan
Y paralleles au plan de l'hodographe du systeme des déplace-
ments lequel a présent ne passe pas par son pole, ces déplace-
ments pouvant étre engendrés par la rotation du plan X

—
’

<

=3

autour de I'axe ¢ passant par le point A=A, et perpendiculaire
au plan de I'hodographe. Chaque point du plan posséde en outre
la translation ¢,.

Prenons a présent le pole des coordonnées sur cet axe, coin-
eidant avec le point A ; avec les notations précédentes le radius
vector d’un point arbitraire du plan X, qui passe de la position

¥, ala position 3, est
o2 = (e p1) s 4008 w (eg) e+ sinw | (s0,) 43,
le déplacement total du point est
8 = (py— ) = (1 — cos w) f (elp)e— P1§ + sinw | (ep)) +- 3y,
OU, AVeC 0\ ==UE —=7/,, 0, ==UE ="/, (€ VAESIE 177) =R,

, = cos wy, -+ sinw| (ey,) + ¢,
= (o — ) = (cos w—1)y, + sinw] (e,) +9,.

-~

[oF]

Il suit de la pour amplitude de la rotation

82: (I — COS “1) E (31 a’l) 5'_“1; + sin s l (eai) + 81,

d’ou
6,2 =0,— 0, = (cos w— 1) ¥/, + sinw] (7',

de sorte qu’enﬁn

sin — w = /{5, — 3,2 : 2l!).

Comme le mouvement du systeme plan ¥ est équivalent & une
rotation autour de l'axe ;passant par le point A=A, et a une
translation inclinée sur cet axe, il est aussi équivalent 4 une rota-
tion autour d’'un axe parallele a ¢, passant par un point quel-
conque du plan ¥ = X, avec la méme amplitude, et a une trans-
lation du plan qui est égale au déplacement total de ce point.

« Le mouvement d’un planX, qui passe d'une position ¥ a une
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autre position I,, est équivalent a une rotation autour d’un axe =
passant par un quelconque de ses points perpendiculairement au
plan de I'hodographe du systeme des déplacements des points
du plan ¥ et & une translation de tous ses points. L’amplitude de
la rotation est égale a l'angle des plans ¥, et Z,. La translation
est égale au déplacement total du point du plan par lequel passe
I'axe de rotation. Avec le point de réduction (A=A)) du sys-

teme des déplacements du plan ¥ varient en général la transla-
tion et la position de l'axe de rotation mais non sa direction,
Pamplitude de la rotation est la méme pour toutes les réductions
du systeme des déplacements. L’ordre de suite de la rotation et
de la translation est arbitraire ; elles peuvent donc avoir lieu en
méme temps.

S1i nous choisissons le point qui a le plus petit déplacement o,
comme point de réduction, les translations de points du plan X
sont paralleles a I'axe e, qui passe par ce point et égales a o,.

LLe mouvement dua plan ¥ est d’apres cela un mouvement de
vis dont 1'axe a I’équation

ps = a'p + b, 4 oy + w |l (Su3).

C’est le mouvement le plus simple pour le transport du plan X
d’une position X, a une position I,.

§ 10’. — 51 tous les points du plan I subissent des déplace-
ments infiniment petits, I’équation de 1'’hodographe du systeme
des déplacements est

dp = do, + (nda + pf)
= (nda + pdB) + dp,,

1l se compose de deux parties

do, = dp,, do, = (nda—}—pdﬁ).

La premiere partie peut étre engendrée par la translation infi-
niment petite do, de tous les points du plan, la deuxiéme partie
par une rotation infiniment petite autour de 1’axe passant par le
point A=A et parallele au vecteur de position du plan de I'ho-
dographe du systeme des déplacements.
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L’équation de l’hodographe du systeme des vitesses des points
du plan est

v =0, + 1 (,— ;) + p (0 —vy),
ou

v — U’"”“P)E—{—m—’;—%—pv—;,
elle se décompose en systemes partiels
Uy =Yy, E:n?‘-"i—]”;;—(”‘l"]?)a

¢’est-a-dire en un systeme de vitesses de translation et de rota-
tion.
L’amplitude de la rotation est donnée par

diy — V/(dpz —do))? \/(sz — dp,) L
V(e

et la vitesse angulaire autour desdits axes est

'1

I /=
w— —\/(
AR

w

— Uy

l\.,

A}

Revenant al’ equwalence du mouvement du plan, le thcowmo
donné precodcmment est valable 1c1; 'équation de Vaxe ¢, pour

un mouvement de vis du plan est
os = d'p;+ b'py+ oy + w ] [{v,—v)) (v —v )]

On déduira sans difficulté les cas qpéciaux déja traités des
résultats des deux derniers para(rrxphcs

Ferdinand Krarr (Zi'lri(:h).
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