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A PROPOS D'UN RECENT EXPOSE DES PRINCIPES

DE LA GEOMETRIE NON-EUCLIDIENNE

1. — La Géométrie non-euclidienne, descendue des régions
hyperboréennes ou elle semblait confinée, commence, depuis
quelques années, a entrer dans le domaine des connaissances
communes. Tous ceux qui s'occupent actuellement de Mathéma-
tiques et de Philosophie savent que, pendant longtemps, on a
discuté au sujet du principe des paralleles et qu’aujourd’hui, a
cOté de la géométrie classique, on considere d’autres géométries
logiquement compatibles.

A la diffusion de ces 1dées parmi les jeunes savants ont con-
tribué les cours que quelques-uns des plus éminents géometres
ont fait dans les Universités italiennes et allemandes et surtout
les exposés systématiques des recherches sur les fondements de la
Géométrie, qui ont paru depuis quelques années.

Ces exposés ont non seulement élargi le domaine de la Géo-
métrie non-euclidienne, mais ils ont encore contraint les esprits
bien organisés a suivre les édifices variés et admirables qui ont
été inspirés par la renaissance scientifique, caractéristique du
xix® siecle, et a se rendre compte des connexions qui existent
entre les branches les plus élevées des Mathématiques et d’inté-
ressants problemes de I’sycho-physiologie (*).

C'est pourquol un exposé rapide, simple, élémentaire des prin-
cipes dela Géométrie non-euclidienne sera toujours bien accueilli,

(') La connexion entre les Mathémaliques, la Philosophic et les sciences expérimen-
tales est amplement traitée et discutée d’une fagon tout & fait nouvelle et personnelle
dans le vécent volume de I. Poincaré : La Science et U Hypotheése (Ed. Flammarion},
Dans ce volame sont réunis et coordonnés dans un but unique, les divers articles
que Iillusire savant a publi¢s depuis 18go, dans les revaes de Philosophie et de
Mathématiques.
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Mais prenons garde : en se pressant on risquerait d'étre obscur

pour les commencants et la trop grande simplicité peut se
confondre avec l'inexactitude ! La tache de celui qui se pro-
pose d’écrire un petit traité sur les fondements de la Géométrie
n’est pas aisée, s’il veut tenir compte des exigences scientifiques
et didactiques, qui semblent souvent inconciliables !
o, — Le livre récent de M. Barparix : La Géométrie non-
ewclidienne (*) ne répond que parviiellement au but aoquel il
semble destine. L’exposé, réduit souvent au seul énoncé des
théorenies, est peut-¢ire trop rapide (%) ; les notices historiques,
qui en de tels sujets sont d'une importance capitale, présentent
de notables lacunes; les observations critiques sur les défini-
tions et sur les postulats d’Euclide ne sont pas trés nettes et
précises.

Dans 'exposé schématique des principes, I'auteur indique les
deux méthodes qu’on peut suivre pour le développement ¢lé-
mentaire du sujet dont il s’occupe, et montre ensuite comment
ces méthodes concordent dans les résultats.

Suivant la premicre, Iauteur limite ses considérations a une
région normale de plan, région dans laquelle dewx points déter-
minent sans exception une droite, il discute les trois cas que pré-
sente le quadrilatere birectangle et 1soctle de Saccheri, et il en
déduit les ihéoremes sur la somme des angles d'un triangle.

Passant ensuite de la régron normale au plan complet, 1l déter-
mine trois systemes géométriques, caractérisés parles propriétés

sulvantes :

SYSTEME ZUCLIDIEN, a) Par un point passe une seule paral-
lele, ete.; b) Deux droites ne peupent enclore une portion de
plan.

Systizve pr Losarscuerrskiy. — a) Par un point passent deux
paralléles, ete.; b) Deux droites ne peuvent enclore une portion

de plan.

() Paris, G. Naud, 1902, 79 pages.

() 11 est juste de faire remarquer que ce livre faisant partie de la Collection
Scientia, M. Barbarin s’c¢st vu forcé de faire de nombreuses coupures afin de ne
pas dépasser les 80 pages mises & sa disposition. LA Ri:DACTION.
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SysTiME RIEMANNIEN, — a) [l n'existe pas de paralléles; b) Deux
droiles renferment toujours une portion de plan.

En suivant la méthode d’Euclide et de Lobatschellskij, et
I'hypothése que dans le plan entier est valable le principe de
la détermination unique de la droite passant par deux points,
lauteur déduit les théoremes de Legendre sur la somme des
angles des triangles (') et par conséquent les deux premiers
systemes rappelés ci-dessus.

De I'hypothese que deux droites aient plus d’un point commun,
il déduit que la somme en question surpasse deux angles droits,
et en conséquence il obtient le systeme de Riemann.

Ces conclusions et d’autres analogues, (ui souvent se rencon-
trent dans les éerits relatifs a la Géoméiriec non-euclidienne, ne
nous semblent pas pleinement justifiables : 1ls représentent plutdt
le fruit d’une étude insullisamment profonde des principes de la
Géomdirie, ou, peut-étre encore, une tentative, non conforme 2
la- nature du sujet, d’éviter certaines diflicultés qu’il vaudrait
micux montrer des le principe. 11 nous semble done opportun

de mettre en relief tout ce qu’elles contiennent de non rigoureux.

3. — Limitons-nous ici a la Géométrie ¢lémentaire du plan,

Deux voies se présentent, ainsi que l'indique M. Barbarin. La
plus simple, celle d’Euclide, Lobatscheffskij, Bolyai, part d'un
systeme de postulats valable dans le plan complet, et par elle on
démontre un premier groupe de propositions; ensuite on retrouve
les diverses branches qui donnent naissance aux divers systémes
géométriques. Alors, si 'on admet que le postulat relatif & la
détermination de la droite ne souffre aucune exception, on se
trouve en présence non seulement des deux types de Géométrie,
cuclidienne et de Lobatscheflskij, comme le supposent M. Bar-
barin (Cfr. l'ouvrage en question, p. 25) et d’autres auteurs,
mais cncore d’un troisieme type qui a été mis en lumiere par
M. Kruix des 1872 et appelée par lui Géoméirie elliptique ().

(") Ges théoremes, sous une forme un peu différente, appartiennent & Saccheri
: , \ ~ . ’ ]

on pourrail les appeler théorémes de Saccheri.
(*) La Géométrie elliptique fut découverte par CAYLEY en 1859. Elle apparut alors
avec la Géométrie hyperbolique, comme une généralisation projective de la métrique
ordinaire. M. Klein mit en évidence le lien qui exisle entre les metrig

! Lire, ol e ues projec-
tives de Gayley et la Géomélrie de Lobatschefskij et Bolyai. -
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En Géométrie elliptique, la droite est une ligne fermée et la
somme des angles d’un triangle est supérieure a deux droits. Il
s’ensuit que le premier théoreme de Legendre sur la somme des
angles d'un triangle ne se déduit pas seulement du postulat :
deux droites ne peuvent enclore un espace, comme 'aflirme
M. Barbarin, mais de ce postulat combiné avec ceux qui font de
la droite une ligne ouyerte.

On doit rechercher la raison pour laquelle la Géométrie ellip-
tique parail étre négligée ou inconnue dans la difliculté que le
plan elliptique présente a la représentation intuilive.

Celui-ci, contrairement a ce qui arrive pour le plan euclidien
et pour les deux autres non-euclidiens, n’est pas brisé par ses
droites en deux feaillets et 'on ne peut y distinguer deux faces.
Le plan elliptique ne possede done pas les caracteres des sur-
faces simplement connexes et bilateres, que lintultion sépare
diflicilement de la représentation concrete du plan.

Une forme géométrique qui réalise la connexion et les pro-
priétés graphiques du plan elliptique, ¢’est 'étoile de droites de la
Géométrie projective, tandis que I'étoile de rayons (') de la Géomé-
trie élémentaire répond aux caracteres du plan de Riemann. La
considération des deux étoiles, 'une a ¢dté de Dautre, éelairert
assez bien le lien qui existe entre le plan elliptique et celui de
Riemann (*).

Nous pouvons nous imaginer pour cela deux étoiles, 'une de
droites, I'autre de rayons, ayant le méme centre. Il est clair
qu'a toute droite de la premicre correspondent deux rayons de la
seconde, que loute figure appartenant a la premiere est formée
de deux figures symétriques de laseconde et que, sous certaines

restrictions, les propriétés métriques des deux formes sont les

(') Nous appelons rayon la demi-droite.

{*) Nous avons conservé ici le nom plan de Riemann au plan dont parle M. Bar-
barin. Mais ce nom peut convenir également au plan elliptique. Riemann, dans son
mémoire, fait de la géomélrie infinit¢simale, ou mieux de la géomélrie dans un
domaine limité. I1 parle, en passant, de I'espace complet dans sa nouvelle géomé-
trie, mais nous ne savons pas comment il a concu cel espace par rapport & sa
connexion, 1l vaudrait micux appeler géoniétries riemanniennes les deux géométries
compalibles avec I'hypothese de Pangle obtus et les distinguer 'une de Paulre par
les adjectifs elliptique et doublement elliptique. La Géométric que M. Barbarin et
d’autres appellent Géométrie de Riemann, serait dile Géometrie doublement cllip-
tique. (Gir. KLEIN. Vorlesungen diber Nichi-Euklidische Geomelric. 18y3.)
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mémes. De telle sorte que, sil'on s’accorde a regarder deuxrayons
opposés de 1'étoile de rayons comme formant un seul élément,
elle s’identifie avec 1’étoile elliptique.

Les mémes considérations étant valables pour les deux plans
elliptiques et de Riemann, cela nous montre que le premier
d’entre eux, a coté de I'autre, doit étre congu comme plan double.
La courbe de rebroussement du plan double scra reconnue faci-
lement pour une conique imaginaire.

4. — I autre voie qui permet de résoudre le probleme des
fondements est la voie de Riemann, qui limite l'étude des
propriétés géométriques de l'espace a la région finie, accessible
aux vérifications expérimentales.

A une telle méthode se rattache le principe de la région nor-
male, employé par M. Barbarin dans son exposé.

Dans la région normale sont valables, sans exception les
postulats ordinaires de détermination, d’ordre, de congruence
ou de mouvement, et, en général, toutes les propositions
indépendantes du principe des paralleles, qu'on peut démontrer
dans une portion limitée et simplement connexe de plan eucli-
dien,

Apres la discussion des trois cas auxquels donne lieu le qua-
drilatere de Saccheri et apres avoir complété 1'étude des pro-
priétés les plus notables de la région normale dans les trois
hypotheses de 'angle droit, de 'angle aigu, de I'angle obtus, se
présente naturellement le passage de la région normale a'la
forme complete a laquelle elle appartient.

Guidé par l'intuition, on est conduit a admettre que, autour
de chaque point de la forme, il est possible de circonscrire une
région normale, ol sont valables les propriétés de la région pri-
mitive. Cela s’appelle affirmer Uhomogénéité de la forme.

Alors, dans le cas ol le quadrilatere de Saccheri aurait ses
deux derniers anglels droits, le probleme est ramené a la recherche
de toutes les formes possibles a deux dimensions, dont les régions
normales jouissent de toutes les propriélés appartenant a une
région limitée de plan euclidien.

Le plan d’Euclide fournit une solution, mais non la seule.
Le cylindre ordinaire et une certaine quadrique réglée de
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Pespace elliptique (*) répondent aux mémes conditions requises.

Le méme probleme, dans le cas ouserait valable dans la région
normale I'hypothese de Vangle obtus, admet une solution plus
simple, parce que, comme 'a démontré Kinrixe (%), il n’y a que
le plan elliptique et le plan de Riemann qui sotent compatibles
avee le principe de la région normale.

Finalement, dans le troisieme cas, o 'on admet'hypothese de
P'amgle aigu, les choses se compliquent.

En plus du plan de Lobatschefskij, diverses catégories de
formes se présentent, répoundant toutes aux deux principes rap-
pelés ci-dessus @ leur détermination se relic a 'une des plas
brillantes théories modernes @ la théorie des fonctions autonor-
phes ().

Ces quelques considérations sur les nouvelles formes spatiales,
connues sous le nom de formes de Cliflord-Klein, montrent clai-
rement la non-¢quivalence des deux méthodes ébauchées iei pour
Ta construction de la Géométrie plane.

S1 Pon veut éearvter les formes de Clifford-Klein, 1l est néces-
saire d'mtroduire un nouveau postulat, que Von découvre flacile-
ment en comparant entre enx le plan cuclidien et le eylindre. En
cffet, sur le plan cuclidien, le principe de détermination de la
drotte, postulé poar la région normale, s’é¢tend a toute la forme
sans exception ; sur le cylindre, au conlraire, deux points d'une
méme  généralrice appal‘tiennent a auatant de drotles (géodé-
siques) que Lon veat.

En postalant done, en plus des lois de la région normale et
d’homogéndité, que le principe de la détermination de la droite,
d’abord attribué¢ a la ré

gion normale, est valable sur la forme

(Y} La ganadrique en question ful découverte par Guivrorn (Glr. Preliminary Sketeh
on Biguaternions; Lond. M. S. Proc., 1V, p. 381-393). On peul engendrer, dans
Pespace elliptique, par la rotation d’une droite aulour d'un axe gauche, ow encorve par
la rotation d’un cercle autour de la polaire du centre. Par rapport & la mobihite
sur clle-méme, elle se présente avee les carvaclores du eylindre de révolulion, et
par rapport & la connexton, avee ceux de la surface annulaire du lorve.

(?) Cle.KrnviNc. Ueber zwei Rawmformen mil constanter posiliver Krammung. Grelle,
LXXXVI, p. 72-83. — Ucber die Clifford-Klein'schen Rawm formen, Math., ann. XxXxXIX.

(?) Le lecteur qui désive quelquaes renseignements plus amples sur celle question,
peut lire les ouvrages suivants : KueIiN. Zur Nieht-Euklidische Geomelrie; Malh.
Ann., XXXVII, p. 544-572. — KiLLING. Einfihrung (n die Graundlagen der Geometric.

Bd. 1.
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complete, on excluera les formes de Clifford-Klein et, en owtre, le
plan de Riemann. ,

Les seules formes compatibles avec le nouveau postulat sont
done :

a) Le plan euclidien ou parabolique ;

by Le plan de Lobatschellskij-Bolyai ou hyperbolique ;

¢) Le plan de Cayley ou elliptique.

it le plan de Riemann ?... Pour celui-ci, 'existence des points
opposés, par lesquels passent des droites en nombre infini, con-
tribue a rendre la forme peu apte a représenter le concept
intuitif du plan ; néanmoins, la possibilité de glisser comme les
autres sur lui-méme par un groupe de oo’ transformations con-

gruentes, conduit a le considérer en méme temps que les préce-

dents.

Le syst‘eme de postulats qui conviennent aux Gquatre géomé—
tries en question peut étre résumé ainsi :

a) Principe de la région normale. — 11 existe une région

limitée, stimplement connexe, dans laquelle sont valables les pos-
tulats de détermination, d’ordre, de congruence, ete.

b) Principe d'lhomogénéité. — Autour de chaque point il est
possible de délimiter une région normale.

c) Principe du déplacement généralisé. A tout déplacement
de larégion normale est coordonné un déplacement de la forme
complete, qui transforme toute figure en une autre congruente ('), |

Il est manifeste que les quatre géométries en question véri-
fient le systtme de postulats «), 0), ¢); la réciproque, a savoir
quil n’existe pas d'aulves géométries compatibles avee lesdits
postulats, a été démontrée par Killing (Cfr. ouvra

L \
ges uLeS).

5. — Revenant au livre de M. Barbavin, il est clair qu’en se
proposant de ne pas préjuger lexistence possible de couples de
points ne déterminant pas la droite ct d'utiliser le cencept de
région normale, auteur devait micux coordonner et metire en
relief les divers postulats, réunis par nous dans les principes a)
b), c).

(") Le principe ¢} pourrait étre remplacé par un postulat gui semble plus géné-
ral : Toutes les drottes sont congruentes. Interprété physiquement, ce dernier
exprime Cisolropie de lespace.
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Lé principe de la région normale réunit 'ensemble des pro-
positions ¢lémentaires susceptibles d’une vérification expérimen-
tale, les deux autres, au contraire, n'expriment pas de résultats
que 'expérience puisse confirmer : ils expriment plutét une
extension que l'intellect donne aux résultats des expériences
effectuées dans la région normale.

Nous ajouterons que la solution proposée a la fin du numéro
précédent s’adapte bien a Uempirisme que professe I'auteur lors-
quil parle de la forme géométrique de l'univers (Cfr., ch. viu).

L’expérience seule, dit-il, devra indiquer la forme réelle de
notre espace : les imexactitudes auxquelles sont sujettes toutes
les vérilications empiriques ne permettent pourtant pas une
réponse absolue. L'espace par suite pourra étre euclidien ounon,
pourvu que, dans ce dernier cas, le parametre (inverse de la cour-
bure de Riemann) soit tros grand.

Le choix du concept euclidien pour représenter 'espace phy-
sique, ne s'imposerait done qu'en vertu du criterium d’économie.

Ici se présente spontanément la question psychologique d'expli-
quer le sentiment de nécessité qui accompagne la formation des
concepts géométriques, sentiment qui se juslifie mal dans un
ordre d’idées purement empirique, ou les connaissances dues a
Iexpérience semblent susceptibles de modes divers de détermi-
nation.
géométries
physiques nous apparaissent logiquement possibles ¢t compati-

Comment se [ait-il donc que, tandis que plusieurs

bles, notre intuition demeure enfermée dans une forme fixe
euclidienne ?...

La question a été résolue par Kaxt, qui considere 'intuition
spatiale comme étant imposée @ prior: a la structure mentale de
tout sujet, et qui dénie toute réalité a I’espace. Mais cette der-
nicre aflirmation est repoussée par 'empirisme, lequel, partant
de la réalité objective de I'espace, essaie de reconstruire 'intui-
tion au moyen des sensations !...

Pour diminuer le conflit existant entre la doctrine kantienne
et la doctrine empirique, le professeur E. Enriques, de I'Univer-
sit¢ de Bologne, a proposé une solution qui repose sur cc concept
fondamental : Les concepts (point, ligne, surface, etc...) d’ou part
la Géométrie naissent par association de différents groupes de
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sensations. Ces associations, effectuées suivant la structure logique
de la pensée, supposent comme conditions logiques les postulats (").

Bien que de telles conditions, prises objectivement, ne puis-
sent étre valables u’avee une certaine approximalion, subjecti-
vement, I'existence des concepts en question, comme objet de la

pensée exacle, nécessite la validité rigourcuse des postulats,

Février 1go3.

Roserro Boyxora Pavie).

(Traduit de Uitalien par M. Combebiac.)

(1) Gfe. Exrioues. Sulla spiegazione psicologica dei postulali della Geomelria,
Rivista Filosofica, 19o1.
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