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LES IDEES DE HERTZ SUR LA MECANIQUE

L’ouvrage posthume de Hertz : « Die Prinzipien der Mechanik
in neuem Zusammenhange dargestellt » a donné lieu a la
publication d’un certain nombre d’études critiques, sans pour
cela avoir fait I'objet d'un exposé quelque peu complet, destiné
a ceux qu'intéressent les idées du grand électricien, mais qui
pourraient reculer devant la lecture de son ceuvre, ou le souci
de la 10gique formelle semble avoir accumulé les considérations
accessou‘es les raisonnements purement formels et stériles, les

définitions determes plus ou moins détournés de leur sens habituel.

Le but que s’est proposé Hertz est de débarrasser la Mécanique
des incontestables difficultés que présente la coordination loglque

des principes de cette science. ,

Le moyen consiste a établir Punité de force, en émettant
I'hypotheése que toutes les forces de la nature ne sont que les
manifestations de liaisons géométriques existantes non seulement
entre les masses perceptibles a nos sens, mais encore entre
celles-ci et des masses latentes (verborgene).

Cette hypothése admise, la Mécanique se trouve réduite a
I'étude des systemes matériels a liaisons et peut étre édifiée au
moyen d’un principe fondamental unique consistant dans 1’énoncé
de la loi du mouvéement d’un tel systeme supposé, soustrait a
toute influence, ¢’est-a-dire a toute liaison extérieure.

Pour donner a I'énoncé de cette loi toute la simplicité dé
forme qui convient a son rdle, Hertz introduit une termmologle
assimilant un systeme matel’lel a liaisons a un pomt geometrlque
astreint 2 demeurer sur une surface fixe.

L’ouvrage de Hertz comprend trois divisions :

Une introduction consqcree a I'examen critique des prmmpes
de la Mecamque '

Une premiere partie, dans laquelle est établie la tertnin‘ologié :

Une seconde partie, qui constitue un exposé synthétique des
propositions connues de la Mécanique sous la forme particuliere
due a Ihypothese et a la ’cermmologle mentlonnees
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INTRODUCTION

L'Introduction a été U'objet d’'une étude de M. Poincaré (*), ou
I'on trouvera, en méme temps qu’un exposé des idées de Hertz,
une discussion approfondie des principes de la Mécanique, met-
tant nettement en évidence les difficultés logiques que présente
la coordination de ces principes.

Renvoyént a cette étude, nous nous bornerons a signéler brie-
vement, sans les dlscuter les objectlons faites par Hertz aux
deux systemes proposés jusqu’ici, savoir le systéme classique etle
sysiéme énergétique ; nous exposerons ensuite la conception de
Hertz lui-méme,

Systeme classique. — Les reproches qu’adresse Hertz a ce
‘systeme visent surtout la notion de force. ’

Tout d’abord un examen un peu attentif de lexpose habituel
des principes de la Mécanique montre que la maniere dont cette
notion y est établie est loin d’étre satisfaisante.

En outre lintroduction de la force dans certaines questions
présente quelque chose de factice et donne l'impression de
rouages inutiles compliquant inutilement les concepts intuitifs :

Que vient faire notamment la notion de force en Mécanique
céleste, ou 'observation ne s’applique qu’a des mouvements, tant
pour en établir d’abord les lois que pour en vérifier ensuite les
déductions dues a ’analyse ?

Un morceau de fer repose sur une table a peu prés horizontale,
fait qui nous apparait comme extrémement simple.

Or, pour se rendre compte, suivant les lois de la Mécanique,
“de la nécessité de ce repos, on doit faire 'analyse de toutes les
forces auxquelles ce morceau de fer peut étre soumis, pesanteur,
réaction élastique: de la table, frottement, forces moléculaires,
magnétiques, electrlques etc., afin de constater que, tout compte
fait, ces forces s’entre-détruisent.

' H, POINCARE. Revue generale des Scienccs, 1897, po 734.
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C’est beaucoup de ralsonnement pour exphquer la permanence
d’un état en ’absence de toute cause perceptible de- perturba-
tion. . : :

Un troisieme reproche fait par Hertz a la notion de force vise
son ampleur.

Loin d’épuiser la notion de force, telle que nous la trouvons
dans la mécanique rationnelle, la nature ne nous présente que
des forces soumises a de nombreuses restrictions, telles que
d’étre décomposables en actions réciproques entre les particules
de matiere, d’étre indépendantes de la valeur absolue du temps
et du lieu absolu de I'espace.

D’autres restrictions paralssent encore dev01r étre admlses
sur le choix desquelles on n’est pas absolument fixé.

C’est ainsi qu’on peut se demander si'les forces élémentaires-
consistent uniquement en attractions et répulsions suivant les
lignes de liaison entre les masses agissantes, si leur grandeur
ne dépend que de la distance de ces masses ou s’il y a lieu de
faire intervenir les vitesses absolues ou relatives, ou encore les
accélérations et les dérivés d’ordre supérieure de la vitesse.

Enfin les principes de la Mécanique n’expliquent pas la loi de
la conservation de I’énergie, que sa généralité semblerait devoir
faire reporter de la Physique a la ] Mécanique. r

Il résulte de ces considérations que la Mécanique est trop
vaste : elle comprend plus que la nature,

Systeme énergétique. — Ce systeme de mécanique s’obtient
par la substitution, parmi les notions primordiales, de I'énergie
a la force. v

On se trouve de prime abord en présence d’une difficults,
lenergle se présentant sous deux formes :. ’'une, cmethue qu1
trouve sa définition dans son expression ‘malythue, Pautre,
potentielle, qui nécessite une définition expérimentale bien dif-
ficile, semble-t-il, & établir convenablement.

Cet obstacle supposé franchi, il est nécessaire de poser une
loi reliant les quatre notions fondamentales : espace, temps,
masse et energle

Le choix de cette loi p'lrnn les théorémes généraux de la
Mécanique est, dans une certaine - mesure, arbitraire, Hertz
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choisit le principe d’Hamilton, qui exprime que le mouvement
réel d'un systeme, dont on se donne les positions a deux instants
t, et t,, est celul qui rend minimum la valeur de l'intégrale,

t1 ’
f (T —U) dt
tO

o T représente la partie cinétique de I'énergie et U la partie
potentielle.

Dans cette conception de la Mécanique, la notion de force
serait introduite analytiquement et résulterait d’une simple
définition de mot comme, dans le systéme classique, la notign
de force vive. |

Ce systeme présente ’avantage d’éviter, dans un .grand nom-
-bre’ de questions, I’emploi d’hypotheses physiques, qui n’ont
pas d’autre objet que de permettre 'application des principes de
la mécanique.

L’ensemble des faits qu’il embrasse est plus restreint que
celul du systeme classique, puisqu’il peut étre déduit de ce der-
nier moyennant certaines hypothéses. »

En fait, il est trop restreint, et cette défectuosité suffit a le
(aire rejeter.

Le principe d'Hamilton n’est en effet applicable qu’aux sys-
temes dont les liaisons s’expriment par des équations a termes
finis entre les parametres.

Or il existe des liaisons s’exprimant au moyen d’équations
différentielles non intégrables. Il suffit de eiter le cas des mou-
vements de roulement et de pivotement, cas qui a été I'objet des
travaux de certains géometres (*).

Considérons par exemple le mouvement d’une sphere roulant
sans glissement sur un plan horizontal.

A chaque instant, les vitesses sont déterminées par la connais-
.sance de l’axe instantané de rotation autour du point de contact,
soit de trois quantités, au lieu de cinq, qui interviendraient, si
la sphére pouvait glisser sur le plan. |

La sphere, partant d’'une position donnée, ne peut donc, sans

(') ArPELL, HADAMARD. Mouaements de roulement et de pivotement en dynamique,
.Carré et Naud, Paris.
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I'intervention de forces extérieures, atteindre que oo’ positions.
Mais, les équations de condition n’étant pas intégrables, le

nombre des positions différentes dont elle est susceptible ciné-

matiquement doit continuer & étre représenté par oo’

Pour deux quelconques de ces co® positions, le principe d’Ha-
milton déterminerait évidemment une trajectoire, de sorte qu’en
'appliquant sans précaution, on trouve que, en partant d’une
position, la sphére pourrait, sans l'intervention de forces exté-
rieures, atteindre oo positions, conclusion contraire a la réalité.

Ajoutons que, méme dans le cas ol les deux positions choisies
font partie d’une trajectoire dynamiquement possible (sans I'in-
tervention de forces extérieures), le prmmpe d’Hamilton donne
généralement un résultat faux.

Citons, comme second exemple de systeme nnterlel dont les
parameétres sont soumdis a des equatlons différentielles non inté-
grables, le cas de la bicyclette. ‘

Ajoutons que les systemes matériels dont 1es liaisons peuvent
étre représentées par un systeme d’ equatlons atermes finis, c¢’est-
a-dire ceux dont la position est susceptible d’étre déterminée
par la connaissance d’un certain nombre de parametres indépen-
dants, sont appelés par Hertz sYstémes holonomes.

Systeme hertzien. — Hertz voit la résolution des difficultés que
présente la coordination des principes de la Mécanique dans une
explication de la force.

La Mecamque considere la force mdependamment de sa cause.

[1n’en est pas de méme de la Phy51que, ol 'on considere plu-
sieurs sortes de forces, qui se distinguent par leurs causes, forces
élastiques, électriques, éleCtrodynamiques, etc.

Ne saurait-on réduire ces causes a une seule, c’est-a-dire
donner des diverses forces une explication commune ? |

Parmi les causes de force (elles sont a la vérité en nombre fort
restreint), on trouve le mouvement, ¢’est-a-dire l'inertie.

Considérons, avec M. Poincaré, un régulateur a boules, anquel
nous ferons toutefois subir une modification dans le but de sup-
primer l'influence de la pesanteur. |

Soit un losange articulé ABCD ; I'angle supérieur A est fixe ;
Pangle inférieur C porte un anneau qui peut glisser le long
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d’une tige verticale AX; 4 'anneau C est suspendue une trin-
gle T. .

Les cotés inférieurs du losange CB et CD sont prolongés de
leur propre longueur et portent a leurs extrémités libres des bou-
les dont la masse domine beaucoup celle du reste de I'appareil.
Tout Vappareil est animé d’un mouvement de rotation autour de
la tige AX, et on voit que les centres des boules restent dans le
plan horizontal du point fixe A, de sorte que V'effet de la pesan-
teur est complétement éliminé.

La force centrifuge tend a écarter les boules et par conséquent
a rapprocher le point C du point A.

Le systeme est donc susceptible, en raison de son propré
mouvement, d’exercer une force par l'intermédiaire de la trin-
gle T. |

Supposons que le systeme soit invisible pour nous. L’observa-
teur attribuera la traction exercée sur la tringle T a une force,
aune attraction exercée par le point A sur cette tringle.

L’hypothese de Hertz peut étre exprimée de la maniére sui-
vante :

Toutes les forces de la nature sont dues au mouyement de mas-
ses perceptibles ou latentes.

On a la, suivant 'expression de Hertz, une explzcatzon dyna-
mique de la force.

Cette hypothése postule évidemment Dexistence de masses
matérielles latentes (verborgene), telles que I’éther de Fresnel et
de Maxwell.

Il resterait & établir, pour chaque espéce de forces, la théorie
'partlcullere qui lui convient, et il faut observer que 1’élasticité
elle-méme n’échappe pas, dans cette maniére de concevoir les
choses, a la nécessité d’'une explication dynamique.

Si nous admettons I'hypothése de Herlz, nous sommes en
mesure, du moins théoriquement, de déterminer les expressions

des forces qui s’exercent entre les systemes matériels, percepti-
" bles ou latents, en vertu de leurs liaisons, et cela en nous appuyant
seulement sur le principe de I'inertie, qui, comme on le verra,
peut étre concu en dehors de toute notion de force.

11 résulterait donc de la que la force serait éliminée de la Méca-
nique en tant que notion primordiale, et serait réduite au réole de
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notion auxiliaire, s1mp1ement deﬁme par une expressmn analy-
tique. . |
Telle est la conceptmn de Hertz.

L’hypothése qui en est la base suffit-elle & supprlmer la diffi-
culté rencontrée jusqu'ici dans la définition de la force? On en
jugera plus loin d’apres ’exposé que nous ferons de la maniere -
dont Hertz introduit cette définition.

PREMIERE PARTIE

GEOMETRIE ET CINEMATIQUE DES SYSTEMES MATERIELS

Liaisons. — Hertz soumet les liaisons a la restriction de pou-
volr étre représentées par des systemes d’équations linéaires aux
différentielles totales de la forme

ol ¢, ¢y +..» ¢, sontles parametres déterminant la position du
systeme, et les coeflicients A, A,, ..., A,, des fonctions continues
de ces paramétres. o |

On peut dire, d'une maniere équivalente, que la somme de deux
déplacements lnﬁmte51maux possibles 3¢ et &g a partir d'une
méme position est un déplacement infinitésimal possible a par-
tir de cette méme position (possibilité de superposer les déplace-
ments infinitésimaux compatibles avec les liaisons). ,

Hertz rattache la forme linéaire des équations de condition a une
propriété des liaisons, qu'il désigne sous le nom de continuité dans
Vinfinitésimal et qui consiste dans le fait que tout déplacement
infinitésimal possible peut étre oblenu par une trajectoire rectiligne.

I1 résulte d’abord de la continuité des liaisons, entendue au sens
ordinaire de ce mot, qu’'on peut opérer successivement deux dépla-
cements infinitésimaux 8¢ (3¢,, d¢,, ..., 8¢,) eto'q (3'¢,, &g,, ..., 8'q,)
supposés possibles a partir de la position ¢ (g¢,, ¢,, ..., ¢,),
car il existe, a partir de la position ¢ -+ 8¢, un déplacement pos-
sible ne différant de &g que par des infiniment petits d’ordre
supérieur. On peut donc, par ce trajet, faire passer le systeme
de la position ¢ a la position ¢ - 89 —+ d'q.

Enseignement math 17
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La condition de Hertz exprlme qu’on peut passer en outre de -
la position ¢ a la position ¢ + 8¢ 4 ¢ par un trajet rectiligne, -
ou plutét, le mot rectiligne n’ayant pas'de sens dans 'infinitési-
mal, que les positions ¢ et ¢ - 6¢ - &g appartiennent a une
méme trajectoire possible,. ayant des éléments différentiels du
premier et du deuxieme ordre continus en cette position. .

Nous préférerions 1'énoncé suivant, qui nous parait caractériser >
les liaisons s’exprimant par des équations linéaires homogenes
par rapport aux différentielles des paramétres et qui exprime
un fait concret.

Toute trajectoire tracée parmi les positions obtenues par tous
les déplacements infinitésimaux possibles partir d'une position
quelconqgue est une trajectoire ]}ossiblg.

Mouvement d’un point matériel. — Un point assujetti a rester
sur une surface fixe et soustrait a toute autre influence, parcourt

Ce cas est COIIIpI‘lS dans celui ot les coordonnees z, y, = du
point somt soumises a une équation différentielle linéaire. -

Adx + Bdy 4 Cdz =

mtegrable ounon.
La loi du mouvement est toujours représentée, en coordonnees

rectangulaires, par la- formule

d?x n
e T g dt" -3y dt2 0% =0,

3z, 3y, 8z représentant les variations des coordonnées z, y, z du
point dans un déplacement virtuel quelconque compatlble avec
les liaisons. :

‘Cette formule exprime que la direction de l’accélération est:
pour toute posmon, rectangulalre avec tous les deplacemeﬂts
v1rtuels C ‘ “

‘Comme dailleurs Iaccélération est toujours contenue dans le
~plan osculateur de la. traject01re, celle-ci se trouve: determmee ‘
par la eondition que son plan osculateur: contienne, en chaque ~
pomt, la. normale a lelement superﬁmel det@rmlne par tous les ;
deplacements virtuels rel‘a’ufs ace pomt gl nel E

1 \ . ‘
AT P PR -
PR 6 BIE L i el Vi e Tewt
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Les trajectoires ainsi déterminées, trés analogues aux géodési-
ques d’une surface, jouissent comme celles-ci de la propriété
d’avoir, en chacun de leurs points, une courbure moindre que les
trajectoires qui leur sont tangentes en ce point.

Nous les appellerons, pour cette raison,'ktrajectoires de moindre
courbure,traduisantainsil’expression de Hertz : geradeste Bahnen.

Hertz réserve le nom de géodésique aux trajectoires détermi-
nées par la condition que la longueur entre deux de leurs points
présente une variation nulle, quand on passe a une trajectoire
infiniment voisine réunissant ces deux mémes points.

Toute ligne de moindre courbure est évidemment une géodé-
sique ; mais la réciproque n’est vraie que dansle cas ol 1’équa-
tion de condition est intégrable.

Car, dans le cas contraire, il passe par un point quelconque de
’'espace oo ! lignes de moindre courbure, et oo ? géodésiques,
puisque deux points quelconques de 1'espace déterminent au
moins une géodésique.

La loi du mouvement d’un point soumis & une condition de
espéce considérée peut done s’exprimer en disant que le point
décrit une ligne de moindre courbure avec une vitesse constante.

Systemes matériels & liaison., — Hertz les aborde directement.
Nous avons pensé qu’en rappelant les propriétés du mouvement
du point, nous simplifierions ’exposé de ce qui va suivre.

Nous désignerons par x, y, s les coordonnées d’un point quel-

conque du systéme, par m sa masse par ds la longueur d’un
élément de sa trajectoire.

Une trajectoire du systeme est l’ensemble des positions occu-
pées par le systeme dans un mouvement continu.
La longueur S d’une trajectoire est définie par la formule

| MdS? = X m(dx® + dy® + dz2) = = mds?,
ol 'on pose ,
M==32m.

La pitesse V du systeme est définie par la formule

T représentant la force vive.
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- En indiquant p'ar des accents la dérivation par rapport a S,
on a, dans le cas ol la force vive est constante,

dx , dy , ds e
a Y . =YV =V
d>x X732 rdv 173 d? X2 d’z 1"\s
—E}é—:xvz,—]—x —Zl_i—:x Ve, —d_t:)';:y V2, 57 — z"V2.

- De la formule fondamentale, qui exprime la loi du mouve-
ment, ‘

- [ d%x d%y d?z
p —_— ~) —
3} m( S X -+ —3 Sy T ov) = o,

on déduira donec
= m (z"cx + y"dy + 2"8z) — o,

ox, Gy, 6z représentant un déplacement virtuel quelconque du
systeme. |

Cette derniére formule va nous permettre de déterminer les
éléments différentiels du second ordre de la trajectoire en fonc-
tion de ses éléments différentiels du premier ordre.

Nous avons admis que les équations de condition étaient de la

forme _
S (A’ 4-By' 4 Cz') = o.

En dérivant les premiers membres par rapport a S, on obtient
des équations égalant des expressions telles que Z(Ax" —+ By"
~+ CZ") a des fonctions des coordonnées z, y, z et de leurs élé-
ments différentiels du premier ordre, 2/, 3, 7/, de sorte que, si
nous considérons les trajectoires donnant lieu aux mémes valeurs
2’y y', 7/ pour les dérivées premiéres relatives a chacun des
points du systéme, ’on aura, pour les dérivées secondes, des
équations de condition de la forme

S (Adx” 4+ Bdy” 4 C8z") = o,

c’est-a-dire que les variations dz”, 0y”, 0z” seront soumises aux
mémes conditions que les variations ¢z, 0y, 0z.
La loi du mouvement pourra. denc étre exprimée par la for-

mule

Em (x"8x" 45" 8y" 7" 83") =o
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ou

’n( 22 _+_ynz_+_ ln)__.o.

Hertz appelle courbure d’une trajectoire la quantité ¢ définie
par la formule

Mc2=2Xm ("4 y"* + 3"%).

En outre, deux: traJectmres passant par une méme posmon y
sont dites fangentes, lorsque pour chacun des points du sys-
teme, les derwees 2y y', 5/ ont respectivement les mémes valeurs
dans les deux trajectoires, c’est-a-dire queA, dans deux trajectoires
tangentes, tout point matériel du systeme décrit deux trajec-
toires fangentes, et le rapport des vitesses est le méme pour
“tous les points du systeme. '

Moyennant ces définitions, la loi du mouvement peut é&tre
exprimée en disant qu'un systéme a liaison, soustrait a toute
autre influence, parcourt avec une vitesse constante une trajec-
toire de moindre courbure, en appelant, comme dans le cas du
pom’r trajectoire de momdre courbure une trajectoire qui pré-
sente, en chacune des positions qui la composent, une courbure
moindre que toutes les trajectoires possibles qui lui sont tan-
gentes en cette position. . |

Hertz, voulant faire un exposé didactique de la Mécanique
sans employer les principes ordinaires, pose cette loi comme un
principe expérimental en téte de la deuxieme partie de son livre.

Nous avons préféré déduire tout d’abord ladite loi des prin-
cipes-de d’Alembert et des travaux virtuels et montrer qulon est
ainsi conduit naturellement a la terminologie de Hertz, termino-
logie que nous allons maintenant brievement compléter.

Comme dans le cas du pomt on distingue les géodésiques des
trajectoires de moindre courbure, ces deux especes de trajectoires
se confondant, lorsque les équations de condition sont inté-
grables, c’est-a-dire lorsqu’il est possible de déterminer la posi-
tion du systéme au moyen d'un certain nombre de parametres
indépendants,

Les trajectoires rectilignes sont celles dont la courbure est
nulle, c¢’est-a-dire pour lesquelles on a
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ou encore dans lesquelles les divers points du systeme décrivent
des lignes droites, les espaces parcourus dans le méme temps
par tous les points étant proportionnels.

Deux positions déterminent uné trajectoire rectiligne, en
admettant bien entendu que les points matériels composant le
systéme ne soient soumis a aucune liaison.

La distance de deux positions est la longueur de la trajectoire
rectiligne réunissant les deux positions.

Cette distance R est donnée par la formule

MR2= % m [(2y— 2,) + (53— 7)* + (5 — 5,)2] = Zmr.

L’angle v de deux trajectoires rectlhgnes est deﬁnl par la for-
mule suivante

VS mr VI mr? cos w= % mrr' cos 8
ou ) ‘
MRR' cos w = X mrr' cosf.

On vérifiera que la courbure d’une trajectoire est égale au
rapport de 'angle de deux éléments infiniment voisins
gueur de 'arc correspondant.

On définit le parallélisme de deux trajectoires rectilignes par
la condition que leur angle soit nul.

[

la lon-

En d’autres termes, les droites décrites par un méme point
matériel dans les deux trajectoires sont paralleles.
On parvient ainsi a la notion de direction.

Deux directions sont rectangulaires quand leur angle est egal
Y w
qa —- :
2 =
La condition s’exprime, en désignant par a, 3, v et o/, ', v les
cosinus directeurs des déplacements du point de masse m dans

les deux trajectoires rectilignes, par la formule

Zm (o' + PP+ vy) =

Par une position quelconque passent «o®” ~?, trajectoires recti-
lignes rectangulaires avec une direction donnée.

La notion de quantité vectorielle comprend les notions de
direction et de longueur, c’est-a-dire s’applique a un ensemble
de vecteurs affectés chacun i un des points du systéeme.

Si u, v, w sont les composantes, suivant les axes de coordon-
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. nées, du vectéur affecté a un p'oinf de masse m appar’ten‘mf au
~systeme, la grandeur R dela quantlte vectorlelle est donnée p‘lI‘

la formule

MR2 =%m (w242} w’zj

L’ensemble des vecteurs qui. representent les V1tesses des dlﬂ'e-
rents pomts du - -systeme est une quantité vectorielle, dont la
grandeur V est donnée, d’apres la formule precedente par

. dx dy dz
\IVZl__Em[<dt) + <—d—t—> ,+<dt) ],

et coincide avec la valeur déja donnée de la- v1tesse |
Cette quantité vectorielle prend elle-méme le nom de vztesse
On définira de méme, sous le nom d’accélération, une quan-

tité vectorielle constituée par I’ensemble des vecteurs représen-
tant les accélérations des divers points.
‘La grandeur [ de I'accélération sera donnée par la formule

A2z \ 2 d2y \ 2 d2z \ 2
L)+ @)+ (=) ]

On appelle composante d’une quantité vectorielle suivant une

[\

direction donnée une quantité vectorielle ayant la direction don-
née et ayant pour grandeur la projection rectangulaire sur cette
direction de la quantité vectorielle, ¢’est-a-dire la grandeur de cette
derniére multipliée par le cosinus de 'angle des deux directions.
- En décomposant l’accélération de chacun des points du sys-
téme suivant la tangente a la trajectoire de ce point, on obtient
par cela méme la décomposition de I'accélération du systéme en
une composanie tangentielle f; et une composante normale f,.
On reconnait facilement que 'on a

- dx d2x A
f_y_ dt de_ 4V _ &S
E= MY — Tdt T de

fRE=r— )"-—c"V2 (')uf—*(:V‘2

en tenant compte des relations

d’x e AU J d\r d.') u V: V ‘ d;zz : | d\[
.dt2’—‘?v+“7§'>‘dt9—‘ ity prER -d—tg-:z”V2—|—z’:———

dt’
E\'m (xliz +_’)’I2+5’2) : , Hl7l( l ”'l"y, u+ ! u): 7
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La direction de la quantité vectorielle caractérisée par l'en-
semble des vecteurs 2", 3", z” peut étre assimilée a la direction
de la normale principale d’une courbe.

La composante normale de I'accélération est dirigée suivant
cette normale principale. |

11 est facile de voir que, dans le cas ol il n’existe pas d’autres
forces que celles dues aux liaisons, la loi du mouvement peut
étre exprimée a1n51 ‘

Dans toute posmon du systeme, la direction de Paccélération

est rectangulaire avec tous les déplacements pirtuels relatzﬁs a
cette position.

On peut encore dire :

Le mouvement naturel, dans le cas ot il n’existe pas d autres
' [orces que celles dues aux liaisons, est celui qui rend minimum la
grandeur de Uaccélération. :

I1 est entendu que les données du mouvement sont la position
du systeme, la .direction et la grandeur de la vitesse.

L’une quelconque des propositions ci-dessus suffit & détermi-
ner les éléments différentiels du second ordre des coordonnées
en fonction de ces coordonnées et de leurs éléments différentiels
du premier ordre, et par suite permet la mise en équation du
probléme du mouvement,

Supposons maintenant que la position du systeme soit déter-
minée au moyen d’un certain nombre de parameétres ou coordon-
NEéeS G,y -evy Gy

A partir d’une position du systéeme, faisons varier une coor-
donnée - g en laissant les autres constantes. La direction de la
trajectoire ainsi obtenue sera appelée la direction de la coordon-
née g pour la position considérée, '

Pour une position du systeme, la vitesse est completement
déterminée en- grandeur et en direction par ses composantes
suivant les directions des coordonnées, de méme que la vitesse
d’un point assujetti a se mouvoir sur une surface fixe est déter-
minée par ses composantes suivant les tangentes aux courbes de
coordonnées curvilignes choisies sur la 'surface.

Iln’en est pas de méme de l'accélération, lorsque le nombre

des coordonnees g est inférieur a 3n, n étant le nombre des pomts
materlels. LY
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S1i l'on de31gne par T ¢ expression de la’ force vive en fonction
des coordonnées g et-de leurs dérivées ¢’  par rapport au temps
on trouve, en appliquant les définitions données, que la compo-
sante f;smvant la coordonnée ¢ de lacceleratlon [ est donnée
par la formule

: d oT oT
M= 3¢ ~ 3
\ d AT . .., | y : :
ou le terme — — 3—,— est dd 4 la composante tangentielle de l'ac-

7 z 8 T “ .
célération et le terme 3, A sa composante normale.

La condition que Vaccélération doit étre rectangulaire avec
tous les déplacements virtuels du systeme s’écrira

S f; 8¢ = o,
| ou les 87 r‘eprése'ntent un déplacement virtuel. quelconque. .
Si les 3¢ sont arbitraires, la condition s’écrira

h d dr  .3T

fy =0 ou 3¢  9q

— o (r équations).

Si les 59 sont soumis a des équations de condition de la forme

S adg =0, 2b0g=0.....,4
on devra avoir
fq = Aa —!—}\, b+4.....
ou
d oT. oT , o
TS g ha-Ab—4..... (r equgtlox?s).

La terminologie de Hertz s’applique non moins heureusement
au cas ol le systeme est soumis a des forces. |
Ces forces déterminent une quantité vectorielle qui représentera,
par définition, la force appliquée au systeme matériel.

En demgnant par J la quantité vectorielle a laquelle a été donné
le nom d’accélération, I’équation générale -de la dynamique ex-
prime que la quantité vectorielle M — F est rectangulaire avec
tous les déplacements virtuels,le signe — indiquant une opération
sur les quantités vectorielles, dont la signification est évidente.
Cette quantité vectorielle peut étre appelée la contrainte (der
Zwang de Gauss), et I'on voit que le mouvement est déterminé
par la condition que la grandeur de la contrainte soit minimum,
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" .les mouvements comparés présentant, pour la position considé- §
‘rée, la méme vitesse en grandeur et en direction. '
-On voit que-lés propositions générales de la mécanique des

systemes a liaisons prennent, moyennant la termmologle de Hertz,

une forme partlcuherement simple.
I est Juste d’observer qu’une terminologie analogue, peut-étre
un peu moins heureuse, avait déja été exposée par Julius Keenig(*).

- DEUXIEME PARTIE

MECANIQUE DES SYSTEMES MATERIELS

Dans cette partie de son ouvrage, Hertz s’est proposé d’édi-
fier la Mécanique rationnelle, moyennant son hypothese et sa
terminologie, suivant une ordonnance parfaitemeﬁt logique

En fait il ne s’agit pas d’autre chose que de supprlmer la force
en tant (ue notion primordiale. |

Les notions d’espace, de temps et de masse étant supposées
acquises, les liaisons entre les masses étant supposées indépen-
dantes du temps et soumises aux restrictions déja indiquées,
Hertz appelle libre un- systéme matériel dont les liaisons sont
internes, ¢’est-a-dire n’intéressent que les positions relatives des
pomts du systeme, ou; “pl"us nettement, permettent tout dephce—
ment sans deformatlon du systeme.

Hertz pose a priori, comme loi-fondamentale de la Mécanique,
la loi du mouvement des systemes libres, savou‘ ;

Tout systéme libre décrit une tia]ectozre de moindre courbure
avec une yitesse corstante.

Par Hypothése tout Systéme non libre fait partie d'un systeme
libre, et son mouvement peut par conséquent, au moins théori-
quement ‘é&tre déterminé au moyen de laloi fondamentale.

Telle est l’economle generale de V’édifice log1que constrult par
Hertz.

Sa termlnologle lu1 a permls d’ exprlmer sous forme de 101

unlque les proprletes du mouvemerit des systemes libres.

(‘) JULIUS KCENIG Intezpretatzon der fundamental Glewhungen der Dynamzk
.Math. Annealen, 1888, t XXXI.
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Son hypothése sur la nature de la force, réduite a n’étre qu'une
manifestation du mouvement de masses perceptibles ou latentes,
lui permet de construire la Mécanique au moyen des seules no-
tions d’espace, de temps et de masse.

De laloi fondamentale Hertz déduit facilement, pour les sys-
temes libres, les equatlons de Lagrange ainsi que toutes les pro-
positions générales de la mécanique, y compris les prznczpes du
centre de graviié et des aires.

Tout systeme matériel dont le mouvement n’est pas régi par
laloi fondamentale, doit &tre considéré comme. 1ié a des masses
ne faisant pas partie du systeme.

Soient 9ir Gareeer G les paramétres du systeme partiel considéré
et P,y Pyye--s Ps, les parametres déterminant les pOSIthIlS des
autres masses du systeme total.

Une équation de liaison sera de la forme

. S Adg + SBdp=o.

Un cas particulierement simple est celul o les masses exté-
rieures au systéme ¢ restent fixes, c’est-a-dire ot dp=o.

Dans ce cas, les équations de condition expriment simplement
que ce éystém'e est soumis a des liaisons indépendantes du temps
et, quoique non libre, il aura son mouvement régi par la loi
fondamentale, ce qui devrait étre, puisque, en partant des prin-
cipes habituels de la Mécanique, nous avons établi une loi pour
tous les systémes a liaisons, libres ou non libres, sur lesquels ne
s'exerce aucune autre force que celles dues aux liaisons, le mot
force étant employé dans son sens habituel. |

Il n’est peut-&tre pas sans intérét de remarquer, notamment
pour la recherche de la signification des principes du centre de
gravité et des airés, que, dans tous les cas de la nature ou les
liaisons d’un systeme ne lui permettent pas tous les déplace-
ments sans déformation, l'on peut toujours lui adjoindré des
masses perceptibles, c¢’est-a-dire des corps solides, liquides ou
gazeux, telles que les liaisons deviennent internes.

Revenons au cas général.

Le terme d a la liaison considérée dans ’équation de Lflgr'mge
relative a la coordonnée ¢ sera de la forme 2A.

51 l'on regarde comme connu le mouvement des masses ne




264 COMBEBIAC

faisant pas partie du systéme partiel des ¢, le coeflicient X sera
déterminé de la maniére habituelle en se servant de lequatlon
de liaison, qui prend la forme
- *'Adg-+ Cdt = o,
en posant
| s %P _¢

dt ’
~etl’on voit facilement que le résultat concorde avec celui que
donne le principe de d’Alembert étendu au cas des llalsons dé-
pendantes du temps

Ainsi s’expliquerait la validité de ce dernier prmclpe

La notion de force. — Hertz, pour introduire la notion de force,
considere une sorte de liaison susceptible de s’exprimer par
I'égalité d'un ou plusieurs paramétres d’un autre s'ystéme. Cette
sorte de liaison est appelée par Hertz accouplement (Koppelung).

Si ¢ et p sont respectivement des parametres égaux des deux
systemes, lequatlon de condition ‘

g —=p ou 0q——8p:0

donnera naissance, dans les équations de Lagrange relatives res-
pectivement a g eta p, a des termes égaux et de signes contraires,
de sorte que, si Q estle terme dit a la liaison dans I’équation
relative a g et P le terme analogue dans ’équation relative a p,
on aura |

Q=-—-P

Nous voici parvenus au point vital de I'ouvrage de Hertz, a
I'introduction de la notion de force. |

Nous tombons en méme temps en pleine obscurité. Aussi
croyons-nous ne pouvoir mieux faire que de mettre sous les yeux
du lecteur une traduction littérale du texte méme, en suppri-
mant seulement les démonstrations ainsi que certaines considé-
‘rations étrangéres a la question qui nous occupe.

Derinition. — Soys la dénomination de force, nous entendons l'influence
~que l'un des deux systémes accouplés exerce surlautre en rajson de la loi
fondamentale, ‘

Constquence, — A chaque force correspond necessalrement une réaction
(Gegenkraft).,

Car., . . . .. 0L s
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REPRESENTATION ANALYTIQUE DE LA FORCE. — Nous pouvons et voulons
donc, en concordance avec la définition, poser que I'ensemble des quantités
P déterminées pour toutes les coordonnées: p doit constituer I'expression ana-
lytique de la force, que le systéme des p exerce sur le systeme des ¢. Les "
quantités P ou encore Q s’appellent les composantes de la force suivant les
coordonnées correspondantes p ou ¢, ou simplement les forces suivant ces
coordonnées. , ' '

Par cette détermination nous établissons la concordance avec la désigna-
tion actuelle de la mécanique, et la nécessité de réaliser cet accord justifie
suffisamment le choix que nous avons fait parmi plusieurs déterminations
possibles. '

ConstqQuence. — La force qu-’un systéme exerce sur un autre peut étre
considérée comme une quantité vectorielle relative au deuxiéme systéme,
dont les composantes suivant les coordonnées communes sont en général
différentes de zéro, dont les composantes suivant les coordonnées non com-
munes s’annulent, enfin dont les composantes suivant les directions qui ne
peuvent s’exprimer par les variations des coordonnées employées restent
indéterminées. '

Drvxiime constiQuence. — La force qu'un systéme exerce sur un autre
peut étre considérée aussi bien comme une quantité vectorielle relative au
premier systéme.

L’action et la réaction sont égales et opposées. On doit entendre par la
que leurs composantes, suivant chacune des coordonnées employées, sont
¢gales et opposées, et cela, que l'on consideére la force comme une quantité
vectorielle dans un ou dans l'autre systéme.

Car. . . . . L oL L e e

. . .

Remarque 1. — La proposition précédente correspond a la Lex tertia de
Newton et est dénommée le principe de la réaction. Pourtant son contenu
ne coincide pas complétement avec le contenu de cette troisieme loi, leur
rapport exact est le suivant : S .

La loi de Newton contient complétement notre proposition, suivant les
vucs de son auteur, comme le montrent les exemples mis a appui de la loi.
Mais la loi de Newton contient davantage. Du moins elle est généralement
appliquée aux actions a distance, c’est-a-dire aux forces qui s’exercent entre
deux corps n’ayant pas de coordonnées communes,

Mais notre mécanique ne connait pas de telles forces. C'est ainsi que,
pour que Ton puisse, par exemple, déduire de notre proposition la consé-
quence qu'une planéte attire le soleil avec une force égale a celle avec
laquelle elle est attirée par lui, il est nécessaire d’avoir des donndes plus
intimes sur la nature de la liaison existante entre les deux corps.

.REMARQUE 2. — On peut se demander si le surplus que présente le prin-
cipe de la réaction sur notre proposition peut figurer A juste titre parmi les
lois fondamentales de la Mécanique ou si, au contraire, la partie essentielle
et v‘alable en toute généralité de ce principe, ne consiste pas dans notre pro-
position. . N : . ‘ ‘

En ee qui concerne la forme, la portéc de la troisiéme loi, dans son appli-
citlon aux actions & distance, n’est pas clairement-exprimée, Car, si la force -
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et la réaction sont appliquées A des corps différents, ce que 'on entend par
direction opposée n’est pas net. C'est ce qui arrive, par exemple, lorsqu’il
s’agit de l'action réciproque entre deux éléments de courant. En ce qui con-
cerne le contenu, application du principe de la réaction aux actions & dis-
tance de la Mécanique habituelle, représente évidemment un fait d’expé-
rience dont l'exactitude dans tous les cas commence a devenir douteuse.
Ainsi on est presque convaincu que l'action réciproque entre deux particules
magnétisées en mouvement ne satisfait pas au principe dans tous les cas.

Des questions se présentent en foule que l'on voudrait poser
a Hertz.

Tout d’abord, quelle est la signification physique, s’il en existe
une, de cette sorte de liaison que Hertz appelle accouplemerit de
deux systemes et qu’il ne définit que par une propriété analy-
tique, savoir le fait d’avoir les coordonnées communes ?

Incidemment, a propos de la loi de I’égalité de l'action et de
la réaction, Hertz nous apprend a ce sujet que les actions a dis-
tance sont celles qui s’exercent entre deux corps n’ayant pas de
coordonnées communes et que sa mecamque ne connall pas de
telles forces. .

Quelle sorte d’incompatibilité Hertz concoit-il entre le fait
analytique d’avoir des coordonnées communes et le fait physique
de s’actionner a distance ? ‘ 7

Ce n’est pas que dans cette obscurité on n’apefgdivé 'idée
directrice.

Hertz songe évidemment a la théorie des systemes cycliques,
qu’il exposera tout a ’heure apres son génial créateur, Helmholtz,
et tout particulierement a la théorie cinétique de V'électrodyna-
mique de Maxwell.

L’image mécanique de Maxwell, encore qu’assez imprécise,
est pour Hertz le modéle de toute explication mécanique.

Or, dans cette théorie, on considére un systéme matériel hypo-
thétique, dont la force vive dépend des coordonnées des corps
perceptibles, ce qui revient a dire qu’il existe entre le systéme
hypothétique et les corps perceptibles une liaison consistant
dans le fait d’aveir des coordonnées communes (coordonnées
contrélables). |

‘C’est 1a que nous voyons l'origine de Iidée d accouplement, a
laquelle Hertz attache tant d’importance, qu'en dehors d’elle il
ne congoit pas la notion de force.
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11 semblerait, a le lire, que c’est grace a elle que 1'on retrouve
la loi de 'égalité de 'action et de la réaction ou tout au moins
ce qul doit la remplacer o ) '

Mais il n’en est rien. Car, ce que Hertz conserve de cette loi,
savoir le principe du centre de gravité et celui des’ alres résulte
immédiatement de son:hypothese prlmordlale que toutes les
forces sont des forces de liaison. :

En effet, les forces de liaison ont un travail nul dans tout
déplacement virtuel compatible avec ces liaisons, et en particu-
lier, quand il s’agit d’'un systéme libre, dans tout déplacement
sans déformation, ce qui constitue précisément la condition pour
que ces forces se fassent équilibre au sens que présente ce der-
nier mot dans la mécanique des corps indéformables.

Le postulat est au fond celui-ci : '

Nous ne saurions concevoir de liaisons ne permettant pas tous
les déplacements sans déformation de l'ensemble des masses
matérielles intéressées, de sorte que lexistence d’une liaison
empéchant un systeme matériel de se déplacer librement sans
déformation, exige toujours la présence de masses matérielles
étrangeéres au systeme. S |

Du reste, les forces de liaison peuvent toujours étre calculees
sans avoir recours a la loi de ’égalité de l'action et de la réac-
tion. Cette derniére loi devient donc compléetement inutile, si
Uon admet, aveec Hertz, qu’il n’existe que des forces de liaison.

J'ajoute qu’en étendant convenablement le postulat ci-dessus,
on peut démontrer, dans le cas de forces quelconques, les prin-
cipes du centre de gravité et des aires et, d'une fagcon générale,
calculer I'action exercée par un systéme. sur un autre, connais-
sant l’action exercée par le second sur le premier, ce qui constitue
en somme le role de la loi de I’égalité de I'action et de la réaction.

On conclura sans doute, avec .nous, que la manitre dont
Hertz introduit la notion de force, n’est pas pleinement satisfai-
sante. . ,

Du reste, I'arbitraire qui subs1ste dans la determmatwn de la
force quand on la définit, comme le fait Hertz, par certams -
termes des équations de Lagrange, ne saurait, croyons nous,
convenir a une notion qui, en dehors de toute theorle mecamque
s'impose si naturellement & notre esprit. . ‘
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N’y a-t-il pas quelque chose de plaisant 2 vouloir refuser le
droit d’existence a la notion de force, alers que, dans la pra-
tique, nous n’éprouvons aucune hésitation a déterminer la direc-
tion d’une force et & en mesurer la grandeur. |

Certaines, parmi les objections qui se présentent naturelle-
ment, quand il s’agit de définir (mais non de mesurer effective-
ment) la grandeur d’une force, ne se présentent-elles pas égale-
ment pour les notions les mieux établies ?

Considérons, par exemple, les notions associées de longueur
et de déplacement sans déformation, qui servent, peut-on dire, -
de base a la science tout entiere. |

. Si l’on essaie de définir ’égalité (ou la comparaison) de deux
longueurs, on est ramené a la notion de déplacement sans dé-
formation. Mais les savants n’ignorent pas qu’il n’existe pas de
corps se déplacant sans déformation. Pour les ignorants, au
contraire, il en existe un trés grand nombre, et ¢’est leur notion
grossiere de corps indéformable qui est la base de la Géomé-
trie, science pure par excellence pourtant, et qu'une analyse uu
peu subtile découvrirait au fond des conceptions physiques les
plus compliquées, notion simple a la vérité, non pas parce qu’elle
est obtenue par abstraction, ce qui n’est pas, mais parce qu’elle
est le résultat tout inconscient du premier regard que nous
jetons sur la nature.

La notion de force, comme celle de longueur, est essentielle-
ment subjective, et il est illusoire d’en chercher une définition
purement objective.

Mouvements cycligues. — L’étude des mouvements cycliques
est due aux idées qui ont conduit les physiciens a identifier cer-
taines énergies potentielles (chaleur, potentiel électrodynami-
que, etc.) a Pénergie cinétique.

Hertz termine son ouvrage par un exposé de la théorie des
systemes cycliques. Nous croyons, en raison de I'influence que
parait avoir eue cetie théorie dans la genese des idées de Hertz
sur la Mécanique, devoir en rappeler les principes.

Considérons un systeme matériel dont la position dépende de
coordonnées de deux sortes, g et p, celles-ci n’entrant dans l'ex-
pression de la force vive du systéme que par leurs dérivées, et
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les premiéres donnant lieu a une force vive neghgeable par rap-
port a la force vive correspondante aux secondes.

Les coordonnées ¢ sont appelées cycliques.

En somme, en écrivant la force vive

T="Tg+ Tgs+ Te»

on ne conserve que le dernier terme et on suppose en outre que

. , N 7 d
les coeflicients des carrés et des prodults des dern"ees—zl—t~ ne

dépendent que des coordonnées g. |

11 est clair qu'on ne saurait admettire en toute rigueur que les
dérivées des coordonnées ¢ n’entrent pas dans Pexpression géné-
rale de T. Mais on peut ne considérer que des mouvements dans
lesquels les termes contenant ces dérivées sont négligeables par
rapport aux termes ne contenant que les dérivées des coordon-
nées cycliques.

L’équation de Lagrange, pour une coordonnée g, sera de la-
forme .

T
T
et pour une coordonnée o,
d 9T
g

Supposons que le systeme cyclique soit accouplé a un systeme
par les parametres ¢, ¢’est-a-dire supposons que ces paramétres
g soient constamment égaux respectivement 4 des paramétres en
nombre égal du second systeme.

Le terme dii- au mouvement du systeme cycllque dans I'équa-
tion de Lagrange relative au parametre du nouveau systéme

r

. , , Y a.[‘ q T e .
considéré égal a g sera— P ou = et le travail dans un dépla-
7 ‘

cement de ce dernier systéme sera

T

, . . B N : . » ‘ -
expression-de T sera, dans deux cas intéressants, unique-
ment fonction des parametres ¢, savoir dans le cas ol les

Enseignement math. i3
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e, do . | o \ ‘
dérivées:—— =o' sont constantes, et dans le cas ol les quan-

at — %
tités ng sont constantes.. »
On a, dans le premier cas,
4% = dI,
et (Lans; le.second cas,
i | dt =—dT,

Dans le premier cas, le mouvement est dit isocyclique ; dans’
le second cas, il est dit adiabatique.
On a, dans ce dernier cas,

d oT

dt o9
¢’est-a-dire que la force exercée sur le systeme cyclique suivant
la coordonnnée v est nulle.

Le systeme est alors dit conservatzf

L’énergie cinétique T du systeme cyclique réprésente le poten-
tiel des forces exercées par ce systeme sur le systeme ayant pour
parametre g. | '

Les propriétés des systémes cycliques conduisent & des for-
mules intéressantes, qul ont suggere des théories mecanlques
de phénomeénes physiques.

Nous ne citerons que la propriété suivante :

Supposons que le systeme soit monocyclique, ¢'est-a-dire ne
~dépende que d’'une coordonnée cyclique o. |
Soit dQ le travail de la force cyclique, c’est-a-dire soit .

d 3T , _d 3T _ . . 3T

Q=T7 3¢ = ar o X U= d5r-

On a d’autre part
v L oT
D’ou |
d oF
dQ Er T\2 3T \ 2
T aT..dlog(—a?-) _dlog(a,),
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En posant
s '1‘
A
o9

on a

—_ ] - . : '
f T Bee

En admettant que la force vive T soit proportionnelle a la

-

température, on aurait la une expression de I'entropie.

Nous nous sommes propose de faire connaitre, dans ces quel-
ques pages, ce qm nous a paru unportant dans louvrage de-
Hertz, laissant au lecteur le soin' de faire les nmombreuses
reﬂexmns qu'inspirent le sujet dabord les idées de Hertz:
ensu1te : h - . '

" A titre de conclusion a notre étude, nous donnons I'apprécia-
tion suivante émise sur la théorie de Hertz, par M. Poincaré (%) :-

« Intéressante a coup sir, elle ne me satisfait pas entiere-
ment parce qu ‘elle fait la part trop gr‘mde a I'hypothese. » |

L] . . . . . e . . . - . . . . . - - . . L

« Néanmozins," par cela seul qu'il ést nouveau, ce mode d’expo-
sition est utile; il nous force A reﬂech1r a nous affranchir de’
vieilles associations d’ idées. Nous ne pouvons pas encore voir le’
monument tout entler . clest quelque chose d’en av01r une pers—-
pectlve nouvelle prlse d’un point de vue nouveau. »

G LOMBEBIAC (leoges)

. (") H. PoINcARE, loc. cit.
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