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BIBLIOGRAPHIE

ArBUuQuUERQUE (Joachim d’Azevedo). — Trigonometria plana de conformi-
dade com o programma official do ensino secundario e com 152 exercicios,
Un vol, in-8°, 202 p.; Imprensa portuguesa, Porto, 1901,

Ce manuel de Trigonométrie plane contient 'ensemble des matiéres figu-
rant dans la plupart des programmes d’enseignement secondaire. Son exposé
est clair, les définitions sont choisies avec beaucoup de soin et les divers
chdpltres sont accompagnés de nombreux exercices bien ordonnés. Sauf les
restrictions que nous allons faire quant & la marche suivie, il s’agit la d'un
bon manuel qul pourra étre employé avec succes dans les gymnases por-
tugais.

L’auteur répartit systématiquement les matiéres en deux partles : 79 fone-
tions trigonométriques ; 2° résolution des triangles. Il définit les fonctions
trigonométriques & 'aide de la notion de coordonnées rectangulaires, puis il
fait une étude approfondie de ces fonctions, de leurs relations fondamentales
et des formules d’addition. Cen’est qu'aprés avoir épuisé I'étude élémentaire
des fonctions trigonométriques que I'auteur aborde la résolution des triangles
et les applications classiques.

A cette répartition systématique qui convient & un enseignement s’adres-
sant & des éléves ayant été initiés aux problémes de la trigonométrie, nous
aurions préféré un ordre plus méthodique permettant de mettre en évidence,
dés le début, le véritable but de la trigonométrie, et qui consiste a faire une
premiére étude de la résolution des triangles, tout au moins des triangles
fectangles, immédiatement apreés les définitions des fonctions trigonomé-
triques. Nous engageons les professeurs qui sont appelés a utiliser ce manuel
a faire suivre les exercices du § 1 de quelques problémes numériques
empruntés a la résolution des triangles. Ces problémes leur permettront
non seulement d’insister sur le but de la trigonométrie, mais d’éveiller aussi
chez les éléves de l'intérét pour 1'étude qu’ils abordent.

Quant aux calculs numériques, 'auteur se sert encore des tables & sept
décimales, conformément aux programmes portugais. Nous ne doutons pas
que si I'auteur avait eu libre choix, il aurait donné la préférence aux tables
a cinq décimales, tables actuellement en usage dans la plupart des établisse-
ments secondaires. H. F.

P. Barearin. — Géométrie non euclidienne. Fascicule 15 de la Collec-
tion Scientia. C Naud, éditeur, Paris. Un volume in-8° de 8o pages ;
prix : 2 francs, '

L’ouvrage que vient de publier M. P. Barbarin est dlgne de remarque a
bien des points de vue. Que l'auteur ait bien exposé la partie de la science a
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laquelle il s’est attaché, c’est ce qu'onne saurait mettre en doute, étant donné
les efforts connus de longue date qu’il y a consacrés, les mémoires qu’il a
présentés & UAcadémie de Belgique et que la dite académie a appréciés de la
facon la plus honorable, surtout pour un professeur chargé d'un cours
absorbant. '

Mais ce n’est pas tant a I’exposition, méme trés claire, d'un grand nombre
de faits géométriques, qu’a visé M. Barbarin ; le cadre forcément restreint
des volumes de Scientia ne le lui permettant guére. Il a voulu surtout faire
une ceuvre philosophique en montrant rapidement et élégamment la solidité
et 'admirable harmonie de la géométrie euclidienne appuyée sur le postu-
latum d’Euclide et la non moins grande solidité et harmonie des géométries'
plus générales appuyées sur des postulats plus généraux. :

A mon humble avis, ¢’est ainsi, en effet, qu'un esprit sain doit comprendre
les choses. Depuis 1or1g1ne de 1espece humaine, les croyances des hommes
ont été des dogmes avec leurs consequenceb plus ou moins logiques; je dis
plus ou moins, car les hommes n’ont pas toujours su raisonner loglquement
et rigoureusement, méme avec des points de départ donnés. Je crois méme
que beaucoup ne savent pas encore le faire & Pheure actuelle. Mais, comme
les grands geometres dont la science nous conserve les noms ont été de
bons logiciens, il s’impose au moins autant d’examiner les postulats franche-
ment dogmatiques sur lesquelsils se sont appuyés que d’en chercher unique-
ment de nouvelles conséquences.

L’examen du postulatum d’Euclide, montre en lui un fait que notre con-
ception de I'Univers et nos sens grOSsiers nous font accepter comme vrai et
méme comme absolument neceesalre dans la pratique vulgalre des étres géo-
metmques

Mais, en dépit de ce que dit M. Pietzker dans le précédent fascicule de
cette présente publication, je crois que la conception de I'Univers peut varier
d'un individu & un autre, tout comme varie également de 'un a autre
le rapport des crédits que nous accordons respectivement aux témoignages
de notre intelligence et aux témoignages matériels de nos sens.

. Ce rapport, nul chez la brute et trés faible chez un esprit peu cultivé,
prend au contraire une valeur trés grande chez le philosophe, pour en pren-
dre une infinie chez le métaphysicien. :
* Et méme si l'on pouvait prendre texte de la forme tangible de I'espace.
pour établir le postulatum d’Euclide, rien n’empécherait, comme I’a montré
M. Poincaré, de concevoir des étres intelligents vivant dans des conditions:
physiques différentes des notres et telles que le fameux postulatum. soit
manifestement faux pour eux. ~

A Euclide, lui-méme, comme le dit M. Barbarin, revient la gloire d’avoir:
mis en évidence les postulats en nombre strictement minimum nécessaire &
Dédification de ’admirable géométrie qui porte son nom, mais le ‘géomeétre’
était trop grand et voyalt trop loin pour s 1mag1ner condenser en quelques
hgnes de la vérité absolue; il demande qu on les lui accorde sans ajouter
aucune formule d’ anatheme destinée a qui ne les lui accorderait pas.

- L’ceuvre, encore debout présque intacte aprés deux mille ans, est eternelle
In'y a pas de contradicteurs ‘de la géométrie euclidienne ; 11 y a eu seule-

ment des savants comme Lobatchewsky et Riemann qui ont travaillé, a
lexemple d’Euclide, en admettant des postulats différents. o

. Et comme ces "deux dermers etalent ‘aussi d’ adm1rables loglclens et que
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leurs démonstrations sont incontestables, pourquoi leur contester une g101re
qui est’exactement de méme nature que celle d’Euclide ? '

Quant a savoir'si ce sont les postulats d’Euclide, ceux de Lobatchewsky,
ceux de Riemann ou d’autres qui sont vrais, & quoi bon discuter. Est-il de la
nature de 'homme de posséder des vérités absolues. A défaut de choses
vraies, la science nous donnera des choses commodes et nous. ne pouvons
pas, je crois, pretendre a plus. '

-

Apres ces hgnes, destmees a me‘rtre en ev1dence I'extréme intérét de la

géométrie non euchdlenne examinons un peu le livre ‘méme de M. Bar-
barin.’
- Aprés un premier ChapltI‘P de considérations générales et hlstorlques
Pauteur met bien en évidence les postulats admis par Euclide et notamment
trois tels que, si l'on en abandonne un des deux derniers, on est conduit
immédiatement aux géométries lobatchewskienne et riemannienne..

En admettant les trois ensemble, on retrouve la geometrle euclidienne.

Nous examinons ensuite les travaux de M. de Tilly qui cons1derent la dlS-
tance comme une des notions premieres et fondamentales.

Silon prend trois points dans un espace 4 une dimension, c’est-a- ~dire
trois pomts sur une ligne, il y a une relation bien simple entre les trois dis-
tances ainsi déterminées. Dans l'espace 4 deux dimensions, quatre points
déterminent six distances entre lesquelles il y a aussi une relation, encore
bien connue dans le cas o les quatre points sont sur un plan euchdlen Cest
celle qui lie les c6tés et les diagonales d’'un quadrilatére. -

" De meme, dans l'espace a trois dlmensmns 11 y a une relation entre Ies
dix dlstances de cinq points.

Sa complication croit, comme on voit, avec le nombre des dimensions de
I'espace. M. de Tilly 1a donnee d’'une maniére générale, que l'espace soit
supposé euclidien ou non.

En étudiant la géométrie generale dans le plan et dans lespace M. Bar-
barin, laisse toujours apercevoir nettement a c6té des théorémes généraux
les cas particuliers qui constituent ceux de la géométrie euclidienne.: Beau-
coup de proposmons de la géométrie usuelle qui, par exemple, me se econ-
servent pas lorsqu’on substitue des longueurs a des angles se conseryent
avec une symétrie parfaite en géométrie générale.

L’étude de la trigonométrie est également trés suggestive a ce. pomt de
vue. En trlgonometrle lobatchewskienne les fonctions hyperboliques s’intro-
duisent aussi naturellement que les fonctlons circulaires en tmgonometrlc
riemannienne,

La comparaison est tout & lavantage de Pexistence légitime des fonctlons
hyper‘bohques que l'on méconnait trop souvent pour faire usage de notatlons
exponentielles beaucoup plus compliquées. : .

L’auteur consacre ensuite trés indulgemment un chapltre aux contradm—
teurs de la géométrie non euclidienne. ,

Jai expliqué plus haut que les géométres non euclidiens n ‘étaient nullement
des contradicteurs de la géométrie euclidienne. Mais, chose bizarre, la geo—
métrie générale a rencontré chez certains euclidiens des contradicteurs et
méme des détracteurs qui rappellent tout & fait l'illustre chevalier Don Qui-
chotte combattant contre les moulins & vent, ne serait-ce que.-par. leur,.sm-
cérité.

* . B . 4
i Lo R PP R
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Lés objections de ces derniers sont; en général, des cercles vicieux ; ils
démontrent le postulatum d’Euclide en s’appuyant’ sur une de ses consé-
quences plus ou moins dissimulée. D’autres objections, que M. Barbarin est
encore bien bon de discuter, sont insoutenables tout de suite. Certains ont
ainsi, prétendu qu'un nombre abstrait pouvant déterminer une fraction
d’angle droit, et par suite, un triangle équilatéral du plan non euclidien, la
longueur égale au coté de ce triangle se trouvait déterminée sans con51dera-
tion d’unité de mesure. ‘

Ils n’ont pas vu, par malheur, qu'un plan, non euclidien donné avait un
certain paramétre propre qui intervenait comme donnée concréte.

Le dernier chapitre discute la forme geometrlque de notre univers. Nous
n’en savons i peu prés rien et pour nos sens gross1ers la géométrie eucli-
dienne semble étre celle qui est phjSlquement vraie,

Des observations astronomiques trés précises sont entreprises un peu par-
tout pour déterminer les coordonnées exactes des nébuleuses. Ce n’est peut-
étre que le jour ot Von connaitra d’une facon précise les rapports géomé-
triques des immenses distances de ces amas stellaires qu’'on pourra en déduire
quelque chose de précis sur la nature de 'espace.

Et si jamais il nous était révélé que cet espace ne soit pas euchdlen et que
la lumiére décrit des droites non-euclidiennes on sera dans l'alternative de
recourir & la géométrie générale ou de conserver la géométrie ordinaire en
admettant que la lumiére ne marche pas en ligne droite. Cette derniére facon
de procéder ne parait pas répugner a M. Poincaré.

- Une pareille discussion est oiseuse & I'heure actuelle et risque de le res-
ter longtemps encore. Esperons seulement que géométres et physiciens
sauront se mettre d’accord le jour ou elle deviendra plus positive.

A. Bunr (Paris).

Canror (Moritz), — Vorlesungen tiber Geschichte der Mathemauk
Dritter Band. Zweite Auflage. Fascicules 2 et 3 (1700-1758). B. G. Teub-
ner, Leipzig ({), tgor.

Comme le poéte, M. Moritz Cantor peut prononcer son Exegi monumen-
fum puisque ces deux fascicules terminent I'édition recensita et aucta de sa
magistrale histoire des mathématiques dont nous allons résumer rapidement
les derniéres pages. .

Aprés avoir discuté la question de priorité entre Leibniz et Newton, au
sujet de la découverte du calcul infinitésimal, V'auteur aborde l'ceuvre de
Jacques Bernouilli qu1 précisa les notions émises par Pascal et Fermat sur
les probabilités et qui mit entre les mains des mathématiciens le précieux
'‘instrument du calcul exponentiel, De son c¢6té Montmort, dans son Essai
sur les jeux de hasard, donna des formules pour la sommatlon de cer-
taines suites entre autres celle qui permet de représenter la somme de n
termes d’une série dont les différences finissent par s’annuler.

Notons éensuite les noms de ['aylor et d’Abraham de Maivre dont les tra-
vaux sont étudiés avec grand soin par l'érudit professeur de Heidelberg.

() Yoir L’Enseignement Mathématique, 111 année, no 1 (15 janvier 1gor) et ne 6
15 novembre. 1go1) pour le compte rendu des Volumes récédents, : '
) gor) p P p
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Puis c¢’est au tour du System of fluxions de Maclaurin, « un chef-d’ ceuvre »,
au dire de Lagrange. On remarque entre autres dans cet ouvrage la formule
au moyen de laquelle on développe une fonction quelconque selon les puls~
sances entiéres et croissantes de la variable. ‘

En plusieurs endroits des Vorlesungen sont relatées les importantes
découvertes d’Euler (x 707~ -1783) que sa Methodus inveniendi lineas curvas
(1744), son Introductio in Analysin infinitorum (1748) et ses Institutiones
calculi differentialis (1755) placent au tout premier rang. On lui doit la
solution générale du probléme des isopérimétres et la théorie des intégrales
dites « eulériennes ». Il imagina d’autre part l'identification des fonctions
circulaires et des fonctions exponentielles, apporta de multiples perfection-
nements a 'étude des séries et a celle des fonctions elliptiques en aperce-’
vant la comparabilité d'un arc d’hyperbole 4 la somme de deux arcs
d’ellipse. En établissant d’'une facon définitive. de nombreuses méthodes
générales, il rénova également la géométrie analytique (discussion de 'équa-
tion générale du second degré & 3 variables, formules de transformations
des coordonnées dans l'espace, clasmﬁcatlon des courbes géométriques en
ordres, classes et genres, etc.). Enfin Euler introduisit dans les formules
trigonométriques les abréviations dont nous nous servons aujourd’hui en
désignant les angles d'un triangle par A, B, C et les cotés opposés par les
lettres minuscules correspondantes «, b, c. Cette énumération ne donne du
reste qu'une bien faible idée de la prod1g1euse fécondité du savant qul selon
Vexpression de Lacroix « ne perdait pas un seul de ses calculs ».

Signalons au passage le Suisse Cramer dont 1'Introduction & lanalyse des
lignes courbes algébriques est aussi estimée que rare et le Francais Alexis
Clairaut qui, par la profondeur de ses recherches, contribua utilement au
progrés mathématique et dont les Eléments de Géométrie et dAloebre
demeurérent longtemps_classiques.

M. Moritz Cantor consacre son dernier chdpltre a dAlembert dont le
Traité de Dynamique fit « époque dans la mécanique ». On y rencontre, en
effet, une méthode générale permettant de ramener toutes les lois du mou-
vement & des questions d’équilibre. Il suffit d’exprimer que les forces qui
meuvent le systéine considéré équilibrent les forces qui déplaceraient les
particules de I'ensemble indépendamment les unes des autres et quelle que
soit la fagon dont s’opére la translation. Enfin dans ses huit volumes d’Opus-
cules mathématiques d’Alembert aborda nombre de sujets de science pure
ou d’astronomie. '

Jacques Boyer (Paris).

Claro Cornelio Dassen. — Metafisica de los conceptos fundamentales
(espacio, tiempo, cantidad, limite) y del analisis llamado infinitesimal.
Tesis para optar al titulo de Doctor en Ciencias Fisico-matematicas. Bue-
nos-Ayres, 1901,

La Mathématique est une science subjectlvo-obJectlve Elle puise de la
nature quelques uns de ses concepts; mais aussi elle se developpe, moyen-
nant une rigoureuse série de déductions, de quelques principes deloglque Son
but est d’établir la juste correspondance entre les données empiriques'et les
hypothéses idéales. Cela a fait la continuelle affaire des mathématiciens
parmi lesquels on compte beaucoup de métaphysiciens.
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- La thésé de M, Dassen vise notamment au cdté de la métaphysique. Ce
«c6té dé la science n’est-il pas ordinairement celui qui fait I'objet des mathé-
maticiens qui préférent enrichir leur science de nouveaux développements
que d’applications utiles réduites 4 la résolution de nouveaux problémes.

~La metaphquUe sort du cadre de la Mathemathue malgré que celle-ci
se nourrit des principes de celle-1a.

* La lutte de l'intelligence pour dévoiler les secrets de la nature s’est con-
linuée dés-avant Platon et Aristoteles, et malgré de si grands efforts nous en
avons appris trés peu de choses. L’entreprise de M. Dassen est donc dans
ce cas. Il veut notamment améliorer l'établissement des principes du calcul
infinitésimal,

L’infini échappe & nos intuitions ; nous ne pouvons le connaitre que d’une
maniére indirecte moyennant notre raison, et son étude s’est réduite a expli-
quer les antinomies qu’il offre dans beaucoup de résultats bizarres. Cela
arrive & presque toutes les questions métaphysiques qui n’ont pas un parfait
accord, et qui malgré cela-ont fait l'objet principal de Vintelligence
humaine. ' ' » ’

Il n’est pas surprenant que M. Dassen trouve un motif de critique des pre-
miers pas faits par Newton, Leibniz, Dalembert, Carnot, etc. et qu'’il
cherche les amelloratlons dues aux’ mathemat1c1ens modernes ' ‘

M. Dassen puise beaucoup de conséquences de I’ dligemeine Functionentheo-
rie de M. Du Bois-Reymond, dans sa controverse de Iidéaliste et de I'e mpi-
riste, adoptant la conclusion que les quantités du monde interne ne sont
pas. tOZL]OlH‘S mathématiques, mais quand elles le sont, elles sont linéaires,
d’aprés le sens de Du Bois- Reymond 11 fait le développement progressif de
I'idée de quantité mathématique, qui est comprlsevdans la bibliographie qui
forme les ouvrages d’Argand, Bellavitis, Grassmann, Hamilton, etc..

A Tempiriste et & l'idéaliste, M. Dassen ajoute I'idéaliste atomiste, qui
admet la moindre valeur ou atome, de la quantité, avant son annullement
1 expose, et crmque les dlverses acceptlons du concept dela limite mathé-
mathue I1 cite les améliorations dues & Hamilton, Grassmann, Dedekind,
Welerstrass sur les régles du calcul et distingue les fonctions avec deshmltes
connues, de celles ayant des limites hypothétiques, quoique existantes ; il
adopte la définition de Du Bois-Reymond et étudie son existence dans cer-
tains cas su1vant T'étude de cet analiste dans les vues idéaliste et empiriste,
pour s’occuper des fonctions convergentes et divergentes.

Les points de conyergence de diverses classes le conduisent auxpantaquws
et apanmquws de Du Bois-Reymond, au concept de dénombrement et a celui
du continuum,.

La bibliographie de cette théorie forme les ouvrages de Cantor, Grass-
mann, Weierstrass, Gauss_, Cauchy, Dini, Heine, Tannery, Du Bois-Rey-
mond, ete. :

La deusiéme partlc de louvrage de M. Dassen traite de lanalyse infinité-
szmale

" M. Dassen,’ part‘lsan de la théorie empiriste, qu1 raisonne toujours sur des
quantltes finies, combat la’' doctrine de l'idéaliste, sur les infiniment petits
des divers ordres

i I fait. consister. la métaphysique du calcul différentiel dans ce que nous
voyons dans les traités usuels, c¢’est-a-dirve, dans la substitution, dans un rap-
port des quantités par d’autres qui en différent respectivement de quantités
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infiniment petites par rapport aux quantités primitives. Il.juge 'ce point
résolu par les travaux de Duhamel, Freycinet et Du Bois-Reymond. En éli-
minant les infiniment petits d’ordre inférieur, les équations inexactes provi-
soirement deviendront a'la fin exactes par leur passage a la limite.

C’est un malentendu de M. Dassen que de rendre équivalent. le principe de
M. Cantor : que la puzssance du continu des nombres dans la droite, égale
celle du plan et de l'espace, a V'absurdité que le nombre des points existant
dans une droite égale ceyx du plan et de lespa,ce, ou sophlsme d apres
lexpression de M. Dassen. ‘ : :

Lorsqu’on étudie les puissances des ensembles non denombrables on peut
négliger sans inconvénient un ensemble dénombrable d’elements Les
ensembles dénombrables jouent par rapport aux autres, le méme réle que les
infiniment petits vis-a-vis des quantités finies (%).

L’ensemble de tous les nombres pairs a méme puzssance que I'ensemble
de tous les nombres entiers. L’ensemble des nombres palrs est une partie
de I'ensemble desnombres entiers et cependant a méme puissance que celui-
ci (3). L’ensemble de tous les nombres algébriques réels a méme puissance
que 'ensemble des nombres entiers positifs.

Puisqu’a chaque nombre du premier ensemble ont peut faire correspondre
un nombre et un seul du second, la partie serait donc égale au tout. Cette
objection repose sur une analogie inexacte. Le théoréme qui dit que la par-
tie est plus petite que le tout, n’est plus valable quand il s’agit des grandeurs
en nombre infini (3),

M. Dassen termine sa thése en exprimant les conditions qu’il faut remplir
pour que la science d’un objet soit exacte. Il s’occupe de la substitution des
objets idéaux aux objets réels, des données expérimentales, de lalogique qui
les combine, compare le role de 'expérience dans les sciences exactes, dans
la Mathématique idéale, et termine en exprimant les bienfaits mutuels de
Vexpérience et de l'analyse.

Z . . pE GALDEANO.

Kirr (Mor.). — Grundlinien der politischen Arithmetik. Un vol. relié,
de 78 p. avec une table de 38 p.: prix : mk 3. — B.-G. Teubner, Leip-
zig, 190I.

Dans sa préface, l'auteur déclare que les ouvrages analogues publiés
jusqu’alors, lui semblent présenter deux inconvénients. D'une part ils sont
écrits bien plus pour le maitre que pour I’éléve; de 'autre ils embrassent
un champ dépassant de beaucoup ce qu'on peut faire dans les écoles; c’est
donc la ce qu’il a cherché a éviter.

Ce petit volume donne, sous une forme trés condensée, les notions d’al-
gebre financiére généralement ‘enseignées dans les écoles supérieures de
commerce (Handelsakademien) qui sont les suivantes : intéréts composés,
annuités, rentes, plans d’amortissements, rentes viagéres, assurances sur la-
vie,

() BorEL. Lecons sur la théorie des fonctions (p. 14).
() 1d. (p. 7).

(°) KuriN. Legons sur certaines questions de géometrie ¢lémentaire.
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i ‘M. Kitt suit une marche trés uniforme : bréve exposition du sujet, étude:
du probléeme théorique, applications pouvant donner lieu & des remarques
intéressantes; enfin exercices a résoudre. Tout en évitant les développe-
ments purement théoriques et les problémes par trop particuliers, il s’ef-
force pourtant d’étre aussi complet que possible. .

Ce petit manuel est accompagné d'une table contenant : I. Les loga-

. » t
rithmes de {1 4 anx

s ,de 1/4 p. 100 & 10 p. 100. — II. Les puissances 1

A bo des mémes nombres. — III. Un tableau des différentes tables de mor-
talité. — IV, Les tables fondamentales pour le calcul des rentes viagéres
et des assurances sur la vie, aux taux de 3 1/2 p. 100 et 4 p. 100.

En somme, cet ouvrage constitue un excellent manuel, pour tous ceux,
qui, sans vouloir les approfondir, désirent se mettre au courant des élé-
ments de la théorie des opérations financiéres.

Henri Duaime (Genéve),
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