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. CONSIDERATIONS

SUR LA NATURE DE L'ESPACE

LA QUESTION DE LA FORME DE L ESPACE

On sait que parmi les .propositions qui servent de base au sys-
teme de Géométrie parvenu de 'antiquité jusqu’a nous se trouve
celle-ci : Par un point il n€ peut étre tiré qu'une seule parallele &
une droite. Des essais tentés pour en prouver la nécessité intrin-
seque ont surgi certaines difficultés; ceci, nous le savons, a eu
pour conséquence d’amener & douter de cette nécessité, et a con-
sidérer une forme d’espace dans laquelle la propositioh susdite
n’est pas admise '

C’est ainsi qu’il s’est formé une branche trées étendue de
recherches mathématiques, que 'on nomme le plus habituelle-
ment Géométrie non-euclidienne, parce qu’elle s’écarte de
I'ceuvre d’Euclide en rejetant la proposition ci-dessus ('). On
emploie également les noms de Pangéométrie, Géométrie abso-
lue et Métagéométrie.

Les deux premiers indiquent que la nouvelle étude de 'espace
renferme comme cas particulier la Géométrie euclidienne ; le
troisieme trouve son explication en ce que la forme de I’Espace
non-euclidien sort de ’expérience a notre portée, en telle maniere
qu’il y a le méme rapport entre cet espace et la Géométrie pra-

(') On la désigne le plus souvent sous le nom de onziéme axiome d’Euclide. Elle
n'a été ajoutée au systéme que plus tard, pour remplacer le cinquiéme postulatum
établi d’abord par Euclide, et d’aprés lequel deux droites coupées par une troi-
siéme doivent se rencontrer nécessairement lorsqu’il 'y a entre leurs angles une

certaine relation. Cest effectivement la la forme. employée ultérieurement pour la
conception des paralléles d’Euclide. o
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tique que nous étudions, qu’entre la Métaphysique et la Physi-
que (). |

Cette branche des recherches geometrlques a continué a se
développer dans une double direction. On s’est efforcé en pre-
mier lieu de construire, a l’exemple du systérﬁe établi par Euclide
d’aprés la propoesition énoncée, un systeme également complet,
indépendant de cette proposition, mais dans lequel toutes les
autres hypotheses du systeme euclidien sont conservées.

Cette tache a été plus particulierement entreprise parles deux
Hongrois, W. et J. Bovvar et par le Russe N.-1. Losarscuewsky,
en suivant certaines conceptions que Gauss avait déja formulées.
Ils sont parvenus de la sorte a établir une geometrle ui non seu-
lement renferme la Géométrie euclidienne comme cas particu-
lier, mais qui se rapproche d’autant plus du systeme de cette Géo-
métric que le domaine dans lequel les figures de I’espace sont
considérées a des dimensions plus restreintes, En conséquence
on doit se poser cette question :
~ L’espace posséde-t-il véritablement une forme dlﬁerente de
celle convenue dans le théoreme des paralléles euclidiennes, sans
que nous puissions avoir connaissance de cette déviation de la
forme euclidienne, en raison du peu d’étendue du domaine ouvert |
anotre expérience ?

En méme temps que 1'on procédait a cette construction de la
Géométrie non-euclidienne qui ne se sépare des hypotheses
transmises que dans la question des paralltles, et conserve, par
ailleurs, toutes les autres données fondamentales, on se prenait
aussl a mettre en question la nécessité absolue de ces principes
fondamentaux. Au premier abord, ce n’était que trés naturel, en
raison de toutes les tentatives faites pour prouver 'axiome des
paralléles d’Euclide. Car, au fond, toutes ces tentatives consis-
taient a essayer de reconnaitre dans cet axiome une conséquence
nécessaire des autres. En essayant de ramener 'axiome des paral-
leles a ces hypotheses de la Géométrie euclidienne, on se trouvait
naturellement conduit a se demander si ces hypotheses étaient
bien, comme on le croyait, des conceptions nécessaires.

* () Quoique’ le nom de Metaphy51que n’elit autrefois qu’une signification pure-
ment externe, rien n’est changé ala mgmﬁcatmn 1ntvrne quon lui donne commu-
nément au_]ould hui. :
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€ette recherche a toujours continué & prendre de T’extension;
on treuve un exposé résumé de son état actuel dans le mémoire
publié par M. D. Hirserr, a I’occasion de I'inauguration du
monument de Gauss-Weber & Geettingue; dans cet écrit qui a
pour titre : @zﬂundlagen der Geomeirze\ ) {Fondements de la Géo-
métrie), les axtomes sont divisés en cing groupes, et dans chaque
groupe il discute les conclusions de 1’abandon de tel ou tel
axiome. S .

Cette extension, que je voudrais signaler comme développe-
ment philosophique faisant contraste avec les opérations cons-
tructives de la Géométrie mon-euclidienne, a été favorisée par
une série de circonstances qui l'ont m’untenue en méme temps
dans une certaine voie.

BerTrAMI remarqua que les relatiens qui existent dans le sys-
teme de Bolyai et de Lobatschewsky montrent une grande ana-
logie avec celles qui existent sur les surfaces a courbure cons-
tante et négétive. Cecl conduisit a établir un systéme comparable
a ce qui se passe sur les surfaces a courbure constante et posi-
tive, et, par ainsi, a enrichir la Géométrie d'une forme nouvelle
d’espace, dans laquelle on abandonnait en méme temps deux
suppositions jugées jusque-la indispensables : 'impossibilité pour
deux droites de se couper en plus d’un point, et ’étendue infinie
de D'espace. | |

La mesure toujours croissante dans laquelle la validité des
apergus géométriques arrivés jusqu'a nous a été soumise a un
examen critique, a eu pour résultat de résumer toute la discus-
sion dans la question importante de savoir quelles sont, dans
notre science géométrique, la part de l'expérience d’un cété,
celle de la nécessité logique de Dautre; et cette appréciation,
que cela seul est logiquement nécessaire qui peut s’exprimer par
une formule mathématique, a gagné de plus en plus en autorité.
Quant a la direction dans 1aquelle toute la recherche a continué
a se développer, elle s’est précisée dans cette idée qui ne veut
apercevoir derriére le changement des ﬁgures géométriques que
B 12 personnification visible de la transformation algébrique.

(") B. G. Teusner, Leipzig, 1899. — l‘radmt en francais par M. LAUGEL Ann de
VEcole Normale, t. XVII, 1900. (LA REDACTION.)
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~

,‘ Arrivées & ce point, les études ne se sont pas bornées a l'es-
pace a trois dimensions. Partant de ceci, que dans I’Algebre le
nombre des variétés d’expressions est illimité, on est parvenu a
ne considérer I'espace triplement étendu que comme cas parti-
culier d’un espace général ayant un nombre arbitraire de dimen-
sions; en ceci, comme presque partout ailleurs, on a suivi des
volies parcourues d'abord, ou du moins indiquées par Gauss.
Ainsi, dans nos recherches mathématiques, les choses en sont
1a :a coté de 'espace conforme aux suppositions de la Géométrie
euclidienne, et que l'expérience nous rend familier, on prend
encore en considération les différentes autres formes bossib]es'
de ‘l’e'space. Tout en conservant la plus grande partie des hypo-
theses euclidiennes, il reste toujours encore deux catégories de
formes d’espace qui, par la généralisation d'un apercu propre a
U'stude des surfaces, sont considérées comme espaces de cour-
bure positive et négative; entre ces deux formes, ’espace eucli-
dien, dont le signe caracterlsthue est la courbure de valeur zéro,
prépare la transition.

1T

LES PREUVES DE POSSIBILITE D' UNE FORME NON-EUCLIDIENNE
DE L’ESPACE

Tout en m’apprétant a soumettre a un examen critique les fon-
dements de I'espace considéré a la facon moderne, je voudrais
d’abord mettre en pleine lumiére les points de vue auxquels je
me place dans cet examen. Je ne méconnais €n aucune maniere
les progres que la recherche mathématique a faits, en ce sens
que chaque conclusion de la théorie a précisé la part revenant
aux différentes hypothéses du systeme géoméirique considéré
Le bénéfice que la recherche géométrique a, sans sortir du sys-
teme euclidien, retiré de son travail, nous est montré clairement
par un coup d’ceil jeté sur la Géométrie projective; tout en com-
blant les lacunes laissées par M. Vox Srtaupr, les recherches de
la Géométrie non-euclidienne ont fourni loccasmn de develop-
per utilement cette branche Je paié un trlbut d admiration a la -
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sagacité grice a laquelle moyenn'mt 'abandon de quelques hypo-f
theses du systeme euclidien, on a établi et fouillé jusque dans le
détail de nouvelles formes de l espflce congues sur une base plus
larae ' :
Mals je voudrais aussi établir en méme temps ce fait : la ques-
tion de savoir si l'une de ces hypotheses n’est pas ou n’est
qu'incomplétement compatible a une forme d’espace capflble
d’une existence réelle ne se décidera, ni par la discussion pure-
ment theonque des conclusmns provenant du doute émis sur la -
conception euclidienne, ni par I'étude détaillée des systemes qui
ont été établis en conservant une partie des axiomes d'Euclide.
Voici donc la question : Quelles conditions doit remplir une
forme d’espace pour quon puisse lui attribuer une réelle exis-
tence ? Clest & celle question seule, comme je le remarque ict
expressément, que s adresseront toutes mes discussions suivantes.
~ Que des domaines entiers de la Géométrie, comme par exem-
ple la Géométrie prOJectlve alent pu étre créés d’une facon entie-
rement indépendante de la concep’uon des paralleles euchdlennes
ceci naturellement ne prouve rien. Cette indépendance a I’ cgard
de ’axiome des paralleles et des propositions connexes, comme
celle de la somme des angles d'un triangle, n’est pas une nou-
veauté; D'étude dela congruence des triangles en offre aussi un
exemple depuis longtemps connu, mais cet exemple n’a jamais
ébranlé la croyance a la nécessité intrinseque de la théorie des
paralleles euclidiennes, croyance quis’est conservée pendant des
siecles jusqu’a nos jours,

‘En admettant méme que 'on ne soit pas parvenu jusqu’a pré-
sent a donner du Postulatum d’Euclide une démonstration
généralement reconnue et a Pabri de toute attaque, ceci n’est pas
un signe certain qu'une telle preuve soit absolumentimpossible,
et qu’il y ait lieu de concevoir un autre état de choses. L’Histoire
offre tfop d’exemples de recherches qui pendant longtemps ont
manqué leur but parce que de prime abord elles ont été engagées
sous une forme erronée ou | dans une fausse direction. Mais je
trouve beaucoup plusv extraordinaire que, malgré le manque d’une
base hors d’atteinte, la croyance a la justesse du systeme eucli-
dien n’ait eu aucune secousse pendant plus de deux mille ans.
SaccuErl méme, aux recherches récemment connues duquel les
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partisans de la théorie moderne de I’Espace ont eu recours, a
repoussé absolument tout doute sur la réelle. existence de la
"forme euclidienne.

L’existence du systeme admirablement établi par Borvar et
LoBarscHEWskY ne posséde pas non plus de preuve décisive. Si
des contradictions internes n’ont pas jusqu’a ce jour été relevées
dans ce systeme, on ne peut pas en conclure avec certitude que
de telles contradictions n’existent pas. Ici encore il se peut que la
-recherche de ces oppositions, griice a la direction peu convenable
qu’elle aurait prise dés I'origine, ait simplement passé a c6té des
‘points essentiels : C’est la meilleure garantie contre ces contra-
dictions, c’est-a-dire I’évidence pratique qui manque au sys-—
teme non-euclidien de Géométrie.

Pour cette raison, la recherche géométrique moderne a jugé
nécessaire de ne pas se contenter de cette base négative pour
justifier la théorie de I'espace non-euclidien; elle croit pouvoir
affirmer la possibilité de l'existence des formes nouvelles d’es-
pace par des raisons positives directes. L'une de ces preuves est
dans la signification géométrique que 'on accorde aux transfor-
mations algébriques. Je ferai expressément remarquer que la
transformation algébrique ne possede par elle-méme aucune
force probante ; aucun calcul du monde ne peut donner a lui seul
d’éclaircissement sur l'existence des relations de 'espace. En
tous les cas, on peut bien considérer les expressions algébriques
selon le sens attaché a chaque variété d’expressions comme
signe de différentes figures géométriques : point, ligne, surface,
etc,; mais quant a ce qui concerne la forme de ces figures, leurs
relations mutuelles, et leurs positions relatives, surtout leurs
rapports angulaires, aucune considération purement algébrique
-ou analytique ne peut jamais donner le moindre éclaircisse-
ment, Tous ces faits ne doivent provenir que d’une source exté-
rieure, et le raisonnement algébrique ne peut recevoir une
‘certaine interprétation géométrique qu’en employant une série
de moyens qu’il n’offre pas par lui-méme. Il est clair que pour
cette interprétation le critérium qui s’attache a.la preuve algé-
brique ne peut plus étre invoqué.

- Et maintenant, prenons 'interprétation courante; les exemples
m-apres mettront en évidence sa forme arbitraire.
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Le premier de ces exemples concerne une forme d’espace qui
ne se contente pas de rejeter 'axiome des paralleles d’Euclide;
mais qui introduit des relations toutes nouvelles. On y considere
les points d'une droite comme des figures de 'espace, comme les
éléments d’un groupe de grandeurs sé ramenant a eux-mémes
par la transformation 2/ == )z (*). En conséquence on a I'expres-

sion 1og — pour la distance de deux pomts I’arbitraire de

cette conceptmn est palpable.

Comme deuxieme exemple, je cite le calcul des distances, que
Hirserr donne dans son écrit déja cité (*); celui-ci a pour base
la représentation conforme de l'unité au moyen de deux seg-
ments (Strecken) OE et OE', choisis sans qu'on se préoccupe de
savoir s'ils possédent ou non, dans le sens ordinaire du mot,
une égale longueur. Ici encore il est a peine utile d’insister sur
ce que I'hypothése a d’arbitraire.

Si ces deux exemples ont un intérét seulement théorique, en
ce (ue les auteurs des conceptions que nous venons de citer ont
uniquement pour but de montrer les modifications qu’exige notre
pensée, par 'abandon de certaines hypotheses, dans la repré-
sentation de I'espace telle qu’elle nous est parvenue, Pappel a la
transformation algébrique par laquelle on doit justifier ’existence
du systeme de Bolyai et de Lobatchewsky a un intérét pratique
d’autant plus grand. Car c’est sur ce systeme que se concentre
particulierement 'attention quand il s’agit de la réalisation pra-
tique de la Géométrie non-euclidienne dans le sens étroit du
mot. '

Je puis également mentionner ici I'ouvrage précédemment cité
de HitserT ol il est dit (*) : « Qu'on se figure lespoints, droites et
plans de la Géométrie ordinaire, en tant qu’ils sont & U'intérieur-
d’une spheére solide, comme éléments constitutifs d’une Géométrie
de I'espace, et qu’on établisse les congruences de cette Géométirie
au moyen des transformations linéaires de la Géométrie usuelle
capables de ramener la sphere solide a elle-méme : on reconnait

(') ¥. KLein, Math. Annalen, IV, p. 583 ; voir PieTzKER, Zischr. [. math. und
natur. Unt., XXHI p. 81-106.

(*) D. HILBERT. Fondements de la Géomeétrie, § 24-30.
?) HiLBERT. Fondenients de la Géometrie, § 10, fin.
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par des deﬁmtlons appropmees que dans cette Géométrie « non-
euclidienne » plusieurs dxiomes euclidiens, sauf l’axiome des
paralleles sont valables; et comme la p0551b111te de la Géomé-
trie ordinaire est etabhe celle de la Géométrie non—euchdlenne
s’ensuit., » ‘

Les termes de cette citation : « On doit établir les congruénces
au moyen <des transformations », montrent clairement sa
grande falblesse on reconnait déja par la qu'en fin de compte
toute la dlSCUSSIOH ne porte que sur une conception 1mpr0pre a
laquelle manque la précision nécessaire.

Ceci devient encore plus lucide si I'on examine en détail 1'état
de la question, comme cela a été fait d’abord par Cavrey (*). Bien
entendu, les équations qui résultent de la entre les cotésetlesangles
d’un triangle reposent sur 'emploi des fonctions hyperboliques,
comme dans la Géométrie lobatschewskienne, mais les longueurs
de cotés et les grandeurs d’angles liées ensemble par de telles
équations ne représentent plus les grandeurs des cotés et angles
tels qu’ils se trouvent réellement dans ce triangle; ce sont de
nouvelles grandeurs qui ont un certain rapport avec ces gran-
deurs proprement dites, et leur sont substituées ; et cette substi-
tution n’est légitime que si, en accomplissant dans les grandeurs
substituées certaines opérations, les valeurs nouvelles qu'on leur
fait prendre ont entre elles un rapport égal a celui qu’avaient
auparaVant les grandeurs proprement dites. '

Il existe donc une certaine correspondance entre les grandeurs
proprement dites et celles qu'on met a leur place. Il va sans dire
que cette correspondance ne donne pas le droit d’identifier la
premiere classe de grandeurs avec la seconde ; mais ceci devient
encore plus clair lorsque 1'on représente cette transformation
‘par une projection. Il se trouve, par exemple, qu’a chaque angle
d’un triangle vient s’adjoindre un deuxiéme angle et que la
somme des angles adjoints qui correspondent aux angles du
triangle garde en effet une valeur inférieure a deux droits, ce qui
est conforme aux .enseignements de la Géométrie lobatschews-
kienne. Mais ces angles ne sont plus du tout ceux de la figure
dont il s’agit; ce ne sont pas davantage les angles d’un autre

" CAYLEY, On the non euclidean Geometry, Math. Ann., V, p. 630,




CONSIDERATIONS SUR LA NATURE DE L’ESPACE 85

triangle plan, ce sont plutét des angles n’appartenant pas méme
a une figure rectiligne.

Affirmer par de telles transformations la possibilité de I'exis-
tence de figures planes avec une forme d angle compatlble au
systeme de Lobatschewsky c’est emettre une assertion en l’air;
cette assertion ne serait prouvée que si 'on identifiait deux gran-
deurs distinctes; elle repose donec sur un developpement de la
notlon log1que d egahte contre 1eque1 toutés les objections éle-
vées jusqu’a présent au sujet de 'axiome des paralleles parais-
sent peu de chose. R

On a également voulu, pour prouver 'existence de la Géom é-
trie lobatschewskienne, faire appel a I'analogie que Beltrami,
éléjil cité, a reconnue entre cette Géométrie et les relations pré-
sentées par les surfaces de courbure constante et negatlve En
eﬁbt cette analogle est parfalte si on attribue aux plus courts
chemins tracés sur ces surfaces le rdle qui incombe aux droites
sur le plan euclidien. Mais si l'on en tire cette conclusion que,
les relations intérieures étant les mémes dans les deux cas, et
qu’en outre sur les surfaces données la Géométrie euclidienne
étant valable jusqu'a la proposition des paralleles, 1'existence
d’une Géométrie indépendante de cette proposition serait prou-
vée, eh bien ! il faut absolument contester cette conclusion. Car il
n’est pas exact que la Géométrie a deux dimensions sur les sur-
faces de courbure constante négative soit entierement conforme
a toutes les suppositions de la Géométrie euclidienne déduction
faite de 'axiome des paralleles. '

Ceci est tout particulierement vrai au sujet de la droite dont
on n’a pas épuisé la notion en disant qu’elle représente la plus
courte distance de deux points. Souvent aussi, dans la Géométrie
de Bolyai comme dans I’euclidienne, la qualité fondamentale de
la droite employée de préférence est, comme nous l'expliquons
plus loin, celle d’é¢tre une ligne entitrement déterminée par
deux points, et d’aprés cela parfaitement retournable; cette qua-
lité ne prend naturellement toute sa valeur que si 'on envisage
aussi les. trois dimensions de I'espace, de sorte qué ’on com-
prend que Pon n’y avait pas egard quand on marqualt I’ analogle
entre le plan euclidien et la surface de Beltraml
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ITI

ETABLISSEMENT DE LA GEOMETRIE EUCLIDIENNE PAR LE PRINCIPE
DE LA DETERMINATION RI;]CIPROQUE AU MOYEN DE COORDONNEES

On peut en tous les cas établir que si des lacunes ont été repro-
chées jusqu’a présent aux essais des partisans de la forme eucli-
dienne de.l’espace, il n’y a pas moins de grandes faiblesses dans
les arguments par lesquels on a voulu mettre hors de doute I'im-
possibilité d’asseoir stirement la Géométrie euclidienne.

Conclusion : la question est toujours pendante, et I’on ne peut
a priori renoncer a prouver, par un nouvel essai, la possibilité
unique de la forme euclidienne. Un tel essai, pour avoir des
chances de réussite, doit satisfaire a une série d’exigences qui
surgissent du développement acquis par la discussion sur la ques-
tion de la possibilité de I'Espace. Il devra éviter les fautes qui
ont été avec raison reprochées jusqu’ici aux essais de preuve
entrepris dans 'un et l'autre sens, renoncer a 'emploi de cer-
taines idées impropres que la discussion sur la Géoméirie non-
euclidienne avait été amenée a utiliser; il ne sera pas moins
obligé d’écarter des notions tout a fait incapables de précision
absolue, comme par exemple celle de direction, admise par
quelques preuves de la conception euclidienne.

Cet essail de preuve doit ensuite satisfaire & la condition que le
domaine de 'espace considéré par lui posseéde une étendue finie,
cecl afin de prévenir des le début toutes les objections qui ont
été élevées, par exemple, contre la preuve de BerTrAND ,

En méme temps, la critique des raisonnements établis en
faveur de la Géométrie euclidienne indique de fagon claire et
positive la direction dans laquelle la recherche devra se tenir si
elle veut arriver a son but. Eile devra considérer avant tout,
comme des facteurs de la plus grande importance, le développe-
ment multiple de I'espace et 'inversion complete de la droite,
inversion qui n’a de sens que dans cet espace multiplement étendu
et partout homogene. : '

On peut satisfaire aux prescriptions négatives et posmves qu1
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viennent d’étre citées par une démonstration basee sur larepré-
sentation de I’espace de Lobatschewsky. Mais, parmi les innom-
brables possibilités qUe cette représentation de ’espace renferme
en sol se trouve aussilaforme euclidienne, et nous allons démon-
trer que les hypotheses fondamentales transportées du systeme
euclidien dans le systtme de Bolyai-Lobatschewsky ne peuvent
trouver leur compléte -réalisation que dans le cas unique de
cette forme.

Pour comprendre cette démonstration (*), établissons d’abord
quelques propositions, utiles a considérer, qui tantét s’appli-
quent généralement i la Géométrie de Bolyai, et par conséquent
f sont valables pour la Géométrie non-euclidienne comme pour
Ieuclidienne, tantét ont une forme différente selon que l'on
admet ou que l'on rejette la forme euclidienne de I'espace.

A coté des conditions de congruence des triangles, sont égale-
ment vraies dans les deux formes de I'espace les propositions
suivantes :

° Dans chaque triangle, le plus grand c6té est opposé au plus
grand angle, donc en particulier dans le triangle rectangle I'hy-
poténuse est le plus grand ¢6té. 2° Une droite perpendiculaire
sur deux autres droites sécantes est perpendicﬁlaire sur le plan
quelles déterminent. 3° Si une droite sécante a un plan est. per-
pendiculaire sur une droite de ce plan, sa projection orthogo-
nale sur le plan est aussi perpendiculaire sur la seconde droite.
4° Deux droites tombant dans deux plans et perpendiculaires &
la ligne d’intersection de ces plans au méme point forment quel
que soit ce point des angles de méme grandeur

La somme des angles des figures planes n’a une valeur déter-
minée qu’en Géométrie euclidienne, o1 la somme des angles du
triangle vaut deux droits, et celle du quadrilatére quatre droits.
Dans tout autre cas que celui de cette Géométrie, la somme des
angles du triangle reste inférieure & deux droits, et celle du
quadrilatere inférieure & quatre droits. D’apres cela, I'existence
d’un quadrilatere avec quatre angles droits séparés n’est p0551ble
que dans l’espace euclidien. ‘

() On trouve un developpement plus ample de cette idée dans le mémoire de

Pauteur : Die Gesialtunades Raumes (La foxme de lespace) Brunswick, O Salle,
11891 chap. 11, p. 18-29. , : -
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Commencons maintenant la demonstrahon proplement dlte,
en jetant un coup d'@il sur cette propuete dont jouit I'espace
euchdlen Une determmatlon entreprlse ddns cet espace au
moyen de coordonnées cartésiennes est entierement réversible.
En effet, quand on a OA=2z, OB=y represen‘mnt les coor-
données planes et 1ectangulalres dun point I; a en méme
temps de lautre coté, IB =z, TA = y; ces deux segments
(strecken) sont perpendiculaires I'un sur l'autre au point I et
peuvent déterinir;er le point O en partant de I. Cette seconde
détermination n’est que le pendant réciproque de celle par
laquelle le point I a été obtenu en partant de O. Cette récipro-
cité existe aussi quand on passe du plan a 'espace. Pour déter-
miner le point Q, ajoutons aux coordonnées précédentes la troi-
sieme coordonnée OC==z. En nommant K le quatrieme sommet
du rectangle formé par OA et OC, L celui du rectangle formé
par OB et OC, on voit qu'alors A, B et C sont les quatriemes
sommets de trois rectangles qui possédent le sommet commun Q,
et sont congruents respectivemeht des rectangles contigus en O
précédemment cités. La détermination du point O depuis Q est
donc aussi dans ce cas le pendant réciproque de la détermination
du point Q depuis O.

Aussitét qu’on renonce aux suppositions de la géométrie eucli-
dienne, la détermination qui vient d’étre décrite perd le carac-
tere de la réciprocité. En effet, en abaissant des points I du plan
zoy des perpendiculaire_s sur les axes de coordonnées passant
par O, dans tout autre cas que celui de la géométrie eucli-
dienne, non seulement ces perpendiculaires different dans leur
longuenr des segments (Strecken) OA et OB, mais encore, a
considérer leur inclinaison, on voit qu’elles ne forment ensemble
ni un angle droit, ni méme un angle de grandeur invariable pour
tous les points 1.

On ne parvient pas davantage a la réciprocité absente si l'on
fait concourir a la détermination du point I au moyen des coor-
données OA=z, OB =1y les lignes particulieres que I’on nomme
en géométrie lobatschewskienne équidistantes d'une droite. En
menant par le point A laligne de distance x a 'axe OY, et par le
point B la ligne de distance y a 1'axe OX, on trouve toujours
naturellement de cette maniére un point I bien déterminé, mais
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les axes de détermination qui se coupent en ‘ce point ne posse-
dent méme plus le caractére de lignes droites; en tous cas ces
axes ne sont pas égéux aux premiers axes de coordonnées: .

La forme parfaitement réguligre-de 1'espace qui est supposée
dans la géométrie de Lobatschewsky exige aussi pour l'espace
obéissant aux lois dé cette géométrie la possibﬂité d’une déter-
mination reéciproque aw moyen de coordonnées. Car 1l va de soi,
par la nature méme de cette détermination, qu’en établissant
la position du point Q d’aprés le point de départ O, se détermine
aussi d’elle-méme la position du point O vis-a-vis du point Q ;-
I'égalité de structure de P'espace, telle quil n’y a aucune diffé-
rence de position entre les points O et Q _ i
demande 1mpemeusement que cette réci- » %
procﬂ;e de posfuon s’ exprlme par la ré-.
elpromte de la détermination au moyen
de coordonnées. En effet, on peut satis- : A
faire a cette exigence, quand on reste dans Fig. 1.

le plan.

La maniére dont ceci est possible est indiquée par la figure
ci-dessus, dans laquelle sont tirés a partir de O deux axes per-
pendiculaires qui forment avec la ligne OI les angles )\ et p. Si
lon fait ensuite sur Ol au point I des ‘mgles égaux respeetlve-
ment aux precedents et occupant par rapport a eux des pOSItlons
alternes, on forme le quadrangle OAIB qui posséde des angles
droitsen O et I, tandis que les angles A et B ne sont droits que
dans le cas de la géométrie euclidienne, et dans les autres cas
sont aigus. Je désignerai par le nom de rectangloide une figure
de 'espece du qmdmngle OAIB et j qppelleral diagonale prin-
cipale la ligne qui joint les sommets des deux angles droits, et
Vautre diagonale, diagonale secondaire. Comme il est facile de le
voir, les triangles OIA et OIB sont congruents, donc IB = OA,
et IA = OB ;il en résulte alors que la diagonale secondaire doit
partager le quadrangle en deux triangles congruents, et qu'en-
suite les diagonales se coupent en leur milieu:

De cet état de choses on dedult pour déterminer le pomt Ia
partir de O le procédé suivant : _

Qu’on trace a partir de O deux drmtes perpendlculalres sur
lesquelleq on prend les segments OA = 2, OB — ¥, qu'on tire
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ensuite la droite AB et qu’on joigne son milieu a O, on obtient
le point I en prolongeant d’une longueur égale 4 elle-méme au
deld du milieu cette ligne de jonction. La construction est évi-
demment tout & fait retournable. . -

On voit que, pour 'établissement d’un systeme reclproque de
coordonnées dans le plan doublement étendu, il n’est pas néces-
saire de supposer Iaxiome euclidien de paralleles; en aban-
donnant cet axiome, il est parfaltement p0551ble d’ etabhr un tel

Z\ systeme.
Examinons maintenant la situation
que nous rencontrons, en employant
L Q@ ce mode de détermination pour 1es-

’ ”/,‘ Ry . . "
/Y Ryl pace a trois dimensions.
= - ’ b . L[]
=t S A cette fin, nous choisissons d’a-

i
/s e bord un point quelconque de cet
1

AN
\
S

nation ; par ce point,nommé O, nous

1
]
l‘ /
! L L1 espace comme origine de détermi-
, g
!
!
' 5
By

- tracons trois droites perpendiculaires

Fig. a chacune aux deux autres, et sur ces
1 -
droites, nous mesurons les segments

OA =2. OB=y, OC=

ou est situé le pomt de lespace déterminé par ces trois coor-

=z, la question se pose alors de savoir

~données.

Dés l’abord, il est clair que ce poinf sera le point d’inter-
section de trois plans passant, I’'un par le point A, le second par
le point B, le troisieme par le point C; mais ces déterminations
ne suffiraient pas pour déterminer assez la position de ces plans.
Donc, il estnécessaire de chercher une régle complémentaire et
aboutissant a une construction réciproque.

Dans la géométrie euclidienne la régle est la suivante : on y
construit les plans en question comme perpendiculaires aux
axes Oz, Oy, Oz. Mais dans notre cas, cette construction n’est
pas admissible dés 'abord, puisque nous ne supposons d’avance
que les hypotheses et les theoremes que connait aussi la théorie
lobatschewskienne,

Malgré cela, il est possible de parvénir a une régle suffisante
en considérant la hgure 2, qui nous montre les tr01s coordonnees
en questlon. ' ' '
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" Nous voyons en cette figure, les points I, K, L, qu'on obtient
en construisant les rectangloides OAIB, OAKC, OBLC. Le
point.I a les coordonnées 2 =0A, y—-—OB z=0; de méme
les coordonnées de K sont #=0A, y=0, A-——-—OC, celles du
point L sont # =0, y = 0B, z=0C.

- Aprescela, chcrchons la position du point dontles coordonnées
sont z=0A, y=0B, = 0C. Comme la régle que nous cher-
chons doit embrasser aussi le cas ou 'une ou l'autre des trois
coordonnées est égale a zéro, il faut que les plans passant par
les points A et B renferment encore le point I qui a les coordon-
nées x = 0A, y=0B, z=0. -

Pour la méme raison, il faut demander que le plan passant par
le point A renferme aussi le point K, que le plan passant par B
renferme également le point L, et enfin que le plan passant par G
passe par les deux points K et L. Nous arrivons ainsi a la régle
cherchée qui nous donne une détermination completement suffi-
sante pour la détermination des trois-plans en question; c’est la

suivante :

Pour trouver le point dont les coordonnées sont OA=ux,
OB =y, OC= 3, on construira les rectangloides OAIB, OAKC,
OBLC, puis on construira les trois plans .IAK, IBL, KCL, le
point d'intersection de ces trois plans est le point cherché.

Cette  construction résultant nécessairement de la construction
énoncée plus haut pour la surface doublement étendue, et, comme
celle-ci, ne supposant que les hypotheses de la théorie lobats-
chewskienne, ne rempliraitpas encore, souslaforme oinous venons |
de I'obtenir, la condition d’&tre réciproque; il faut la compléter
pour ce but. Comme nous nous en souvenons, le principe des
coordonnées réciproques aexigé que la construction parlaquelle le
point Q était déterminé vis-a-vis du point O, nous donnit une
détermination tout équivalente du point O en partant du point Q.

Le point O est le sommet commun des trois quadrilateres
OAIB, OAKC, OBLC, qui sont tous reclangloides ; au
point Q se rencontrent les quadrilateres QKLC, QIBL, QIAK;
pour que la construction soit réciproque, il faut que ces trois
quadrilatéres, dont la forme était jusque-la indéterminée,
soient congruents aux rectangloides OAIB, OAKC, OBLC, de
maniére que les points C, A, B, répondent aux points I, K, L.

—
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Par ezxemple I'angle KCL sera alors égal a langle AIB, mais
comme celui-ci est égal a langle AOB, que nous avons supposé
deés 'abord comme droit, 'angle KCL aura également la grandeur
d’un droit. Parmi les angles dont les cdtés partent des points O
et C, il y en aura donc quatre qui, en tous cas, se présentent
comme angles droits; outre les angles mentionnés tout a I’heure
AOB et KCL, ce seront les angles AOC et BOC ; quant aux angles
OCK et OCL, ils ne seront droits qu'au cas de la géométrie
euclidienne; en tout autre cas ces angles seront aigus. |

Il se trouvera alors toujours dans le voisinage du point C une
infinité de points jouissént de cette propriété, que le plan pas-

sant par un d’entre eux et perpend’iculaire a I’'axe OZ coupe CK

aussi bien que CL. |

Admettons qu’un tel point soit le point H de la figure 3; le
plan perpendiculaire 2 OO coupe les lignes CK et CL aux pomts
. K, et L,. Alors T'angle K, H L,, qui
4 : mesure, comme l'angle AOB, lincli-

' naison des plans AOC et BOC, d’apres

e la proposition énoncée plus haut sous

) . le n° 4, proposition admissible pour la
géométrie non-euclidienne aussi bien

B que pour la géométrie euclidienne, est
égal a I'angle AOB, et vaut un droit.

0 A . X - Mais comme l'angle K, CL, serait aussi

Fig. 3. droit, ’on aurait sur ’hypoténuse K, L,
deux triangles rectangles dont les hau—
teurs devralent avoir le méme pied G, en vertu de la proposition
citée plus haut sous le n° 3, commune aux géométries eucli-
dienne el non-euclidienne. '

Or, le triangle CHG est rectangle, et dans ce triangle CG est
plus longue que HG. Rabattons alors le triangle K, CL, surle
plan K, HL ; la figure 4 montre clairement que 'angle K, HL,
doit toujours étre plus grand que K, C, L, et que par conséquent
ces deux angles e peuvent pas étre en méme temps droits. En
acceptant une forme non-euclidienne d’espace on arrive ici 4 une
objection qui ne peut &tre levée autrement que si 'on suppose
droits les angles OCK et OCL, c’est-a-dire que si 1'on considére
les rectangloides comme des rectangles parfalts tels quils se
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présentent dans la seule geometrle euchdlenne on aur‘ut prouve

par la la p0551b111te unique de cette geometrle.

On parwent au méme but si I’on emploie les trois coordonnées
données non en méme temps, mais successivement, ‘Déterminons
dans le plan’ 2y, au moyen des coordonnées OA = x, OB = y,
le point I comme extrémité de la didgonale c, o
prmmpale du rectangloide OAIB, et combi-
nons ensuite cette diagonale principale Ol

avec la troisieme coordonnée OC = z per-
pendiculaire au plan 2y de facon a former Z 1
N T L I L
un rectangloide OIQC. Il est indispensable b Fie. 4 '
lg. B

que la position-du point Q soit indépendante

de Vordre dans lequel on a employé les trois coordonnées ; et
pour cela il faut par conséquent parvenir au méme point Q, si
I'on se sert, par exemple, au lieu du rectangloide OAIB formé
par x et y, de celui OAKC formé par = et z, et dont la diagonale
B principale se combinerait alors avec OB = y. Lci également l'on
démontre que l'angle KCL doit nécessairement étre égal & un
droit, et la cenclusion a en tirer est d’accord avec celle qui vient
d’étre présentée ci-dessus (). |

v

PROPRIETES FONDAMENTALES DE L ESPACE A TROIS DIMENSIONS

Dans le chapitre précédent, j’ai démontré d’une fagon évidente
I'impossibilité de chaque forme d’espace contraire aux supposi-
tions d'Euclide. Cette démonstration, qui ne considére que des .
grandeurs finies, se base uniquement sur les hypothéses que le
systeme de Bolyal et Lobatschewsky a empruntées au systeme de
géométrie euclidienne, En partant de ceci : qu’entre tous les
couples de points de 'espace il ‘existe toujours une détermina-
tion par coordonnées réciproques, je n’ai fait que tirer les con-

[0

séquences de trois hypotheses, a savoir : 1° que la structure de

Iespace est partout la méme; 2° que cet espace renferme cer-

(") Voir le développement de cette démonstration dans le travail cité : Die Ges- -
taltung des Raumes, p. 26-27. : ' R

Enseignement math, _ » 7
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laines lignes parfaitement déterminées par deux points et, par
conséquent, complétement retournables; 3° que tout point peut
étre déterminé en mesurant certains segments sur plusieurs
lignes de cette espece. Ces trois hypothéses ne conviennent
pas moins a la géométrie de Lobatschewsky qu’a celle d’Euclide.

On pourrait donc croire la question iranchée s’il était permis
de regarder ces hypothéses comme incontestables. Or, par un
coup d’ceil jeté sur le développement de la géométrie non-eucli-
dienne, l'on reconnait déja que ce n’est pas permis. Et méme,
il est inutile d'invoquer ce développement, car, dans la géomé-
trie euclidienne, .1’établissement d’'une définition de la ligne
droite partout acceptée a suscité déja béaucoup de difficultés. A
la définition de la ligne droite comme ligne parfaitement déter-
minée par deux points, on a eu raison d’objecter que cette défi-
nition est purement négative, aussi I’a-t-on souvent remplacée
par celle qui considere la droite comme le plus court chemin
entre deux points (*). .

Je crois, en vérité, que ¢ cette seconde définition est encore plus
contestable que la premiere, laquelle renferme, au fond, tous les
attributs que 'esprit accorde d’'une fagon innée a la droite. Tou-
tefois, les objections faites a la définition primitive exigent
impérieusement qu’elle soit corrigée par des attributs positifs,
et ceci ne pourra se faire que par une analyse de la nature
méme de I’ espace. ‘

Cette analyse differe beaucoup de Iargumentation usitée; dans
celle-ci, au lieu d’étudier ’espace méme, on part d'une série

(') HeLmHOLTZ, par exemple, est de cet avis, car il dit ceci dans un passage de
son mémoire Sur lorigine et la signification des axiomes géoméiriques : « Nous déter-
minons des droites par la trajectoire des rayons lumineux, trajectoire que lexpé-
rience nous donne comme rectiligne ; mais il se pourrait. que dans un espace ayant
une autre courbure, la lumiére se répandant dans un milieu réfringent partout
homogeéne suivit également le plus court chemin ».

Enréalité, les faits sont contraires & l'idée de HeLmmoLTz. Nous ne pouvons pas
le moins du monde expeumenter la direction rectiligne des rayons lumineux qui
ne sont pas saisissables, nous jugeons plutét cette direction en examinant si les
points qu’elle renferme’ paraissent se superposer & nos yeux ; nous admettons
a priort que le chemin du rayon lumineux est droit, mais cette supposition n’est
point le résultat d’'une expérience, elle précéde au contraire toute expérience qui
sans cela serait impossible. Son origine réside dans la propriété de la droite d’étre
déterminée par deux de ses points. Nous croyons rectiligne le rayon lumineux
allant du point A vers le point B parce que la ligne droite AB est la seule ligne
" assez bien déterminée par les deux points.
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d’axiomes, et ’on juge une partie d’entre eux admissibles d’apres
le 'degré ou ils se laissent démontrer comme conséquence de
l'autre partie. Les axiomes isolés ne constituent pas la notion de
I'espace, notion dont chaque axiome ne représente qu'un c6té;
et, en s’abimant dans la considération des axiomes isolés, on
risque de perdre de vue I'idée méme de cet espace.

C’est a cette 1dée 'qué je veux maintenant revenir, et j’exami-
nerai dés l'abord jusqu’a quel point 'on peut regarder comme
conceptions nécessaires les bases de la démonstration donnée au
chapitre précédent.

En analysant I'idée de I’espace d’aprés le sens dans lequel elle
a 6été partout et pendant tous les siécles interprétée sans contra-
diction, je définis I’espace comme une variété intuitive, partout
homogeéne, a dimensions multiples, ¢’est-a-dire comme l’en-
semble d'éléments dont chacun est déterminé par un certain
nombre de grandeurs variables indépendantes- les unes des
autres, nombre & examiner plus tard.

Nulle part, je crois, on ne saurait contredire cette analyse de
la notion d’espace, mais la grande autorité d’HeLmuroLrz me force
a dire quelques mots sur I’hypothése d’un espace qui n’aurait
pas partout méme structure. Helmholtz dit que deux figures
qui, juxtaposées, se manifestent comme égales, peuvent éprou-
ver en se déplacant des déformations ou changements. En discu-
tant ce cas, il ne remarque pas qu’il faut avoir la notion d’égalité
avant que ’en puisse concevoir celle de changement, et qu’une
égalité dans ’espace ne peut se constater qu’en considérant a la
fois divers lieux de cet espace; une chose ne peut jamais se com-
parer a elle-méme.

2
I'autre écarterait la notion d’égalité du domaine de la géométrie,
qui cesserait alors d’étre une branche des mathématiques. On
sait le role que cette notion joue dans toutes les mathématiques,
role si essentiel qu’elle constitue la forme méme des theses dont
on se sert presque partout dans cette science. Il est d’une haute
importance que la formule exprimant le contenu des théoremes

de mathématiques se présente presque toujours comme une
équation. |

L’hypothése d’une forme d’espace changeant d'un lieu &

La structure parfaitement homogéne de 'espace est donc une




96 ” . FR. PIETZKER

de ses qualités essentielles.Cet'espace apparait comme ensemble
d’une (oule d’éléments déterminés par les différentes valeurs des
grandeurs variables sus-énoncées. Si 'on donne a chacune de
ces variables wune valeur parfaitement déterminée, on obtient
’élément appelé point; 'ensemble de tous les points obtenus en
faisant varier une seule des grandeurs est la ligne, I'ensemble de
tous les points qui ne different les uns des autres que par les
valeurs de deux grandeurs est la surface (plan).

En raison de la structure partout égale de espace, 'établis-
sement de ces valeurs doit avoir lieu de la méme fagon, quel que
soit le point d’ott Ton part; il est donc permis de choisir ce
point, qui est origine de la détermination, d’une maniére arbi-
traire, et les valeurs mesurées a partir de cette origine pour
déterminer un autre point, sont les coordonnées de ce point.

Je renvoie, comme je 1'ai déja annoncé, au chapitre suivant
'examen du nombre de ces coordonnées, et je vais discuter
d’abord Vaspect de 1'espace a trois dimensions, le seul qui nous
soit réellement connu. En cet espace, tout point sera déterminé
par les trois coordonnées que nous désignons par les lettres
2, y, 5. Sinous les faisons varier en les soumettant a deux rela-
tions, nous avons une ligne, et, de toutes les lignes ainsi obte-
nues, il y a une espéce particuliere qui porte le nom de droite.
Nous arrivons & la notion de droite par la considération sui-
vante.

Fixant la coordonnée z, donnons toutes les valeurs possibles
ax et a y, et appelons surface x y la surface résultant de cette
opération. Supposons maintenant qu’il y ait une équation entre
les coordonnées x et y, ceci nous permettra de ramener ces deux
variables a une seule dont les différentes valeurs détermineront
une série continuelle de points, c’est-a-dire une ligne. Chacun
de ces points sera donc déterminé par une variable unique jouant
le role d’une nouvelle coordonnée : en ceci, la coordonnée z ne
participe en rien. Donc, a cause de l'indépendance mutuelle qu1
existe entre les trois coordonnees, z, ne dépendant ni de x ni
de y, ne dépend pas dav'lntage du résultat de la combinaison
de z et y faite sans son concours.

(/onsequence Toutes les 11gnes que ’on obtlent en faisant varier
seulement z et en gardmt des valeurs constantes A # et & y ont
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le méme rapport a chacune des lignes résultant de la variation
de z et y tandis que z est invariable; dans l'espace intuitif, ce
rapport entre deux éléments est ce qu’on nomme traditionnelle-
ment la position d’'un élément vis-a-vis de l’autre, donc, on peut
échanger entre elles toutes les lignes qui proviennent de la seule
variation des coordonnées x et y sans altérer leur l‘appoxt a la
coordonnée z. \ ‘ ,

C’est-a-dire : abstraction faite de ce rapport, la surface z y
est mobile sur elle-méme, et, comme cette qualité convient i
chacune des surfaces obtenues en faisant varier la coordonnée z,
on a le droit de dire : On peut faire mouvoir sur lui-méme les-
pace a trois dimensions, en sorte quil y a dans ce mouvement
une ligne immobile. Cette ligne, ayant précisément la propriété
qui caractérise la droite & la {ois dans la géométrie d’Huclide et
celle de Lobatschewsky, sera I'axe des coordonnées z. Or, dans
I'espace considéré, qui a partout méme structure, le choix de cet
axe est absolument arbitraire; disons donc : Dans l'espace a
trois dimensions, on peut tracer par chaque point une infinité de
lignes répondant a la notion de droite telle qu’elle a toujours été
reconnue dans la géométrie. L’existence de ces droites est une
conséquence nécessaire de l'indépendance mutuelle des gran-
deurs fondamentales fixant les points de notre espace.

Reconnaissons la nature de la surface qui contient tous les
points pour lesquels x et y, par exemple, sont variables, tandis
que z est invariable. Si, gardant 2 'une des premleres coordon-
nées une méme valeur constante, nous f(aisons varier l'autre,
nous avons une droife, puisque la troisieme coordonnée est aussi
constante ; donc, en toute sa longueur, cette droite appartient a
la surface en question, et cette surface, déja nommée la sur-
face zy, a précisément la qualité par laquelle on définit ordi-
nairement le plan, autant dans la geometrle d’Euclide que dans
celle de Lobatschewsky. |

On voit également qu’il y a un nombre infini de tels plans,
puisque le choix des coordonnées z et y est parfaitement arbi-
traire, et qu’en vertu de la structure partout homogene de l'es-
pace, ces pl‘lns sont tous congruents enire eux et composés de
partles congruentes entre elles.

Nous sommes arrivés aux deux notions de d101te et de plan,
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qui dépendent I'une de l'autre, par ia méme argumentation, et il
nous a sufli pour cela de combiner trois principes fort simples,
savoir : l'espace est intuitif, partout homogéne, et les mesures
qui déterminent ses divers points sont indépendantes les unes
-des autres; nous avons fait appel également au rapport qui existe
entre les trois dimensions de 'espace, et, en particulier, ce n’est
qu’en quittant la surface a deux dimensions et considérant la troi-
sieme coordonnée que nous avons vu se dévoiler a nos yeux la
nature de la droite,

Je rappelle maintenant le raisonnement donné au précédent
chapitre : j’y ai démontré que la géométrie euclidienne seule
est en état de remplir les exigences du principe de détermina-
tion de coordonnées réciproques. Si une telle détermination est
possible, comme 'on s’en souvient, dans le plan a deux dimen-
sions, méme sans 'emploi des paralleles euclidiennes, ceci ne
peut plus s’admettre dés que l'on fait intervenir la troisieme
-dimension de I'espace. , _

Le role important joué dans cette argumentation autant que
dans les considérations exposées ci-dessus par la troisieme
dimension fait espérer la possibilité de démontrer 1'existence des
paralleles euclidiennes d’une facon plus simple, en n’utilisant
que les moyens grace auxquels j’ai réussi a faire surgir la notion
de droite, c¢’est-a-dire surtout l’indépendance mutuelle des trois
coordonnées, Cet espoir est rempli par les développements qui
suivent, ‘

Deux coordonnées étant mutuellement indépendantes, il s’en-
suit que chacune d’elles a le méme rapport avec chacune des
deux moitiés de V'autre qui sont séparées par l'origine du sys-
teme, ou que chacune des droites, sur lesquelles on mesure ces
deux coordonnées, est perpendiculaire a I'autre. Ceci étant vrai
de chaque couple de coordonnées, on a, comme base de déter-
mination, trois droites perpendiculaires entre elles, I.’homogé-
néité de l'espace fait en méme temps que 'on peut construire
un tel systeme a partir de tout point, en sorte que les coordon-
nées partant d’un point répondent respectivement -aux coor-
données partant d’un autre. Pour parvenir.d’un point de I'espace
a un autre, il faut donc opérer trois mouvements répondant aux
trois directions de coordonnées. Il peut se faire que l'un ou
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I’autre de ces mouvements étant nul, un mouvement unique suf-
fise. La seule coordonnée qui, en ce cas, fixe la position de 'un
des points vis-a-vis de l'autre, est determmee c¢’est la grandeur
appelée ordinairement d1stf1nce de ces points; done, cette dis-
tance est précisément la grandeur qui représente le rapport mu-

tuel des deux points, ce rapport étant évalué dans le sens d'une-

seule coordonnée. |

Soient maintenant deux points. Prenons leur droite comme
base de la premiere coordonnée d'un systéme, et un point quel-
conque de cette droite comme origine, Tant que les points se
meuvent sur cette droite, leur position, relativement a l'origine,
sera déterminée par une valeur unique. Mais cet état change dés
que les deux points quittent la droite pour avancer sur deux
droites ‘perpendiculaires a la premiere; alors, leur position
vis-a-vis de 'origine et leur rapport mutuel seront déterminés
par deux valeurs indépendantes 'une de I'autre

Supposons, en particulier, que les mouvements des deux
points au sens de la seconde coordonnée soient identiques; il
est clair que le changement de position, opéré dans ce sens,
n’altérera pas le rapport mutuel de ces points, attendu que ce

changement est identique pour chacun d’eux. Apres le mouve-

ment comme avant, ce rapport mutuel ne sera déterminé qué par
une valeur mesurée dans le sens de la premiere coordonnée, et,
aprés le mouvement, cette valeur sera la méme qu’avant, car,
sans cela, la premieére coordonnée serait influencée par des évé-
nements arrivant dans la deuxieme, ce qui répugne évidemment
a I'indépendance mutuelle des trois directions fondamentales
qué nous avons reconnue comme propriété indis‘penrsable de
r espace.

Or, on se souv1ent que la grflndeur qui représente le rapport
mutuel de ces deux points, prise dans le sens d’une seule coor-
donnée, n’était autre chose que la distance de ces points. On

voit donc que, si deux points se meuvent de quantités égales sur.

deux perpendiculaires a la droite qui joint leurs positions pri-
mitives, pendant tout le mouvement leur distance demeure inva-
riable, ce qui caractérise la géométrie euclidienne. Le théoreme
de cette géométrie qui déclare étre partout la méme la distance
de deux droites perpendiculaires & une troisieme, est justement




100 1 4 ‘ , FR. PIETZKER

ld conséquence nécessaire de I'indépendance mutuelle qu’il faut
supposer entre les trois directions constituant l'espace (*).

Cette situation ne répond pas seulement a la théorie d'Euclide,
mais elle répond aussi a la notion de parallélisme telle qu’elle a
toujours été concue par un esprit dégagé de parti pris. En tout
temps, le sens commun a regardé deux paralleles comme droites
gqrd'\nt toujours la méme distance.

Or, c’est le devoir de la recherche smentlﬁque d’examiner au
point de vue critique cette notion innée, afin de voir si elle est
compatible avec la notion de droite dérivée des propriétés fonda-
mentales de 1’espace. Il faut regretter qu’au lieu de suivre cette
vole, les savants aient préféré adopter une nouvelle définition du
parallélisme, en déclarant comme paralleles deux droites qui
ne se rencontrent pas.

Certainement, deux paralleles ne se rencontrent pas, maris,
comme nous n’avons pas de moyen direct de connailre ce qui se
passe au dela des bornes de Uespace limité, ouvert ¢ notre expeé-
rience immédiate, notre compréhension de ce fait n’est pas une
compréhension primitive. De ce que deux paralleles, gardant la
méme distance dans ’espace homogene se trouvent toujours 'une
vis-a-vis de l'autre dans une situation identique & celle d’ou elles
étalent parties, situation qu'elles gardent méme quand on les
prolonge indéfiniment, nous concluons qu’elles ne se coupent

() C’est maintenant que l’argumentatlon du chapitre précédent se présente sous
un nouveau jour. Nous avons exigé que les coordonnées fussent mdependantes
Pune de 'autre ; or, la détermination d’un point par des coordonnées réciproques,
telle que I'explique la figure 1, ne satisfait pas a cette exigence ; en effet, la coor-
donnée OA = n’est pas la seule pour déterminer la ligne Al partant de A, etla
direction de cette ligne dépend aussi de 'autre coordonnée OB =y ; une détermi-
nation réciprogue par le moyen de coordonnées indépendantes 'une de 'autre n’a
résulté que de cette hypothese : AT et BI perpendiculaires a OA et OB, donc OAIB
est un véritable rectangle euclidien.

Nous voyons de méme que les plans IAK, IBL, KCL qui se présenient dans la
figure 2 n’ont pas d’abord la position complétement déterminée par une coordon-
née que l'indépendance mutuelle des coordonnées exige; ils ne répondent a cette
exigence qu'au moment olt I'on est str que c'est la structure euclidienne de 1'es-
pace qui, seule, garantit la parfaite 1’ec1p1031te

Aussi comprend-on facilement la connexion intime qu’il y a entre cette argu-
mentation et celle que nous avons donnée ci-dessus. Le principe de réciprocité a
'surgi de la convertibilité absolue de la droite, et celle-ci, & son tour, est resultée de
I'indépendance mutuelle des trois coordonnées de l'espace. Comme pour atteindre
la notion de droite, il a fallu utiliser les rapports mutuels des trois dimensions,
il n’est pas surprenant que dans le chapitre précédent il ait l‘dllu_, pour ‘établir la
géométrie euclidienne, revenir a la troisiéme dimension.
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jamais. Mais-cette propriété-n’est quune notion dérivée, et c’est
en essayant de baser toute la théorie du parallélisme sur cette
notion que 'on a-exercé une influence fatale sur le développe-
ment de la géométrie. - | |

En définissant les paralleles comme droites ne se rencontrant
pas, on a substitué a une idée po‘si,tiv‘e et innée de l'esprit une
définition absolument négative ; on a abandonné le fond str des
parties de ’espace accessibles a notre intuition pour des théories
basées sur des parties de 'espace fermées a notre connaissance
immeédiate. B _

C’est de cette facon que 'on est arrivé a donner cette malheu-
reuse définition du parallélisme qui, en regardant deux paral-
leles comme droites se coupant & linfini, introduit déja insensi-
blement dans la géométrie toutes les conceptions qui servent de
base a la géomélrie non-euclidienne, et qui sont contraires a la
notion naturelle de l'espace. En spécifiant qu’il n’y a pas de
bornes aux constructions géométriques dont nous avons l'idée,
nous considérons la notion de P'infini comme positive alors
qu’elle peut é&tre essentiellement négative.- Cet emploi de la
notion de l'infini est peu compatible avec la logique, et peut-étre
est-il permis de croire que la connaissance de cette incompa-
tibilité va croissant de jour en jour.

v

LE NOMBRE DES DIMENSIONS DE L'ESPACE

L’étude précédente a donc conduit a ce résultat : Dans Pespace
partout homogeéne et constitué par trois dimensions indépen-
dantes l'une de l'autre, il ne saurait exister d’autre géomé—
trie que celle qui est d’accord avec les hypothéses euclidiennes.
Cependant, la recherche de la forme de l’éspace n’est pas encore
pour cela terminée, vu que la question se poSe aussitét de savoir
s'il y a une étendue ayant plus de trois dimensions. L’examen
critique de cette question est d’autant plus nécessaire 'que l'on
aper¢oit facilement une connexion intime entre elle et la ques-
tion de la structure de l’espace. Rappelons-nous comment, dans
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le chapitre précédent, nous avons fait dériver la notion de droite;
c¢’est en nous basant sur I'indépendance mutuelle des 7rois direc-
tions fondamentales de 1’espace, abstraction faite d’une quatrieme
dimension possible. Eu égard a ce nouveau cas, on serait peut-
étre contraint a modifier les conclusions obtenues.

On sait que les rapports intrinseques des figures du plan eucli-
dien ne changent pas quand on déforme ce plan en le faisant
devenir cylindre. Cette flexion déforme aussi certaines droites
du plan, mais de sorte qu’un étre dont I’horizon serait borné a
cette surface n’aurait pas conscience du changement.

Nous savons, de plus, que l'espace euclidien renferme des sur-
faces de courbure constante et négative, et que, ainsi que BErL-
TRAMI ’a démontré, les théorémes de la géométrie lobatschews-
kienne sont vrais sur ces surfaces, a cette différence pres, que
les lignes qui y remplacent les droites ne sont pas des droites
absolues. Mais un étre dont I'horizon ne dépasserait pas une
telle surface ne s’apercevrait pas qu’elles ne sont pas droites.

D’une facon analogue, on n’est pas certain d’abord que, s’il
existe des lignes droites dans l'espace a trois dimensions, cette
qualité franchisse les bornes de cet espace; peut-étre y a-t-il
lieu pour cela de supposer que cet espace fait partie d’un espace
~ayant plus de trois dimensions et composé d’'un nombre infini
-d’autres espaces triplement étendus obéissant a des lois diffé-
rentes, par exemple a celles de Lobatschewsky.,

Les amis de la Pangéométrie ont encore plus besoin de sup-
poser un espace a plus de trois dimensions, et il suflit, pour le
voir, de jeter un coup d’ceil sur les formules analytiques des nou-
velles théories. On sait que les diverses formes que la pangéo-
métrie connait sont caractérisées par les valeurs positives ou
négatives, réelles ou imaginaires de certaines grandeurs. Tout en
employant ces valeurs, il ne faut pas oublier que les grandeurs
négatives et imaginaires n’existent point par elles-mémes; elles
n’ont qu'une existence relative, servant de pendant & celle des
grandeurs positive.s- et réelles ; sans ces dernieres, il ne serait pas
possible de parler des quantités négatives ou imaginaires.

Etablir un espace caractérisé par une valeur imaginaire
comme un espace existant seul est une pure absurdité; pour
qu'une grandeur caractéristique se présente comme imaginaire,
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il faut qu’il existe une gfalldeur analogue mais réelle, a I’égard
de-laquelle peut se reconnaitre le caractére imaginaire de la pre-
miere grandeur. Done, hors de l'espace en question, il faudra
toujours supposer un autre espace, c’est-a-dire admettre un
espace a quatre dimensions renfermant complétement les espaces
‘& trois dimensions susnommés. De toutes les maniéres, on se
trouve ainsi conduit 4 examiner cette question : Quel est le
nombre des dimensions de I'Espace? Peut-on établir un espace
ay‘mt plus de trois dimensions ? Un essai sur les fondements de
la geometme qm laisserait cette questlon pend'mte passeralt a
bon droit pour imparfait.

Gauss a énoncé le premier cette these, qu’il n’est pas impos-
sible que 'Espace ait plus de trois dimensions : Non déconcer-
tés par P'autorité de ce grand géométre, qui n’hésitait pas a dou-
ter de l'intelligence de ses contradicteurs, examinons si son
hypothése est vraie. Du temps de Gauss, on le sait, elle avait
déja beaucoup de partisans; aujourd’hui, elle a presque le rang
de dogme, aussi faut-il d’autant plus s’étonner que ceux qui

" affirment la possibilité d'un Espace a quatre dimensions con-
testent néanmoins avec zéle son existence réelle.

Et pourtant, si 'on ne peut douter de la possibilité de 1’exis-
tence de cet-espace, si c’est la seule infériorité de notre esprit
qui nous empéche de nous I'imaginer, nous ne pouvons savoir
effectivement si cet espace existe.en réalité, sans que nous en
aylons une connaissance directe, Si les spiritistes admettent que
des actions émanées d’'un espace hors de notre sphere peu-
vent influencer le monde dans lequel nous vivons, personne
n’est capable de les réfuter. Ce qui fait que tout le monde s’op-
pose avec énergie a ces hypothéses, c’est évidemment parce que
le sens commun ne voit pas pourquoil la quatrieme dimension,
tout a fait semblable aux trois dimensions que nous révele I’ expé-
rience, serait fermée a nos yeux.

Voyons néanmoins sur quels arguments est basée 11 théorie
de 1’espace a plus de trois dimensions. Le plus important est
I'analogie avec l'algébre, qui ne connait pas de bornes pour le
nombre des grandeurs variables dont ses formules se composent
Cet argument est irréfutable pour une conception ne voyant
dans I'espace que le symbole extérieur des relations algébriques :
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tant que ces derniéres n’offrent point d’incompatibilité, on aurait
alors le droit d’admettre des formes de 'espace offrant I'image
réelle des formules algébriques, et, par ainsi, on établirait évi-
demment que le nombre des dimensions de 'espace est infini.
Mais -on dévoile la faiblesse de cet argument aussitét que ’on
considére le caractere intuitif de 'espace réel, qui est, en vérité,
un attribut indispensable de cet espace. C’est précisément par
cette qualité que l'espace géométrique se diffférencie des pré-
tendus espaces algébriques, et, par suite, c’est elle que nous
devons examiner pour décider la question des dimensions.
Analysons pour cela ce que nous sentons en déclarant 'espace
comme notion intuitive; 1l est facile de reconnailtre que cette
notion contient un fondement essentiel : les éléments que ren-
ferme 'espace ne sont point nécessairement isolés, au contraire,
on peut embrasser d'un seul regard une foule d’entre eux. L’es-
pace n’est donc pas seulement composé de points, mais doit
étre considéré comme ensemble d’éléments qui renferment eux-
mémes une infinité de points, de lignes, de surfaces, peut-étre
méme d’étres d’'un rang plus élevé encore, Ainsi, I'on parvient
a des notions parfaitement nouvelles qui ne se trouveraient
pointdans un espace con¢u seulement comme image de 'algebre.
Or, si l'on fait varier une des grandeurs qui composent la
variété, il est essentiel, pour la notion de celle-ci, que l'on
puisse avancer de chacun de ses points en deux directions
~opposées; donc, dans l’ensemble des points obtenus par la
variation de la grandeur en question, c’est-a-dire dans la ligne,
on peut distinguer deux moitiés séparées par un point quel-
conque ; chacune des moitiés nait du mouvement contraire a
celui par lequel lautre est établie. Ainsi, chaque ligne a un
double sens; nous allons voir que I'ensemble des lignes, ou la
surface doublement étendue, peut se comprendre aussi en un
double sens. .
- Nous avons déja exposé qu'une telle surface s’obtient en faisant
varier deux des diverses grandeurs indépendantes entre elles
dont la variation constitue tout l'espace. Désignons par z, et x,
ces deux variables, et considérons la surface qui est le produit
de leur variation. Par chaque point de cetle surface on peut
tracer la ligne, caractérisée par une valeur constante de z,, z,
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changeant indéfiniment, et l’on_ﬂpeut aussi tracer une seconde
ligne- renfermant -tous les points obtenus par une valeur fixe
de z, et des valeurs indéfiniment variables de z,.

Sur chflcune de ces hgnes on peut distinguer deux moitiés
séparées pfu* le point commun susdit, et, comme elles sont
opposées l'une a l'autre, 11 est permis de les desmner par +z,,
— X5 Xy, — X,

En dehors de ces ho”nes il'y en a une infinité d autres passant
par le point en question; on les obtient en faisant varier simul-
tanément x, et x,, de fagon & ce qu’elles satisfassent i une rela-
tion quelconque. Par exemplé, on peut passer de la premiere
des lignes susdites aux voisines en diminuant peu a peu la varia-
tion de z, et faisant croitre constamment la grandeur z,, primi-
tivement fixe. On s’éloigne ainsi de plus en plus de la premiere
ligne pour se rapprocher, en méme temps, de la seconde, que
caractérise une valeur constante de &L g Comme les deux droites
sont dans le méme rapport 'une: a I'égard de Pautre, en conti-
nuant ce mouvement, on reviendra de la seconde a la premiere.

Voici donc une marche circulaire par laquelle se fait I’établis-
sement de toute la surface étudiée; il est clair que cette marche
peut avoir lieu de deux fagons, car chacune des deux moiliés de
la premiere ligrie ayant le méme rapport a chacune des deux
moitiés de la seconde, deux chemins s’ouvrent. En suivant le
premier, on passera de la premiére ligne a la seconde, de sorte
que tous les points de la moitié -2, viennent coincider avec
ceux de la moitié 4-z,, tandis qu'en méme temps la moitié —z,
coincide avec —z,. La continuation du mouvement fait coin-
cider 4 x, axec —z, et —z, avec +x,.

En suivant le second chemin, la moitié -x, coincidera
d’abord avec —z,, et —z, avec —x,; ensuite — x, avec —
et 4z, avec +2,. Cest-a-dire que, pour construire le plan zx,
par le mouvement d’une droite passant’par un point quelconque.
de ce plan, on peut procéder de deux maniéres, en suivant l'une
des deux dispositions :

+x 4, —x, —x; F+x,..... (A)
H]—ft:i —x, —x, +x, +x..... (B)

Il n’y en a point d’autres; elles se déduisent l'une de I'autre




106 o : FR. PIETZKER

» . ;
par le changement de z, en — x,, et montrent que l'on peut

concevoir le plan z,#, comme produit par le mouvement susdlt
en double sens. '

Ceci posé, considérons le rapport de ce plan a la troisieme
coordonnée de ’espace a trois dimensions, coordonnée que nous
désignons par x,. On peut mesurer ses valeurs sur une droite
passant par le point qui était déja lorigine des coordonnées z,
et x,; sur cette droite, nous distinguons deux moitiés que 1'on
peut désigner par +z, et —x,, et le pomt qm les sépare est
l'origine commune des coordonnées z,, x, et x,. C’est par ce
point quenous avons fait passer la ligne décrivant dans son mou-
vement le plan z,z,, et comme ce mouvement peut étre pris dans
deux sens, un rapport mutuel entre les deux moitiés de la
droite x, et les deux dispositions (A) et (B), possibles sur le
plan z,x,, s’offre de lui-méme. Par exemple, on peut convenir
que la moitié 4z, et le sens (A) ont entre eux la méme relation
que la moitié —ux, et le sens (B).

Ceci est toujours vrai, quel que soit le point qui sert d’origine
aux trois coordonnées, chacune des droites sur lesquelles on me-
sure la coordonnée x, a deux moitiés séparées 'une de 'autre
par un point du plan x,x,; il s’ensuit que, dans un espace qui
n’est déterminé que par les trois coordonnées z, x,z,, il est
impossible de parvenir d'un point de la moitié 4, a un point
quelconque de la moitié — x, sans traverser le plan zx,; les
deux moitiés de la coordonnée x, se faisant essentiellement pen-
dant vis-a-vis du plan z,7,, le passage d’'une moitié a lautre est
déterminé par ce plan méme.

Aussi, est-il impossible que les droites fondamentales de I'es-
pace a trois dimensions soient rentrantes en elles-mémes si elles
ne quittent pas cet espace. Elles ne pourraient revenir ainsi sans
en sortir, ce qui entrainerait inévitablement cette hypothése que
I'espace a trois dimensions soit contenu dans un espace & plus

de trois dimensions. Et si I'on était conduit a nier I'hypotheése
~de cet espace multlple, on aurait en méme temps le droit de
déclarer que lesp‘lce trlplement étendu n’est nullement un élé~
ment d’espace supérieur, mais que c’est plutdt un espace auto-
nome, dont chaque dimension est infinie, et dont les lignes fon-
damentales ne rentrent jamais en elles-mémes.
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Par lanalyse de la structure de l'espace triplement étendu,
que nous venons de donner, nous avons maintenant les moyens
de juger de la structure qu’il faudrait trouver dans un espace de
quatre dimensions. I1 est clair qu’il renfermerait un nombre
infini d’espaces a trois dimensions, de méme que celui-ci est
I’ensemble d'innombrables surfaces a deux dimensions.

Nous avons vu comment l'espace a trois dimensions se montre
composé, au point de vue d’un tel ensemble. Nous avons pu
choisir chaque point d’une surface a deux dimensions comme
origine des deux moitiés d’une droite représentant la troisieme
dimension, en sorte que chaque moitié répondit a l'une des
deux conceptions qui sont seules admissibles sur cette surface.
Ceci peut s’exprimer autrement, ainsi : le double sens dans
lequel on peut prendre la surface doublement étendue lui donne
une certaine bilatéralité, qui permet d’ enfiler un nombre indé-
fini de surfaces pareilles le long d’une droite, en sorte que, si
I'on suit cette droite dans une de ses deux directions, toutes les
surfaces se présentent sous l'un des deux aspects exposés plus
haut, peut-étre sous 'aspect (A), tandis qu’en suivant la droite
dans la direction opposée, elles se présentent sous l'autre aspect,
peut-étre (B) (*).

D'une fagon analogue, il faudrait qu'un espace de quatre
dimensions pﬁt se considérer comme l’ensemble d’espaces a
trois dimensions enfilés le long d’une ligne qui représenterait la
quatrieme dimension. Chacun des espaces que caractériserait une
valeur constante de la quatrieme coordonnée z, et des valeurs
indéfiniment variables des trois premiéres coordonnées z, x, By
serait percé par cette ligne en un point, et comme elle s’étend a
partir de ce point suivant les deux directions -z, et —z,, il
serait indispensable que, pour répondre au choix fait de 1'une ou
de l'autre des directions de la ligne z,, chacun des espaces a
trois dimensions piit aussi étre pris dans un double sens.

Bref 1l faudmlt trouver dans l’espace triplement étendu une

() Toutes les surfaces ont un double sens tel que nous I'avons exposé; il ne faut
méme pas en excepter les surfaces qu'on appelle unilatéres, c’est-a-dire les sur-
faces dont les deux cotés se transforment I'un dans I'autre, car en faisant mouvoir
une ligne, de facon & ce quelle décrive une telle surface, il y a deux chemins
opposés pour faire reprendre a cette ligne sa p051t10n initiale.
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bilatéralité analogue a celle qué nous avons analysée plus haut,
dans la surface a deux dimensions. Or, rappelons-nous que cette
bilatéralité de la surface est le produit de la description de cette
surface par le mouvement d’une ligne a une dimension autour
du pbiﬁt fixe par lequel passait la ligne x,, et qﬁe, pour ce mou-
vement, on pouvait suivre indiﬁ'éremment le sens (A) on r\le
sens (B). |

Pour se conformer a cela, il faudrait pouvoir engendrer 'es-
pace triplement étendu dans un double sens, en faisant mouvoir
une surface doublement étendue, de fagon & ce qu’elle contienne
toujours le point fixe oit la ligne z, perce l'espace x, y, z,.

Ce mouvement ne peut s’opérer qu’en choisissant une ligne
fixe passant par le point considéré, et chacune des surfaces qui
contiennent cette ligne, se déplagant, de sorte que cette ligne
gafde sa place primitive, engendrerait I'espace triplement étendu

dont nous parlons.”On pourrait, par exemple, choisir le plan .z,

pour surface génératrice. En - rempla¢ant successivement la.

valeur de z, par d’autres valeurs, jusqu’au moment ou l'on
reviendrait a la valeur primitive, on donnerait a ce plan un

mouvement qui lui ferait engendrer ’espace z,z,z,, et durant

lequel la ligne x, garderait sa position, ce que nous avions

demandé. .

11 est clair que ce mouvement pourrait se produire dans un
double sens, car les substitutions de la coordonnée variable
seralent susceptibles d’ayoir lieu dans Vordre 4z, +2, —x,
—Z, +Z,..... , ou dans l'ordre inverse —-z, —x, —x, + 2,
—+Z,..... 11 semble donc que l'on ait ainsi découvert la bilaté-
ralité demandée dans I'espace a trois dimensions.

Cependant, il est facile de voir que cette bilatéralité n’est
basée que sur une fausse apparence. En effet, pour 'obtenir, il
a fallu choisir d’abord une ligne qui, pendant tout le mouvement
que nous venons de décrire, demeurat fixe. Toutes les lignes de
Pespace considéré peuvent remplir ce role de directrices, car
elles sont toutes équivalentes et aucune d’elles n’est privilégiée.
Et comme nous n'avons pas le droit de donner a I'une d’elles
une préférence arbitraire, il y a un nombre infini de moyens dis-
tincts d’obtenir la bilatéralité dont nous avons besoin pour
Iespace a trois dimensions. | : ' '
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‘Mais cette bilatéralité. indéterminée et arbitraire ne suffit pas a
notre objet; il nous faut une bilatéralité.d’espace qui nous per-
mette de supposer une relation entre les deux moitiés de la
ligne x, et les deux conceptions auxquelles il serait possible de
soumettre l'espace x, &, x,. Le seul élément commun a cette ligne
et A cet espace était le point ou la premiére perce le deuxieme; .
dbnc, il nous fallait une bilatéralité completement déterminée
par ce point seul, et résultant nécessairement de la nature intrin-
.séque de V'espace a trois dimensions considéré.

Les surfaces & deux dimensions possédent cette bilatéralité,
mais l'espace a trois dimensions en est privé, puisque nous y
avons trouvé plutét un nombre infini de formes sous lesquelles
il nous apparait comme bilatéral, selon le nombre infini de
lignes directrices qui s’offrent pour les différents cas de sa
génération.

Que si 'on choisit un de ces cas en particulier, on crée une
bilatéralité qui n’est pas Uessence méme de cet espace, et qu’on
lui donne arbitrairement. Cette bilatéralité, cela est clair, ne lui
appartient pas en tant que qualité intrinséque; elle lui est
apportée du dehors, et ne permet pas d’établir un rapport entre
cet espace et les deux moitiés de la ligne z,, rapport que nous
avions reconnu comme condition indispensable pour admettre
I'existence d’un espace de quatre dimensions.

Il faut donc reconnaitre qu’il n’y a pas de place dans I’espace
pour la quatrieme dimension; celle-ci disparait, et, — comme
chacun le verra aisément en analysant ses propres sentiments,
— elle disparait a la suite d’un raisonnement qui n’est que la
traduction exacte des motifs pour lesquels le sens commun a
toujours énergiquement refusé d’admettre 1’hypothése d'un
espace de quatre dimensions, '

La quatrieme dimension disparue, il est évident qu'il ne sau-
rait y avoir de place pour une autre. Le seul espace capable d’une
existence réelle est done l espace a trois dimensions, et, en ce qui
le concerne, nous avons reconnu plus haut qu’il était obhgatmr
de lui supposer une étendue infinie dans toutes les directions.

Voici done notre étude achevée (*). En avangant pas pas,

£% v - . .I ' . . . .
(') On trouve d’autres études sur le théme discuté ci-dessus, ainsi qu’en particu-

Enseignement math, 8
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nous nous sommes d’abord convaincus que la géométrie lobats- |
chewskienne -ne répond pas complétement aux hypothéses sur |
lesquelles elle est basée, et qu'il faut reconnaitre la nécessité des
suppositions d’Euclide, dont elle avait douté; nous avons pu, en
second lieu, mettre hors de doute que les notions fondamentales
de I'espace euclidien a trois dimensions résultent nécessairement
des conceptions que chaque esprit intelligent possede sur 'idée
méme de l'espace; enfin, nous avons pu démontrer, en toute
évidence, que la nature de cet espace délend de lui supposef
une quatrieme dimension. :

En résumant tout cela, nous pouvons énoncer ce résultat : Il
n’y a effectivement qu’une seule géométrie d’accord avec la nature
méme de l'espace, c’est celle de l'espace a trois dimensions,
‘infini en toutes les directions, et conforme uux hypotheses

d’Euclide.

Fr. Pierzrer (Nordhausen).

NotTE DE LA REDACTION. — Nous devons la rédaction francaise
de cetle intéressante étude au bienveillant -concours de M, et
M™e BarsariN, & Bordeaux. Ils ont bien voulu traduire les trois
premiers chapitres et revoir la traduction des chapitres IV et V
due @ M. Pietzker. Au nom de lUauteur et en notre nom per-
sonnel nous ternons a leur exprime}' ici notre vive reconnaissance
pour les soins qu’ils ont donnés a cette rédaction.

lier un examen critique des théories établies par divers savants sur les bases des
conceptions nouvelles de I'espace, dans I'ouvrage déja cité de Vauteur Die Geslal-
tung des Raumes. (La forme de I'Espace). (Voir la note, p. 11.)
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