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PRINCIPES
THEORIE ‘DES FONCTIONS DERIVABLES

D’apriis M. KOWALEWSKI

" Le present article a pour obJet I'exposé des premleres proprle-
tés des fonctions dérivables d’aprés la méthode récemment
indiquée par M. Geruarp Kowarewskr (*), méthode qul sans
doute, intéressera les lecteurs d’'une Revue dont le but est, avant
tout la d1scuqs1on et le pelfectlonnement des études mathem‘x-

thues

~ Les deux propriétés fondamentales de la dérivée sont connues
sous les noms de : théoréme de Rolle et de théoréme des accrois-
sements finis ou théoréme de la moyenne. La seconde de ces pro-
positions, que l’on considere generalement comme une consé-
quence immédiate de la premiere, joue un réle considérable en
Analyse; elle .intervient, en effet, dans un grand nombre de
questions importantes, et, notamment a propos des dérivées
partielles, de la variation des fonctions, des séries, de la formule
de Taylor, des régles de L’'Hospital, des intégrales définies. Un
théoreme dont il est fait un usag® si courant et qui sert a établir
tant de vérités essentielles, mérite une démonstration exempte
de toute critique. C’est en grande partie pour y parvenir que la
théorie des ensembles, restreinte a ses éléments, a été introduite
dans les meilleurs Traités dAlgebre On obtlent en effet, une
démonstration absolument rigoureuse du theoreme de Rolle en le
déduisant du théoréme de Weierstrass relatif aux limites maxi-

(*). Berichte iiber die. Verkandlun gen der kioniglich sdchsischen Gesellschaft der
Wissenschaften zu Leipzig. Mathemab’zsckpkyszsche Classe, t. LI, 1900, p. a14-219.
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mum et minimum d’'une fonction continue dans un intervalle
déterminé. Une telle maniére de procéder offre, toutefois, des
inconvénients dont le principal est de faire appel a des notions
d’un ordre assez élevé; car, si la théorie des ensembles ne
présente aucune d1fﬁculte dés que on posséde quelques idées
générales sur les régions supérieures de 1’Analyse, elle parait
d’une acquisition un peu délicate pour les jeunes intelligences
encore imparfaitement pliées aux exigences de l’abstraction;
aussi, beaucoup de professeurs préferent-ils prudemment la passer
sous silence, les programmes officiels prescrivant de taire tout
scrupule a 1’égard des points de doctrine prétant a controverse.
On peut voir 1a le résultat d’une sorte de réaction contre ’exces.
du formalisme logique introduit en France dans I'Enseignement
des Mathématiques a4 la suite de la publication du Mémoire de
M. DarBoux sur les fonctions dlscontlnues et développé surtout
par 'Ouvrage de M. J. TaxnerY sur la theorle des fonctions d’une
“variable et par le Cours d’Analyse de M. Jordan. Ce retour offen-
sif contre abus d’'une minutie peut-étre exagérée a d’ailleurs été
encouragé par des savants éminents tels que M. KLeix (*) et M. Poin-
cARE () quiont,a bon droit, attiré 'attention sur les avantages péda-
gogiques de l'intuition. Sans s’étendre davantage sur ce débat, il
importait de le rappeler brievement a propos de la question dont il
“s’agit, parce que la solution nouvelle due a M. KowALEWSKI, tout en
restant générale, ménage la rigueur et la simplicité (*). Elle ne
nécessite, en effet, la connaissance préalable d’aucune théorie
auxiliaire peu accessible aux débutants; en outre, on ne peut lui
adresser aucune objection semblable a celle que Kronecker (’*) :
formulait au sujet du théoréme de Weierstrass, a savoir : I’ab-
sence d’un procédé permettant de déterminer la limite maximum

(1) Nouvelles Annales de Matheématiques, 3¢ série, t. XVI, 1897, p. 126-128.
Conférences sur les Mathématiques faites au Congrés de Mathématiques tenu a
Uoccasion de U'Exposition de Chicago, trad. Laugel, p. 48-50.

(*) L’Enseignement- maﬂzematzque t. I, 1899, p. 157-162. — Compte rendu du
deuwiéme Congrés international des Mathématiciens, p. 115-130.

() Ces deux qualités ne sont nullement contradictoires, « de nombreux exemples
_nous montrent, au contraire, la méthode rigoureuse comme étant en méme temps
la plus simple et la plus aisée & saisir. » (HILBERT.)

(*) Voir une annotation de M. NETTO aux Vorlesungen iiber die Theorie der ein-
_ facken und der vielfachen Integrale, p. 342. Cette remarque est empruntée a
M. KowALEWSKI. ‘
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et la limite minimum avec une exactitude arbitrairement fixée,

ce qui donne & ce ‘théoreme un caractéreun peu trop spéculatif.

La méthode de M. Kowarewsk: présente enfin le trées grand
avantage d’établir un parrallélisme remarquable dans les raisonne-
ments entre les propositions correspondantes de la théorie des
" fonctions dérivables et de la théorie des fonctions continues, les
‘unes et les autres ne reposant que sur la définition des nombres
irrationnels telle qu’elle est enseignée dans tous les Cours.

Je vais maintenant justifier ces appréciations en développant,.

avec quelques changements de fdfme'toutefois‘ les démonstra-
tions de M. Kowarewsxki. Mais, avant d’entrer en matiére, il
n’est pas 1nutile de rappeler quelques définitions.

Fonctiomdérivable. — Une fonction £ (z) est dérivable pour
x=ux, sl le rapport ‘ '

x—x,

a une limite A pour x=ux,; ¢’est-a-dire, si ¢ désignant un nombre
positif arbitrairement petit, il existe un nombre positif o tel
que, pour toutes les valeurs de x, autires que x,, vérifiant la
double inégalité

—p<xT—2x,<p,
on ait :
| _ f(x) — fla,)
)\‘ o< e, < A}o.

Cette limite estla déripée de f(z) pour x ==,

Une fonction f(x) est dérivable ¢ droite ou dérivable & gaucﬁe '

pour x =z, suivant que le rapport des accroissements n’a qu'une
limite a droite ou qu'une limite a gauche pour r=ux,; cette
limite est dite dérivée & droite ou dérivée gauche de f ()
pour z=z,('); les inégalités précédentes prennent alors 'une ou
I'autire forme | | “

'o<x‘-'——9é‘0<e, | -8<x——x6<o,\
PR el L IS PR WS (IRt (L5
0 , _ X—x,

(*) Ges dénominations sont dues a M. J. TANNERY : Introductwn a la t/zeoz e des
fonctions d’une variable, p. 218-a1g. :
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Une fonction f () est dériva,blé dans un intervalle (a, b).q'uan‘d ,

elle est dérivable pour toutes les valeurs de x comprises entre
a et b et que,'de plus, elle admet au moins une dérivée a droite
 pour x = a et une dérivée a gauche pour x = b. Lofsqu’il en
est. ainsi, :I'ensemble des dérivées de f () dans Ilintervalle
(@, b) constitue une fonction de x qui est la dérivée f' (x)
de x dans l'intervalle (a, b). Cette fonction ' () est continue
ou non,
' Toute fonction dérivable est évidemment continue, - mais,
comme on le sait, toute fonction continue n’est pas dérivable;
bien plus, d’apres des recherches récentes, on devrait considérer
comme une propriété singuliere de la fonction continue celle
d’avoir une dérivée (*).

Théoréme de Rolle. — La dérivée ' (x) d'une fonction f(x)
dérivable dans un intervalle (a, b) s'annule au moins pour une
paleur de x comphrise dans cet intervalle si les nombres [ (a) et
[ (b) sont égaux..

. 3 - . ) . b-a
Si Von partage l'intervalle (@, b) en m parties égales a —

?

deux moyens consécutifs. z, et z, de la suite

b—a | b—a b—a

, a2 yerey@— (m—1)

m m m

a—+

substitués dans f (x) donnent des résultats /(x,) et f (z,) égaux
- ou inégaux; dans ce dernier cas, parmi les termes de la diffé-
rence |

fb) — fla) = [flz) — )]+ [flxs) — fles)] + fb) —fwy)] = o,

il.y en a nécessairement déux consécutifs de signes contraires,
par exemple les deux premiers, ce qui revient a dire que des
trois nombres f (a), f (z,), f (x,) le plus petit ou le plus grand
.est f(2,); on peutalors déterminer un nombre y compris alafois
entre [ (a) et [ (x,) et entre f(z,) etf(x,); en effet, il suffit de pren-
dre pour y, lemoyen entre /() etle plus voisin desnombres f'(a) et
f (,). La fonction continue f (+) passe donc par la valeur y, pour

(*) « G’est par exception qu'une fonction continue admet une dérivée » (BAIRE)

.
v
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des valeurs de z intérieur es, la premlere a 1’intervalle (a, x) et -
la seconde a l'intervalle (z,, x,), de'sorte qu ’il existe toujours,
dans lintervalle (a, ), deux nombres a, et b, tels que Von' ait

fla) = | (b-})a ‘
, b—a
En opérant pareillement sur Iintervalle (a,, b,), on trouvera
encore deux nombres a,,-b, tels que 'on ait

| flay) = f(ba), *
a<a,<.a<by,<b <b,

. b—a
. — 1\
1)2 LA (m I) " m2

. Si l'on continue de la méme maniére, on forme deux suites de
nombres | - ‘

>

a a;, Ay,..., An,

b, by, by .., b,

- les premiers croissants; les seconds décroissants tels que 1’on ait

flan) = flbn),
an < bn,

A bnean<‘(z7z;1):” b—e a

m n

La différénce b, —a, tendant vérs zéro lorsqué n augmente
indéfiniment, les deux suites ont une limite commune xz,; et
comme z, appartient a lintervalle (a, 4), la fonction /. ) est

derlvable pour x=ux,; or, a moins d’étre nuls, les termes de la
différence

f(bn) — flan) = [f(bn) —fl20)] + [f(xo)_f(an)J—o
ayant necessa1rement des 51gnes contralres les deux rapporté

- [bn) —flxy) f(an) — f(x,)

- ’ -

leur limite commune
!/

' (z,) est donc egale a zéro, car elle ne’ sauralt étre. simultané-
ment positive et negatlve

sont, ou nuls, ou de signes contraires ;
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Tel est le théoréme de Relle (). La démonstration qul vient
‘d’en étre donnée ne suppose pas la continuité de /' (x), mais sim-
plement son existence. (%).

Théoréme. — La dérivée [’ (x) d’'une fonction f(x) dérivable
dans un intervalle (a, b) passe par toutes les valeurs comprises
~entre ' (a) et f'(b) lorsque x varie de a & b,

En effet, soit ', un nombre déterminé quelconque compris
entre ' (a) et f'(b) ; si 'on considére la fonction

?(x) — ((L‘) _wyO',

elle est dérivable dans D'intervalle (a, b) et, de plus, les nombres
$'(@) =7 =20 ¢0b) =) —7

sont des signes contraires puisque y/, est compris entre f' (a) et
' (8). Or, on peut choisir dans 'intervalle (a, 6) des nombres z,
et x, assez voisins, 'un de @ et l'autre de b pour que les rap-
ports
| ?(xy) — 9(a) - olx) —9(h)

’ l

aient, le premier le signe de ¢/(a) et le second celui de ¢'(b) ; les
dénominateurs étant de signes contraires, il en est de méme des
expressions

olw) —sld,  o(b) — olxy)

Si la différence ¢(x,) — «w(x,) n’est pas nulle, elle est nécessai-
rement d’un signe contraire a celui de l'une de ces deux expres-
sions, de la premiére, par exemple, ce qui revient a dire que des
trois nombres o(a), 9(z,), 9 z,), le plus petit ou le plus grand
est go( ,) ; on peut alors déterminer un nombre y, qui soit com-
pris ala fois entre ¢(a) et p(z,) et entre o(z,) et v(z,); en effet,
il suffit de prendre pour y, le moyen entre o(z,) et le plus voisin
des nombres (a) et o(x,). La fonction continue v(z) passe donc

(‘) Traité d’Algébre, p. 127. L'Ouvrage de Rolle date de.1689.

() A signaler, & ce propos, la démonstration élémentaire que M. DEMOULIN a
donnée du théoréme de Rolle dans le cas particulier ou la dérivée est’ supposée
" continue, Voir : Mathesis, 3¢ série, t. II, 1902, p. 81-—84
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- par la valeur y, pour des valeurs de x intérieures, la premiere a
Iintervalle (@, z,) et laseconde al’intervalle (z,, x,), de sorte qu'il

e \a, Zy) ‘ 1 Za)s q
existe toujours, dans lintervalle (a, b), deux nombres a: et b,
tels que 'on ait o '
i : o(a) = 9(by).

11 en résulte, d’apres le théoreme de Rolle, que ¢'(z) s’annule

pour une valeur z, de x intérieure a l'intervalle (a,, b,) et l'on a
(o) = ¥'o-

Ainsi la dérivée, qu elle soit continue ou dlscontlnue possede’
comme la fonctmn continue, la propriété de ne pouvoir passer
d’une valeur i une autre sans atteindre toutes les valeurs inter—
| médiaires (*). Cette propriété ne saurait donc &tre prise pour
définition de la continuité, comme le faisait GAUSS

Théoréme des accroissements finis. — Si la fonctzon a ( )
est dérivable dans Uintervalle (a b), on a :

1) — fla) = (b —a) f'(zy),

le nombre x, étant intérieur a Uintervalle (a, b).
La formule de 'énoncé se déduit immédiatement du théoréeme
de Rolle en appliquant ce théoréme a la fonction

(@ —a) [f1b) — fla)] — (b—a) [f(x) — fla)]

car, cette fonction s’annulant pour x = a et 2 = b, sa dérivée
s’annule pour une valeur intermédiaire xz,, d’ou il suit

f0) — fla) = (b—a) f(xy).

I1 est facile d’établir cette formule directement. Fn effet, I’in=

- tervalle (a, b) étant partagé en m parties 4 égales & , soit

f(x—l—hiz —flz) _ _fb) —fla)

b—a !

ol@) =

(*) Voir, & ce sujet : DARBOUX, Mémoire sur les fonctions dlscontmues (Anna-
les sccentzﬁgues de UEcole normale supérieure, 2 série, t. IV, 1875, p. 109-111).

-
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la fonction ¢(z) est continue dans lintervalle (a-%, b-k) ; d’autre
part, p»é;'mi les termes de la somme ' h

(@) + glat-) + ola+ah) + ... + glat+m—ih) =

il y en a nécessairement deux consécutifs qui sont de signes con-
- traires pour des valeurs a ——|—ph a— (p-+1) h, sauf, peut—étre s1
Iun ou pluswurs de ces termes sont nuls,
* Quoi qu’il en soit, la fonction ¢(x) s’annulant toujours pour une
, valeur intermédiaire a,, si 'on pose b, = a, -+ h, on voit qu’il
existe, 3 Dintérieur de l'intervalle (a, ), deux nombres a, et b,
tels que 'on ait ' o |

) —fle) 1) —fla)

o by—ea, T b—a
a=a, < b =b,
- o iy b__a

by —a = s

“En opérant pareillement sur lintervalle (a,, b,), on trouve
encore deux nombres a,, b, tels que Uon ait

f(by) — flas) __ flb) —fla)

b,—a, ~  b—a ’

a<a £ay,<by<b <0,
b—a

b, — a, =

Si Pon continue de- la méme maniére, on forme deux suites de
nombres
g '“a,'ai,acﬂ,,...,a_n,

b, by, by, ..., by,

les premlers non decrmssants les seconds non croissants, telss
- que I'on ait

flbw) —flan) ___fb)—fla)

b, — ap - b—a '’
an<bn, )
b—a
bn s an — mn .
La dlﬁ'erence b, — a, tendant vers zéro lorsque n augmente

indéfiniment,  les 'dkeux suites_ ont une limite commune z,, et

-
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comme -x, appartient a lintervalle (a, b), la fonction f(x) est
dérivable pour x = x,; par suite, ¢ désignant un nombre
positif arbitrairement petit, pour des valeurs de a, et b, suflisam-
ment voisines de x,, on a simultanément ‘

f(bn) — flao)

f'(og) — o< Ty <f(xp) + ©
’ \ | n 0 , , - |
Plag—o< LI i) 4o

-

ou, puisque les différences b,—x, et x, — a, sont positives,

(bu— ) [f' () — ] < flbn)— () < (bn—20). [7'(z0) ~+ 5,
(Tg—an) [f'(2y) —0] < f(xo) - f(an) <(xg—an) [f"(2,) ‘{’ s},

en aJoutant puls en divisant par la différence b, — a, qui est posi-
tive, on obtlent |

(bn) ( )

fla)—o<

2 < ) 4,

et, on en conclut ‘ a A
b) — NE
LD = iy

Cette proposmon que l'on appelle indifféremment thdoreme
des aceroissements finis ou théoréme de la moyenne, a été énoncée
pour la premiere fois, par Cavarieri (*)-en langage géométrique.
Caucnyl’a donnée sous sa forme habituelle dans ses Lecons sur le
Calcul dlﬂerentzel (®) qui datent de 1829; ¢ ‘est done & tort qu’on
Pattribue quelquefois a Ossiax-Boxngr.

Maurice GobpEFROY (Marsei‘lle)

(*) Dans la démonstration du theoreme de Rolle, on aurait pu employer le meme
f(bny—f (an)
bn -— Qn
et by tendent vers leur limite-commune de telle sorte que ap reste toujours infé-
rieur & bp. Sila loi de variation de an et bn est quelconque, la limite du rapport

n’est [ (xo) que dans le cas ou la dérivée est continue. Voir, sur cette ‘question,
une Note. de M. PEANO, dans Mathesis, 2¢ série, 1. 11, 1892, p. r2-14.

raisonnement. La limite du rapport - est égale a f° (x,) lorsque ‘an

'(*) Geometria indivisilibus continuorum nova quadam ratione.promota, livre vi1,
p. 15. Get ouvrage fut publié & Bologne en 1635.

(3) CEuvres complétes, 2¢ ‘série, t. 1V, p- 312-313.
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