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EQUIVALENCE DU MOUVEMENT
D'UNE LIGNE DROITE INVARTABLE ¢ AU DEPLACEMENT
D’'UNE POSITION DONNEE o
A UNE AUTRE POSITION DONNEE g,

4

1. — Le vecteur,

§ 1.— Soit un vecteur A F==0 passant d’une maniére quelconque
de la position o, B, =a, a la position H,B,=ua,, les points o
o, et oy, B, B, et B, étant les pomts homologues de a, o, et o,
et les deplacements des extrémités du vecteur o, soient o, Jlg et
B,B,, étant de grandeur finie.

Lorsque le vecteur passe de la position o, = JL) , ala poéition

o, == b, B, (fig. 1), on a, & cause de ’
Pinvariabilité de sa longueur,

(1) el 2,2 = a,.

Les extrémités de o ayant pour
déplacements

on a ,
N
al+02—a2-81=0,

de sorte que la différence des dépla-
cements des extrémités B et A du vecteur o est

(2) ' T 0y — 0, = o, ——'ai,

« La différence des déplacements totaux des extrémités d’un.
vecteur o, quand 1l passe d’une position e, en une autre «, d’une
maniére quelconque est égale ala dlﬂ'erence des veoteurs o, eta,

-De ce que | \

(3) : % Ou == aa: ‘




348 | . F.KRAFT
on tire par quadrature intérieure des membres de cette équation

(2 + am)%: a2,
ou

a2 2 (o Sa)+ 02 = a2, .
d’ou 1l suit par considération de I’équation (1)
(4) (2a, + 82) } 8 =0,

et, s1 nous avons égard a I’équation (3)

&) ‘ : (g + a) | 8 = o.

« La différence des déplacements totaux des extrémités d’un
vecteur est continuellement perpendiculaire a la somme des vec-
teurs o, et a,. » | ‘

On a aussi

« Les projections des déplacements totaux des extrémités d’un
vecteur o sur la direction de la somme (o, a,) des vecteurs
a, et az sont égales entre elles. » o

De Véquation (2) résulte en multipliant ses membres par

(a2 - d‘i)

de sorte que
(6) o [(3y — 8,) ()] = o,
et s1 nous prenons

[6,—3,) :V TemB) = e,
il vient ' '

(6) | B, —8)le=o, 3 le=3]e.

« Les projections des déplacements totaux des extrémités du
vecteur a sur la direction du vecteur de position des plans paral-
leles a a, et a, sont égales I'une a I'autre. » ‘
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_ § 1, — Sl le vecteur o passe de la pOS1t10n &, & la position infi-
" niment voisine az, on a 8, =dp,, 6,==dp,; 0u = ch 11 résulte donc

du paragraphe 1-

(7) - da=dpy—dp=ay—ay,
o ,_ de _ dpy . dpg
T TR T

a':——lvl

s

-« La derwee du vecteur o par rapport au temps est égale a la
différence des vitesses de son pomt extréme et son pomt initial.

En négligeant des quantités -infiniment petites d’ ordre elev
devant des quantités d’ordre moindre, nous obtenons de I’ equq-
tion (4} -

2 (e, | da) = o, (o, | dat) = o,

ou ,
(a] da) = o, o =a, o

de sorte que

da .

o 7;0, a‘(vz—vi):O.
et aussi
cldm=uldoy  aim=a o

« La différence des déplacements infiniment petits, ainsi que
celle des vitesses des extrémités d'un vecteur lui est perpendi-
culaire. Les projections :des déplacements: infiniment.petits des
extrémités d’un vecteur, ainsi-que les projections des vitesses de
ces points sur la direction du vecteur sont égzﬂes I'une al’autre. »

- 11 résulte de plus de I’équation (6)
(dps — dp) (& (24 da)] =

ou | _ »
: (doy — do,) (ada) = o.
Sl nous prenons : co
M (ada) VW> I(aoc) /W:la,
| nOﬁs .obte‘noném ; |

o, —dp)fe=0,  dp|e=1dp|e,

(o, ——-v1)| =6 ;ala:.?};_la.

Enseignement math. 23
[}
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 « Les: projections- -des-déplacements: infiniment. petits, ainsi |
que-ceux:des Vltesses des extrémités d'un’ vecteur o surla direc-:
tion du vecteur de position ¢ des. plans paralleles a.0. dans. ses.
positions originale etlﬁnale__sont égales entre elles. »

- § 2. — Avec m’:gi‘:"(ﬁg. ) on a B'R, By==04,

Vo, 35 =\ Ty, = a.

Posons: <) B'do, B, =w. Alors do, B’ peut btre. transporté par
rotation’ autour-du point db, eni-du, By, I'angle de rotation-étant
égal -a w; 'axe de rotation ‘passant par b, et étant une .droite
perpendiculaire--au plan: des pomts oy 53’~et’532.~. Nous -avons
alors les relations | RS

¥ 4y = cos wa, 4 sin w| (cay),

(8) Ou = @y — g = (cos w—1) , —If«s‘in‘w] (e,

Si 3, est considéré comme donné, il s’ensuit pour amplitude
de w de la rotation - .

{ (cos w— 1) e, sinw| (ea,) ;Q_: 8:1%

d’ou finalement

@ - d@snt A e=da=@,02 .,

équati‘on‘ qui- -détermine: l’angle de rotation:
Le deplacement total de. 1’ extl émité du vecteur o est r1101's

S, = +oa, 4 )
82:‘01—{—[(cosw—x)al—{—smwl( )J

ou

w 't

v(xo) Sgi[(cosw——l)cxi‘—]—sin w| (ex,)]+ 3,

et nous obtenons cette proposmon el
« Chaque mouvement. d un vecteur. oc,,.d une p0s1t1on o, en une
autre o, est équivalent a une translation qm ‘est égale au dépla-
cement total de son élément origine et a une rotation d’un- angle:
égal a celui des vecteurs o, et a, autour de U'axe ¢ qui passe par
I’élément origine de.«-et est perpendiculaire aux vecteurs «, et a,.

o LI
R A
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La translation et la rotation d’aprés: 1’éqlia’ti0h (ro) sont liées
additivement -1fune ‘a I’autre, I'ordre de leur succession étant’ar-
bitraire ; par suite la tr ansIation et la rotation peuvent avoir lieu
en méme temps,. Paxe ¢ se deplacant parallelement a lui-méme
autour du vecteur egal au deplacement total de I element orlgme
dea. » : ‘

On a cos (2;»——w) ——_cos w, sin (2ﬁ—w)4:— sin w. Par consé-
quent le vecteur o prend aussila direction du vecteur a, s’1l tourne
autour de 1’ axe e qui passe par le pomt fo =, , d'un angle dont
I'amplitude est égale a (w — aw) ; mais nous entendons toujours
par I’angle des directions de deux droites celur de leurs parties
positives, de sorte que méme pour le mouvement le plus simple
il ne soit’question que de la premiére amplitude. '

§ o/. — Si les déplacements totaux des extrémités du vecteur o
sont infiniment petits, la différence des directions des vecteurs
a, et o, est ausst infiniment petite, <)w ==dw. Des équations (8)
(9) et (10) 1l résulte pour ce cas ‘spécial

ap = o; - dwl (eay)
do=o,—a,=dw| (ex,) = dw]| (e2)
C— . dw

=v,— v, = = —— [ (ea) =10 | (c2)

L - : 1 —_—
Ldw = 7\/da%, W= —;\/(vz —,)?,

ou dw est le déplacement angulalre et s1 W= — Y est la vitesse-

d

“dt

angulalre du vecteur o. '
Le deplacement total et la vitesse du point extréme du Vec- '"

teur a sont
doy=dp;+dw| (c2), v, =0, 4] (ca).

« Si les extrémités 'd'un vecteur o subissent, dans leur pas-
sage d’ une position o, en une autre a,, des deplacements infini-
ment petlts leur mouvement est equ1valent aune translatlon qu1 :
est égale au deplacement total de leur élément origine ét A une
rotation, d’'une angle infiniment petlt egal a celul des dlrectlons
des vecteurs o, et a,, autour de 1'axe ¢ qu1 passe par lelement
origine de a==ua, et est perpendiculaire & o, et.¢,. L’ordre de la
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suite de la translation et de la rotation est-arbitraire; celles-ci
sont liées additivement 1'une-h ’autre et les deux peuvent avoir

lieu én méme temps. »

§ 3. — Dans le cas génér:al‘ des déplacements d’un vecteur dont
nous avons parlé dans les paragraphes"précédénts sont compris
tous les cas particuliers, dont neus allons examiner les plus im-
portants maintenant, / |

1) 6,=o,lepoint o}b_—o}b du vecteur o =0, est sans deplacement
On a alors
Ou = o, — &, = 8,, ,|e=o,. 6,]e=o,
o, = cos wa, + sin w| (ex,),

Ry (cosw—1)a —+ sinw| (eay), ' 4a? sm2—-;-w = 58

d'p‘i =0, .
do = a,—a, ='dg,, dp |e=o, dp, |e =o,
Ca, oy -Fdw|(eay) ou oy —=a - dw| (ea), a=a,

do, = dw|(ea), ©v;=o0, vy=mw | (e2),

I -—
= — Vdp.2, — .
dw - Y/ P QQ P
Le déplacement total de l'extrémité du vecteur a==a, est per-
'pendiculaire a 'axe ¢; dans le cas 1) il est aussi perpendiculaire
au vecteur a==a,. Le vect_eur o peut étre transporté de la posi-
tion o, a la position a, par rotation autour de ’axe ¢ passant par

le pomt o, = Moy ,
2) G, =11, lextremlte RB=37B, du vecteur oc__a est sans depla—

cement.
On a alors -
So=—2,, &le=o, 8, |e=o,
ay = — [(cos wa, 4 sinw | (ea,)], .
o8, =—[(cosw—1)a, + sinw|(ex))], 4a> sinzé— w1202

dp, = o donng :

\‘dp:—dpi, dozla_o dpl|e__o
“2:’[“1+d“’|(3“1)] 0‘1.0“24— [—I—dwl[ea)] qiéa,
doy=—dw| (), H=—w|fs). -

. \

' T
dw — —\dp,2, W= —0,..
7 P1= . a Vt
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‘Le vecteur o passe de la position «, a la position «; par rotation
autour de 'axe e qui passe par son extrémité si Iamplitude a le
sens opposé comme dans 1). - . - |
3) Les déplacements o, et 8, sont dans un plan si ’on a
, ‘[“laiaéj =H
et alors on a aussi
A (238,8,) = o,
car

oy — oy = 0, — 0,
)
on a donc ,
[2,8,85] —[2,8,8,] = o,
et si ' ‘

| v e8] =0
- on a aussi |
' [aggigg].: o.

Le quadrilatere des points o, B,, ob,, B, est plan.

3') Pour 8, = dp,, 0, = dp,, dp,, do,, v,, v, sont dans un plan,

27
sl
a,do,dp, = o, alav—ez o,
et alors on a aussi | |
aydpdp, =0, = a,v, = 0.

4) 6,=ps,, les déplacements des extrémités du vecteur o sont
paralleles I'un a l'autre.
Alors nous avons

8. = (p—1) 8, 0,8,0, =0,  049,8,= 0;
sl p==1, on a 8,==06, et aussi

o, oy —o, == 0, Ol = 0.

Le quadrilatére f,%,4,8, est plan. Le plus simple déplace-
ment du vecteur o de o, en-a, a lieu. en ce plan. Si les déplace-
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ments des. extrémités de o sont egaux '« peut éire transporté ‘de
&, en o, par-la translation , Tespectivement dp,. -

5) o, est perpen(hculalre au vecteur (o, —l—-a 5)e

Alors nous avons '

C oY) “81 =0,  (yta)id=o,

0, est aussi perpendiculaire a ce vecteur.

a, |8, =o et a,|8,=o0
donnent
oy | 8¢ = o.
218, =o. et ay |8, =0

donnent

“2[61:“1182-

5') S1 dp, est perpendlculalre A o, =0, Hious obtenons

dp,|a =0,  dpla=o.

v |a=o, v, |a=o,.

Si les déplacements des extrémités d'un vecteur o sont infini-
ment petits et si le déplacement de 'une de ses extrémités est
perpendiculaire a la direction de ce vecteur, le déplacement de
Tautre extrémité est aussi tel et alors les vitesses des extrémités
sont pre(nsement normales a cette direction.

e _ 2. — La ligne droite.

§ 4. — Considérons la droite A transportée de la position &, B,
a la position fo, B, ; o, M, €t %,531;532 étant des points homo-
logues. =~ '

Comme une droite est déterminée par deux quelconques de
ses points, la droite JoB =0 coincide avec les droites f,B,=oa,
et Aoy B, =g0,, .
des points correspondants de o, et 5, et alors a cause de l'inva-
riabilité de o tous les groupes de deux pomts ceto, o eta, coin-
cident respectivement. ' '

- Prenons un pomt fixe arbitraire de l'espace comme pole de

si déux points -quelconques de ¢ coincident avec
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