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EQUIVALENCE DU MOUVEMENT

D'UNE LIGNE DROITE INVARIABLE cr AU DÉPLACEMENT

D'UNE POSITION DONNÉE «q ;

A UNE AUTRE POSITION DONNÉE cr2

i. — Le vecteur.

§ i. — Soit un vecteur — passant d'une manière quelconque
de la position çjUJ951 a1 à la position <A>2352 a2, les points
Xl et JLg, 35, 55t et 352 étant les points homologues de a, a1 et a2,

et les déplacements des extrémités du vecteur a, soient et
354352, étant de grandeur finie.

Lorsque le vecteur passe de la position oq à la position
a2= <Jk2352 (fig. i), on a, à cause de

l'invariabilité de sa longueur,

(i) al — a.Ll — a2? a2.

Les extrémités de a ayant pour
déplacements

cUi<A>2 zu cq, 35JL352 —1 ^2' Ai

on a

al + K — a2 — Si °>

de sortie que la différence des
déplacements des extrémités 35 et X du vecteur a est

W -Sa — a2 — oq.
N

« La différence des déplacements totaux des extrémités d'un
vecteur a, quand il passe d'une position oq en une autre a2 d'une
manière quelconque, est égale à la différence des vecteurs oq et oq.

De ce que
(5) oq-f-8« — a2,
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on tire par quadrature intérieure des membres de cette équation

ou
ar ~f" 2 (ai 1

-

d'où il suit par considération de l'équation (i)
(4) (aa4 + 8«) } SK o,

et, si nous avons égard à l'équation (3)

(4')
"

(a4-+ oa) | Sa o.

« La différence des déplacements totaux des extrémités d'un
vecteur est continuellement perpendiculaire à la somme des
vecteurs oq et a2. » •

On a aussi

(ai + ai)'l (s — si) 0>

d'où

(5) fo + oj [8a=(at+.«i) [8i.

cc Les projections des déplacements totaux des extrémités d'un
vecteur a sur la direction de la somme (oq + a2) des vecteurs

a4 et a2 sont égales entre elles. )>

De l'équation (2) résulte en multipliant ses membres par
(a2 — a,)

(ô2 oA) (a2 aj) o,.

de sorte que

(6) [(32 — 8i)(aiaa)] -°»

et si nous prenons

[(82 — ot):\J(a^j)?][ e,

il vient

(6') {% — 8^ I e o, S2 I s §i I s.

« Les projections des déplacements totaux des extrémités du

vecteur a sur la direction du vecteur de position des plans parallèles

à 0Li et a2 sont égales l'une à l'autre. »
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§ —-r Si le vecteur à passe de la position ôq à la position
infiniment voisine a2? on a 81 ^'pj, Z2==dp2, S* da ; il résulte donc

du paragraphe i :

(7) dot — dp2 — dpt — a2— otv

dot dp2
a

efo dt

d — v2—*v±.

dt '

«• La dérivée du vecteur a par rapport au temps est égale à la

différence des vitesses de son point extrême et son point initial. »

En négligeant des quantités infiniment petites d'ordre élevé

devant des quantités d'ordre moindre, nous obtenons de l'équation

(4)

ou

de sorte que

et aussi

2 [ad ]. dot) 0,

(a I da) o,

da
Ht — °'

a| dp2 a I dpi}

(ad I da) — o,

a| (d2 — vL) — o.

a | v2 — a I Vj.

« La différence des déplacements infiniment petits, ainsi que
celle des vitesses des extrémités d'un vecteur lui est perpendiculaire.

Les projections des déplacements infiniment petits des
extrémités d'un vecteur, ainsi que les projections des vitesses de

ces points sur la direction du vecteur sont égales l'une à l'autre. »

Il résulte de plus de l'équation (6)

{dp2 — dpt) [a(a + da)] o

{dp2 — dpù [ado) — <0.

Si nous prenons
(ada):\/[adayy—{aa')\^(aa')\ — \ty

nous obtenons 4

" • " '(% — "d?Ô l'e —dp% I s'~ dpi J s,

' -vJ\e o,- vs|s=7i.|e.
Enseignement math. 23
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« Les! projections • des déplacements < infiniment- peti-ts, k.
ainsi

que ceux des vitesses des extrémités d'un vecteu.r a sur la direct
tion du vecteur de position e des plans parallèles à a dans ses

positions originale et finale sont égales entre elles. »

§ 2. —Avec 53163/=S1 (fig. i) on a S/fB2^=30C,

y/<ji£>2t33'"i — y/

Posons Alors <A*26ï>' peut être transporté par
rotation autour-du point 42- en :'^2S^ l'angle de rotation étant
égaLà w, l'axe de rotation passant par gL2 et étant ûne droite
perpendiculaire au plan des points Jt>2, ^ et 652. Nous avons
alors les relations

a2 cos w(xl -f- sin w | (eaj,

(8) Sa—a2—kjziJcosiv—i) qCj| (socj

Si 8a est considéré comme donné, il s'ensuit pour l'amplitude
de w de la rotation

| (cos w—i J a.L -f- sin w | (saj j® r= 8àE,

d'où finalement

(9) '
- 4^2 S,in? .-A- W.=Z Qa2 — (8r— 8-i)?/ 1 '

équation qui détermine l'angle de dotation.
Le déplacement total de l'extrémité du vecteur a est alors

^2 — H~ °«>

82 ^ + [(cos w—1) Äi'-f- sin w I (sad j
OU

1

V
^ ,< ;

(10) S2=[(cosçv — 1) cq + sin w | (eat)] —j- SA,

et nous obtenons cette proposition :

« Chaque mouvement.d'un vecteur a,, d'une position oq en une
autre a2 est équivalent à une translation qui est égale au
déplacement total de son élément origine et à une rotation d'un angle
égal à celui des vecteurs oq et a2 autour de l'axe s qui passe par
l'élément origine de,a: et est perpendiculaire aux vecteurs oq eta2.
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La translation et la rotation d'après l'équation (10) s/ont liées

additivement l'une ?.à l'autre, Lordre de leur succession étantfar-
bitraire ; par suite la translation et la rotation peuvent avoir lieu
en même temps, l'axe s se déplaçant parallèlement à lui-même
autour du vecteur égal au déplacement total de l'élément origine
de a. »

On a cos (21z—w) =—cos w9 sin {21z—w)—— sin w. Par conséquent

le vecteur oq prend aussi la direction du vecteur a2 s'il tourne
autour de l'axe e, qui passe par le point <^0 ^, d'un angle dont
l'amplitude est égale à [w — 2tû) ; mais nous entendons toujours
par l'angle des directions de deux droites celui de leurs parties
positives, de sorte que même pour le mouvement le plus simple
il ne soit'question que de la première amplitude.

§ 2'. — Si les déplacements totaux des extrémités du vecteur a

sont infiniment petits, la différence des directions des vecteurs
oq et a2 est aussi infiniment petite, <^)w —dw. Des équations (8),
(9) et (10) il résulte pour ce cas spécial

a2 m oq -f- dw I (eoq)

da — a.2 — oq — dw | (scq) dw | (ea)

a'~ I (sa) w | (sa)

S7)i>

où dwest le déplacement angulaire et si w= est la vitesse

angulaire du vecteur oc.

Le déplacement total et la vitesse du point extrême du vecteur

cc sont

dp2 dpi-f-dwI (sa), (ea).

« Si les extrémités d'un vecteur a subissent, dans léur passage

d'une position a, en une autre oq, des déplacements infiniment

petits, leur mouvement est équivalent à une translation qui
est égale au déplacement total de leur élément origine et à une
rotation, d'une angle infiniment petit égal à celui des directions
des vecteurs oq et a2, autour de l'axe e qui passe par l'élément
origine de a oq et est perpendiculaire à'oq et L'ordre de la
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Suite de la translation et de la rotation est arbitraire ; celles-ci
sont liées additivement l'une à l'autre et les deux peuvent avoir
lieu en même temps. y>

§ 3. — Dans le cas général des déplacements d'un vecteur dont
nous avons parlé dans les paragraphes précédents sont compris
tous les cas particuliers, dont neus allons examiner les plus
importants maintenant.

1) 31 o,lepoint eAf>=cA£,1 du vecteur a=at est sans déplacement.
On a alors

8« =z a2 — a1 o2, ô1 | e o, : o2 | s o,

a2 — cos -J- sin w | (sa.,),

82 (cos w—i) aL -f- sin w | (saj} siri1 ——w — $22-

l'] r
'

dp1 — o,

Ja a2— a1 =dp.2, dpL | s o, rfp2|£= o,
'

a2 — a1 -)- dw | (sa4) ou a2 a -f- dw | (sa), a4 a,

dp2 — dw | (sa), 'j, o, v2 =; w | (sa),

dw — -1— Jp9!, w —- tva a

Le déplacement total de l'extrémité du vecteur a a1 est

perpendiculaire à l'axe e ; dans le cas i7) il est aussi perpendiculaire
au vecteur a=a^ Le vecteur a peut être transporté de la position

a4 à la position a2 par rotation autour de l'axe e passant par
le point fSAo1 JU2-.

2) S2 o, l'extrémité du vecteur a 0Li est sans
déplacement.

On a alors

8a Ov §2|s— o, SJszizo,

a2 — — [(cos w(X± -f- sin w | (eaj],

o1 —,— [(cos w —j) ai + sinw | (saj], 4a2 sin2—— w — 8^,

dp.2 o donné :

**)
*

- •
-

dp— — dpv dp2 I s o, dpL 1 s o,

a2 — — [(xlArdw I (ead] ou a2 — [a -j- dw 1 [sa)],
'

a1 se= a,

dpi — — dw I (sa), Vi — —w |(sa),

dw — —s/dpAi w — v*..
a y ri 7

a 1
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Le vecteur a passe de la position à la position a-2 par rotation
autour de l'axe e qui passe par son extrémité si l'amplitude a le

sens opposé comme dans i).
3) Les déplacements \ et S2 sont dans un plan si l'on a

[aiSÂJ °

et alors on a aussi

car

on a donc

et si

on a aussi

(a28189) o,

ai &2 — Sjl

[ofi^iSj — [oc2S±S2] o,

[0CiOiS2] —' o

[OjjSiSJ o.

Le quadrilatère des points cA*,, Xs, 532 est plan.
3') Pour 81 <ip1? S2 := dp21 dpn dp2i vv v2 sont dans un plan,

si
a1c?pi6?p2= o, air.,i'2 — o,

et alors on, a aussi

; a2dp±dp2z=io, <x2v±v2^=:o.

4) §2=^^15 *es déplacements des extrémités du vecteur a sont
parallèles l'un à l'autre.

Alors nous avons

oa z=z(p — i) oi, MA O, MA o ;
#

si p i9 on a. 82 81'et aussi

3a uro, a2 — aA — o, a2 — «r •

4') ^p2 dqnné :

dq..z=z (p ~^-i) dpiy aidç>idp2 — o,, a2dp±dp2 — o,

«' (p — i) Vi Ä .v^2. — o, o.

Le quadrilatère est plan. Le plus simple déplacement
du vecteur a de at en a2 a lieu çn ce plan. Si les déplace-
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ments dés extrémités de a sorit égaux, à peut être transporté de

ôq en a; par là translation §1? respectivement dp 1#
-

5) b1 est perpendiculaire au vecteur (oq-^oq).'
Alors nous avons

(«i + a2) | Si =± o, {ai + a2) | S2 o,

S2 est aussi perpendiculaire à ce vecteur.

a4 | 81 =: o et a± | S2 m o

donnent
a2 | 8« ~ o.

«il l±~o et a2l$2 o

donnent

a2 1 " al I ^2*

5;) Si dp4 est perpendiculaire à oq a, rious obtenons

c?p1|a ==o, | a ~ o.

?q|a=:o, v2|a=o,.

Si les déplacements des extrémités d'un vecteur a sont infiniment

petits et si le déplacement de l'une de ses extrémités est

perpendiculaire à la direction de ce vecteur, le déplacement de

l'autre extrémité est aussi tel et alors les vitesses des extrémités
sont précisément normales à cette direction.

• i. — La lïgne droite.

§ 4- — Considérons la droite JbfB transportée de la position cib1^1
à la position alb2532 ; Jb,Jb1?clb2 et étant des points
homologues.

Comme une droite est déterminée par deux quelconques de

ses points, la droite <Jb£B=:a-coïncide avec les droites GA£,i£B1=a-1

et gA£,2532 <72, tsi dêux points quelconques de or coïncident avec
des points correspondants de <7t et sq et alors a cause de
l'invariabilité de <7 tous les groupés de deux points <7 et oq, <7 et <t2

coïncident respectivement.
•Prenons un point fixe arbitraire de l'espace comme pôle< de



ÉQUIVALENCE DU MOUVE ME NT D'UNE DROITE '355

coordonnées O et soit CA£>1 0 + p1? 95x 0+ p2? ^=.0H-p un

point arbitraire de o,1 (fig. 2)-

L'équation générale des trajectoires de. la ligne &i est

p 771^-j- np2, 771 -j- 7Z— I

OU
: _ t,,"
p Pi+ n'(p2— pib

" '
1

'"p=''p^-f'nalf" avec (p2 — pj d'L.

Soient alors 53^=^ les déplacements des points

JW et .55 de la droite <7, l'équation de la droite Jb9552=o\2 est> en

posant U2=0H-^, U2=U1+ ô? •

^ p -f- 8 7n (px + Si) -j- n (p2 -j- 82),

^ 7npL -|- 7ip2 -j- m81 4~ nû2

ou
+ (Pi-fSi)+»[(pi-p1)+.(8.-81)]
^ (pi ~L%) ~t~ 71 (al."f~ ô«)> Öa=§2—0L

— (Pi + ®i) + nav a2 ai + ?«•

Des équations des droites 0^554 et JU2552 il résulte pour le
déplacement S d'un point arbitraire de la droite <y

8 (<J>— p) m81 + 7i82 =z 8^ 4-w (82—8J,
8 zu 81 + /^(«2:—Äi) — 8'i +^8a.
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L'équation

(ii) • 8 84 +»8«

est avec S comme radiusvector celle de l'hodographe des

déplacements des points de la droite or, quand elle est transportée
d'une manière quelconque de la position <r± à la position <r2 de

sorte que, comme elle ne contient que la variable /z, cet hodo-

graphe est une droite parallèle à la différence des déplacements
des points 33 et oib.

Les déplacement und 8Ä des points 5 et DC de la droite a- sont

— §1 -f- ZïiOa, S/c =; ô± —nj£ÙK,

de sorte que

h— û; [rik — m) oa, nkOi — n^k — (nk — m) ol5

et nous obtenons, si nous remplaçons (fans l'équation trouvée

plus haut pour l'hodographe les valeurs de o1 et oa par elles
données par ces dernières équations

8 îi +JL=^(8ä_8,).
nk — ni

« L'hodographe du système des déplacements de la droite cr

est une droite parallèle à la différence des déplacements de deux

quelconques de ses points, c'est-à-dire une droite qui passe par
les extrémités de ces déplacements considérés comme trajectoires.

Les différences des déplacements d^ deux groupes de points
de la droite a- sont parallèles. Par les déplacements de deux

quelconques de ses points sont déterminés les déplacements de

tous les points de la droite <7. »

Comme
S 81 +n(ct2 — aj

nous obtenons en multipliant les deux membres de cette équation

par (oqaa)

(«), S («W — 8i («iaä)> (° — 8l) Kaî) °>

d'où
81 s Si I s,
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si nous posons
(<*!«*) : \/(aia2)- l. £-

« Les projections des déplacements des points de la. droite <7

sur la direction perpendiculaire à ses déplacements <r4 et <72 sont

égales entre elles. »

Comme
OiS/£^: 4" fliàorj (8^ -f~ nk$a) ^ (nk ni) (°i°2^

[00^2] o, [88*8^] O,

les déplacements des points de la droite <7 sont pa'rallèles à un

plan dont la position est déterminée par les déplacements de

deux quelconques des points de <7.

§ 4'. — Si les déplacements des points <A> et 55 de la droite <7

sont infiniment petits, on aoj dp±, o2 dp2, 8a da, et alors

leur hodographe q pour équation, comme on a 0 — dp, en vertu
de l'équation (11),

dp dp± -j-nda, doL — dp%— 'dpl,

et alors, l'hodographe des vitesses v de ses points a pour équation

V —=v[-hn{v'2—v1);

ces lignes droites sont évidemment parallèles entre elles.
De plus, nous obtenons, puisqu'on a à cause de (11)

dp —dpi~ nda et a|daz=o,

avec a oq,

(dp —^PjJI a o, (v—qjla — o.

« Les hodographes des déplacements infiniment petits et des

vitesses des points de la droite <7 sont perpendiculaires à celle-ci. »

Il suit de là '

dp\oL =r dp^cn, yla — V^OL-

<c Les projections des déplacements infiniment petits ainsi que
celles des vitesses des points de la droite <7 sur sa. propre direction

sont égales. »
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•

Nous obtenons encore d'après l'équation (12) < -

(dp — dp^) (oqo^) riz o, ou (dp — JpJ (ada) ~ o,

ou/ si nous posons
1 :

- .* •

(add) : \/(a.d<x)l (act!) : y/(eta')? =± | s,

(dp—cZp/lerro, (d — v;/ | e o,

dp I £ ~ dpt I £,. v \ e=zvtl I e.

« Les projections des déplacements infiniment petits ainsi que
celles des vitesses des points de la droite a- sur la direction
perpendiculaire à ,<j1 et à q-2 sont égales, entre elles.

§ 5. — Les équations des droites et Jb2S2 sont

p — Pi + wiai> 1 4 — (pi 4~ $t) +

Ces lignes se croisent en général ; soit 6 leur plus courte
distance. •

: •
' " '

'

Pour le vecteur 6, on doit avoir l'équation

® — 4* — p — Oi -j- 7z2a2 ;— nioq,

et comme 0 est normal à oq et à a2, on doit avoir aussi

e in x I (a1a2),

et de là résulte la condition îh ' ïs

8i + «2a2 — "iai * I (aia2)> ^

d'où il suit
(ûi«i«2) * (aia2.):? -

*
: •

' '

et enfin -

\ alaA
(ataâ)=5 -,===$-•

V {aia2) -

Nous obtenons de plus pour les coefficients ni et «2

:(Wl(¥2)-«i(¥2l2:zo'
(S^i) I fanj —n2 («!«,); o,

et par suite
' n—'s (gi'aa) 1" Wita'","'

1 M1 + M'î ' 2"
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Si l'on effectue le .produit intérieur des deux membres de cette

formule, on peut, par le calcul des déterminants, modifier un peu
sa forme. On a ainsi

6 — oi -f- ^^ | ^ | [(ai | a2) (a21 ôA) a2 (ai | 8^1 ai

+.[(ai I a2) («il (a2 I 5i)] a2 ]

Pour les radii vectorCs pe et des extrémités de la plus courte
distance 9 on a, avec les valeurs trouvées pour n± et n2,

-
'

_ n I
(Vi) I

p6-p'+ Œl1

i în (Vx)!K«ä) „;^-(pl+ôt)+ - 5

et on a, comme cela doit être, (<j>6 — o6) 6.

Pour les déplacements des points de la droite cr, on a n±

n2 n,
> —^ — P= (a2 — cq),

cometpar suite, le déplacement du point de la droite tr, qui
cide avec l'extrémité origine de 9 est

*•=«.+ WMjft K^.
• \ ia2J-

de sorte que ce point n'est pas déplacé en général pour lè
vecteur 9 ; quand la droite <7 passe de la position cq à la position g\,,

aucun de ses points n'admet le déplacement 9.

§ 5'. — Si les déplacements des points Jb et de la droite g
sont infiniment petits, nous obtenons, d'après le paragraphe 5,

pour la plus courte distance 9 d§ des droites <j et <j2

M= adp^l ^(aJa)2 J ' ; Çaa)2
(aJa), ai a,

d%=zdo I —
^Pl ' ^K) — (^PxIa)da*- a2 (%)]<&?)

(a da)•
ou puisque a s aIT a2 a -j- a2dal,

d&-dpl — -^4^^ —^a2 da2
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t
le déplacement du point de la droite a* coïncidant avec l'élément
origine de M est

de sorte qu'en général ce point n'est pas déplacé autour du
vecteur ; aucun point de la droite <j n'admet le déplacement d§ si

<j passe de la position cr1 à la position cr2.

§ 6. — D'après l'équation

le déplacement S consiste en un déplacement Ôl commun à tous les

points de la droite a- et en un déplacement /iSa qui est perpendiculaire

à la direction de

ces deuxièmes composantes des déplacements des points de la
droite cr sont parallèles entre elles et directement proportionnelles
en grandeur aux distances des points à l'axe passant par oA^ et

parallèle à e. Ces deuxièmes composantes peuvent être engendrées

par la rotation de la droite a- cr1 autour de l'axe e passant

par Jh — cA^, de sorte qu'elles formentun système de
déplacements rotatifs. Soit w l'angle compris entre les directions
des droites crL. et ; d'après le paragraphe 2, nous devons

poser

ou

dp — d—j— dxi\[dpi\oi)— a2 (dpda) _

aMcë da

<N ÎN I
ù —oL 4" nùv.

e \{alai) :

S Sj -)- n I (cos w— 1) sin | (eoij) j
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• ; ••Ee: radius vector du rpoint II auquel correspond le déplacement

S est avant ce déplacement.

P Pi +-nœ^
' - ' '

sa trajectoire après le déplacement autour du vecteur S est

^ z= p1 -j- Oj + n cos waL -i~ sinw ] (sa1) 'j

- •
.• := Pi.H- «'.[ cos wa± + sinw\, (sa1).j.>+f Q*. -

Comme on a

§ — 0L + n («2 — oq), Oi o1 + m (a2 '— aj

on a aussi

8 Si + (n — ru) («2 — aj,
S — Si -f- (n — ni) | (cos w — ;i) al -f- sin w | (eaj j,

et par suite, l'équation dû radius vector d'un point arbitraire
U U9 de la droite a- est, comme on le voit facilement, lorsque
le déplacement a eu lieu

Ù pi- + (n~— ni) a2 + '

pi + fa — ni] | coswoCji -j- sin w | (eoq) j -f- Si.

<c Le déplacement, d'une droite JU55 <r d'une position ^ en

une autre position cr2 est équivalent à une translation qui est

égale au déplacement total d'un quelconque de ses points et à

une rotation autour de l'axe passant par ce point et perpendiculaire

aux directions originale et finale de.la droite. La translation
déplace en général de point en point la droite • l'axe de la
rotation a toujours la même direction ; l'amplitude de la, rotation
est la même pour, chaque, point de, réduction du système des

déplacements et égale à la différence des directions des positions
originale et finale de la droite. L'ordre de la translation et de la
rotation est arbitraire et les deux peuvent avoir lieu en même

temps. C'est pourquoi une ligne droite peut, a l'aide de rotations
et de translations, être transportée d'une position dans une autre
d'une infinité de manières. ;>) • /
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§ 6'. — Si les déplacements des points de la droite sont infiniment

petits, on a

dp Jpi -{-jidd — (dp2 — ^pd

et aussi d'après le paragraphe 2-

<^p ~= Jpi -f- ndw i .(sqc) rr ndw | (eût)

la trajectoire du point auquèl est relatif ce déplacement est

•

P — Pi

sa trajectoire après son déplacement autour du vector dp est

d — pt -f- n [ a + dw | (sa) j -f- do\, •

par s-uite, la vitesse de ce déplacement est

v—~Lz=. vL-\-nw\{za)

et la vitesse angulaire de la droite autour de l'axe S qqi passe par
le point cAo — <A>i est

"• - V

' Si le point (O -f- p,) est point de réduction, les formules peuvent

être écrites sans plus de difficultés.

§ 7. — Mais une rotation autour d'un axe et une translation
gauche, outre cela, sont équivalentes à une rotation de même

amplitude autour d'un axe parallèle à cela et à une translation
parallèle à cet aXe.

Avec X Xi comme point de réduction du système des

déplacements des points de la droite, on a

.8c=w.(«s — aJ.H-ij.

z=.n I (cos a>—1) ai (eoq) j + 81.

Si S0 désigne la composante de 8,, parallèle à l'axe e mené puar-
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le point-A-^^-'eti-jégala'à; la projection de oi sur' celui-ci, et à

l'autre composante, on a > v
S0 (^|-s) £—(S|.e) s,

£ _ aLa2°L „00 / £»

VWä)2-

et c'est précisément la translation pour le mouvement à chercher,

l'autre composante est

c o%- (S, I s) e (eSJ I e,

avec la valeur de e, nous trouvons, puisqu'on peut mettre aussi

T xaA + j«s,

T («A2 [ ' ^lSl^ Œl I'

OU -

'V:= (gt)2 [ la°(axl S')— KK) (a2l°l)] «1

' + [a2 («21 8i) — («11 aä) K I 8i)] «2 j
•

Par la rotation autour de l'axe e8 que nous cherchons doit être
engendrée la composante t du déplacement Sr Soit A la distance
perpendiculaire de l'axe à l'axe s par le point Jb éit» -, on doit
avoir, lorsque le vecteur X tourne de l'angle w autour de son
extrémité,

t ==: X — XA, Xi rr — [cos wk -f-,sin « [ (sX)] :

de sorte que doit subsister l'équation

t (i — cos w) X — sin w I (sX) — (sSjl), |e •

Ainsi nous obtenons de la manière déjà connue

2), (sod I £ + cotang —w\ (sod,

i sin (s, od y/8^
"

' ii sm w
2

L'axe is est ainsi déterminé, son équation est

,/ '
'

I ' -p5 ~ Pl + X" 4- jM(aia2)- '
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Mais nous pouvons aussi représenter \ comme une somme
multiple de oq et a2. Nous obtenons

/ <n n » 1
sin w M2X — -f- * HeôJ,V 1J I—cos w

ce qui est aussi avec la valeur de s

ax= +
-x :

(a,a2)f — |

OU

a» —(g'ig )^ { ^ t °i) — (ai 1 a2) («21 gi)] ai

+ [«2 (a2 I 8l) — (al I «2) K I 8i)] «2

I
• a2_(3ila2f {KlSi)»2-fel8i)«ij;

ou

2X * + [( 8>),8i](

ce qui donne

2,1(atL)a 1 r a2I (sti + 8«' I I +(aila2) (ailSi) — («11 Si)(«j.l °«)]Sœ

— .{ [ «2 + («i 1 «s) + (<*11 841 (8i 1 8«) — <ai 1 8i) V-) ai

par qui \ est représenté par les grandeurs directement données.
Soit, avec un point de l'axe es comme pôle de coordonnées,

pI le radius vector d'un point quelconque de la droite a subi la
rotation d'angle w autour de l'axe es et la translation 80,

p (1—cos w) (s J pj) e-j-Coswpiq^ smwKspj) '-]- S0.

Avec le point extrême de À sur l'axe es comme le point relatif,
l'équation de la droite <Â>1531 est

Xo — — ^ -f nav

de sorte que les radii rectores des points de la droite a-, si

celle-ci a subi le mouvement hélicoïdal, sont, avec le point
précédent comme origine des coordonnées,

X • (1 — cos w) [e I (— X + rcoq)] s + cos w (— X -f- woq)

+ sin w I [s (— X -f- râoq}] +
% n [coswoq -f- sin^KsaJ]—coswX —sinw|(eX) +
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Choisissons maintenant le point ^ comme pôle de coordonnées,

posons % p — A, il vient

p — n [cos woLi -f- sin w ] (eojj + (i — cos tv) A

— sin w | (bï)
'

-J- 80,

c'est-à-dire

p — n [cos wa± -|- sin w | (sàj)] + 31.

de sorte qu'en effet, la droite <7 par la rotation autour de l'axe es,

d'un angle w et la translation 80 peut être transportée de la position

c,1 en la position <r2, de telle sorte que les points de la

droite subissent la plus petite translation, et c'est évidemment
le mouvement le plus simple de g pour passer de la position g±

à la position Gr Si la rotation et la translation ont lieu en même

temps, l'angle de rotation et la translation croissent proportionnellement

au temps, et alors les points de la droite <7 décrivent
des axes d'hélice autour de l'axe e.

cc La droite g passe de la plus simple manière de la position cq
à la position <yg par mouvement hélicoïdal. »

§ yr. — Si la droite g subit un déplacement infiniment petit,
le déplacement d'un point arbitraire de cette droite est

dp ndw\ (sa) -(- dpi aA=a,

et le vecteur de translation dans le mouvement hélicoïdal est

dPo (dPl\e)e ^j^]{ada),
la vitesse est

,T — _ _ a2 —

— "'Hrt icu9uA _ .— —
VQ dt ,.9

I [a vi)] 3

et la composante de translation perpendiculaire àTaxe e est

dz — (edpd |e, '

laquelle doit être engendrée par rotation autour de l'axe du
mouvement hélicoïdal.

Enseignement math.



366 F. KRAFT

Pour la distance de l'axe ssau point <&>19 nous obtenons

^ "ir k^pi) -^r1

de sorte que l'équation de cet axe est

P* Pi 1 (eüi) + W£>

h l'égard des valeurs de e et m;, nous en obtenons, ou en outre
nous tirons pour À de la troisième formule générale,

P*=Pi + -~^~T [{rJ-\dPi) da~~{dcc\dpi)a]Jru\(a.da),

OU

Ps Pl +
J

—si' Ka I "l) (ü'2 — Wl) ~ — Vt) I vi ] ®]

K
+ "|(a(^—ïjj.

Prenons le pôle de coordonnées sur l'axe du mouvement
hélicoïdal, on a après ce mouvement pour le radius vector d'un point
arbitraire de la droite

p pi + dw | (epj) -f dp0,

son déplacement total et sa vitesse sont

dp dw \ (epj) 4* dpQ,

+vQ.

§ 8. — L'équation de l'hodrographe du système des déplacements

des points de la droite <r. est

o 8a + n (a2 — aj.

Parmi les déplacements des éléments delà droite a-, Tun est

le plus petit possible, il est égal à la perpendiculaire abaissée

du pôle de l'hodographe sur celui-ci.
Soit ôk ce déplacement, on a

Qjc — 0L -j- ftfcàa? G/c!0«'— O-
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Il s'ensuit
^ l'a 4" %°a? — O? -

de sorte que

lk — Oi —
VI 8«

~2 Uaî

JÄ=r ^ [(3,1^)8,-(Sil §«) V-

Le radius vector du point qui subit ce plus petit déplacement
est

__
IÔa

ç>k — Pi ai •

son radius vector, après que le déplacement a eu lieu est

?» I *>
' -s Op Oa

tyk pi + °i — 4-r~ a2'
Oaü

Ce plus petit déplacement n'est pas égal en général à la plus
courte distance des droites cr1 et cr2 ; afin que cela ait lieu, il faut

que soit remplie la condition

Oft — 6, •

ce qui, avec les valeurs de ok et 9 v donne

<n §i 1 Sa
£ 1 v S NSi 0« =z 4 1 KoK)>

Oaf (apöajf.

d'où il suit

(SaSJ 1 (aA8a) O, ou [(a2 —aj o1] | (a^) o,

de sorte qu'on doit avoir

ou

ce qui donne finalement

[(aila2) -°2] [(ai —f- 0C2) J Oj] O.

Ml) 1 («1*2) Mi) 1 (aia2)

a2 1. ai OllÄl cc^cq

<z2|a2 Oq 1 oc2
'

ai 1 a2 $i 1 a2
— 0,
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Cette condition est remplie, si Ton a

(a,+ a2)|§i== o, on [(oq |«,) — a2] o.

i) (^ + a2) I 0^=0. Le déplacement 8i doit être perpendiculaire
à la somme des vecteurs a, et a*.1. 2

De ce que généralement

•(a, +a2)|§i (ai+ a2)l82,

on conclut aussi

(ai + a2)l§2= °*

Mais on a

S + n (S2 — 8t) (ï — n) é4 +
et par suite

(*i + «a) 8 (i —Tij [(«1+a2) ]81]4^f[(a1+ a,) |8J,

c'est-à-dire soit

(«! + a?) I 8 o, (a2 !§)=: — (ai| o), •

le déplacement de chaque point de la droite <7 est alors perpendiculaire

à la somme des vecteurs oq et <x2.

Avec cette condition, nous obtenons après de faciles transformations

JV <N r, ^1 I 0| \ ö

'*V °s aS-KlaJ

Les trajectoires des extrémités du déplacement 8Ä sont
maintenant

P*=Pi+ &

A* pi+ S, + ^ - a2 <},» ;

on a en ce cas

8-|e zz; 8± {e 0.1 e —— gl^8i
Si («i^a)-

c'est-à-dire que les projections des déplacements des points de

la droite o- sur la direction de e sont égalés à la plus courtë
distance de cq et oq.
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L'équation générale ' '

• •
'

•. - ; -
"

:. • :

0 — Oi + (n — rii) (a2 — cq)

devient, si l'on prend SÄ==9 comme translation générale de töus
les points de la droite cr,

'

C'est pourquoi le déplacement de la droite a- est dans ce caà

équivalent à un mouvement hélicoïdal, dont l'axe es, coïncide avec
la plus courte distance des droites cr1 et <t25 et l'équation de cet

axe est - ;

Ps — Ç>k + WS,

OU :

P'-'Pi + g' + "K«ig*)- '

Nous arrivons au même résultat si, dans la seconde équation
donnée en général pour X, nous posons (o1 ] a2)==.— (8d j.oq).; nous
trouvons alors

-, -. :'gii's< • :

9 I J.Ja2 — oqlaj

X coïncide avec la droite aq et Féquation de l'axe du mouvement
hélicoïdal est la même qu'auparavant ; aussi pouvons nous écrire
celle-ci '

[(ps-pj- 'jiw-»-
2) ci2 — (oql a2) 0. ; ;

On peut alors écrire

«4 I K— — o, -

de sorte qu'on a (a2 —oq)=F=o, c'est-à-dire as=a1? ou „bien (oç2—a
doit être perpendiculaire à ar

a) ql2 oq, Puisqu'on a toujours 82 — 81=a2—a15 on a alors
82=o1, 8 81 82, tous les points de la droite a- possèdent le
même déplacement total. Le mouvement de la droite est alors
équivalent à une translation qui est égale au déplacement total
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d'un de ses points. Dans ce cas les droites et <r2 ne se croisent

pas, elles sont parallèles l'une à l'autre de sorte que ai=a1 ne
suffit pas.

Si ici en particulier on a (8jL|ai) o, on a aussi (§[(oc2)
o, et alors les déplacements de tous les points de la droite <r

sont perpendiculaires à ses positions limites de sorte qu'aussi
aucun déplacement n'est minimum dans ce cas.

b) (a2—-a1)|a1 o ou (a1|Sa)=o sera encore satisfaite, si le

déplacement SK est perpendiculaire à oq. De

8 — 8A -f- 7Ï8«

il suit
8 oq 841 ap

les projections des déplacements des éléments de a- sur sont
égales entre elles. C'est pourquoi on peut poser

84= COq+iqß, §8 084 + 6^/ (P|«4)=0,

et alors on a aussi

ß 8 cai+(n + i^&7)<0:-^
ce qui entraîne

(8ac±Gt2) ~ o, 6 — o,

les droites cr1 et <j2 se coupent, les déplacements des points de la
droite <r sont en un même plan. — La seconde hypothèse conduit

donc aux mouvements plans.
Soit 0 o, on a alors (oqoqôj^o et de l'équation de l'hodo-

graphè résulte (Soc^J—o ; les déplacements des points de la

droite <7 sont alors dans un plan, le mouvement de la droite est

équivalent à une rotation dans ce plan autour d'un de ses points.

§ 8'. — Si les déplacements des points Jf, et 53 de ta droite <7

sont infiniments petits, on voit que d'après la formule pour ùk le

déplacement minimum possible est

dpk- dPl-
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de sorte que la.plus petite vitesse'-possible est '
-

K— v

OU

v"—'
1

-,a
\ ["21 (vt~ vi)l — [vi 1 (v2 — M '

(»2— vih

Le radius vector du point de <r c1 qui subit ce plus petit
déplacement est

_ dpj (dp2 — dp,)
^ ^|(^2—?;.j)

—Pi — dpi)! 11

pour son radius vector après son déplacement, on a

4» pt- ÄÄ a + -j-ff{d?, 1 da) dPl - I

OU

4'Ä Pl — — )r-a+^5"j (u2 I a') Uî

vSoit avec cela le plus petit déplacement égale à la plus courte
distance des droites cq et <7g, nous devons avoir

(a I dp) (a I dpL) nz o,

c'est-à-dire que les déplacements des points de la droite o- doivent
lui être perpendiculaires, ce qui est le cas, si le déplacement
d'un de ses points lui est perpendiculaire.

Dans ces circonstances nous obtenons

7 7
' do, da _

cLou — do, 1
a— dcc—dft,

1 dat
OU

dpk ^ I (dp2 I d<x) dp±—[dpL | da) dp2 J,

soit à présent

dpI e daIS ^éséK,
I \JdaKa \
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c'est à-dire que les projections des déplacements des points de*

la droite or sur la direction de la plus courte distance de ses
positions limites sont! égales à Cette distance.

Avec dpk=d§ comme translation générale de tous les points
de la droite c, l'équation de l'hodographe des déplacements
devient

et l'équation de l'hodographe des vitesses de ces points devient

Par suite, dans ce cas, le changement de position de la droite or

est équivalent à un déplacement hélicoïdal infiniment petit
autour de la droite coïncidant avec la plus courte distance de ses

positions limites prise comme axe, l'équation de cet axe étant

Les lemmes principaux sur le mouvement d'une ligne droite
sont ainsi développés.

P« — Pk -f"

OU

dp, I da
Ps =?* d*Ha + u£'

a+a|[a (v2 — v,)].

Ferdinand Kraft (Zurich).
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