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I’existence des nombres transcendants a été établie pour la
premiére fois par LiouviLLe dans ses mémoires publiés en 1844
et en 1851. Leur théorie a été établie par G. Caxtor, HerMmITE,
LinpEmany, WEeiersTrASs et HivLBErT. , '

C’est Hermite qui, le premier, fournit un exemple eﬂcei:tif de
nombre transcendant. Dans un mémoire célebre, publié en 1873,
il démontre que e n’est pas un nombre algébrique, ¢’est-a-dire,
qu’une équation de la forme

aie”—{—aié”—i-{—a,ze"‘?*—l—.... +a,1_1e+an;—:o

les a étant entiers, est impossible.

Plus tard, en 1882, M. Lixpemanx généralise la méthode de
Hermite et parvient a démontrer que = est transcendani. Son
mémoire est d’'une importance considérable non seulement pour
la théorie des nombres transcendants, mais encore pour la Géo-
métrie.élémentaire. Il apporte, en effet, la démonstration rigou-
reuse de l'impossibilité de la résolution du probléeme de la qua-
drature du cercle a 'aide de la réegle et du compas,

H. Fenr.

I’ATOME DANS LA GEOMETRIE (!)

Convient-il d’introduire la considération de I'atome dans 1'en-
seignement de la Géométrie élémentaire ? Cette introduction nous
parait a la fois-utile et nécessaire,

Fragen der Elementargeometrie, ausgearbeitet von Tagert (Leipzig, 1895) ; rédac-
tion frangaise par Griess, Paris, 1897. On y trouve un intéressant chapitre consacré
a la possibilité de la construction d’expressions algébriques. "

(') En nous envoyant cet article, M. Bonnel se demande si nous ne le jugerons
pas trop long et d’un ton trop autoritaire. Il nous semble trés naturel que chaque °
.auteur donne au-développement de'sa penséé I'étendue (compatible avec le cadre
de notre Revue), qu'il juge nécessaire, et qu’il défende ses idées de toute la force
de-§a conviction. ‘Aussi, fidéle au principe d’indépendance compléte qu’elle s’est
toujours efforcée d’appliquer, la Rédaction accueille-t-elle avec ‘empressement la
présente étude; elle en fera de méme pour celles que M. Bonnel compte consacrer
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Nous supposerons que 'atome est défini, dans chaque espece
de grandeurs, comme « la plus petite de toutes les grandeurs
indéfiniment petites de cetteespece » et, sans perdre de vue cette
définition, nous examinerons quel role peut jouer l'atome dans
une démonstration faite par le procédé des limites, basée sur
la divisibilité a l'infini.

Prenons pour type la circonférence d’un cercle dont on se
propose de définir la longueur comme « limite vers laquelle
tend le périmetre d’un polygone régulier, inscrit ou circons-
crit, dont le nombre des cotés augmente indéfiniment. » Personne
ne conteste qu’il est possible d’inscrire a un cercle un poly-
gone régulier dont le co6té soit de plus en plus petit et
méme plus petit qu’une quantité donnée, si petite qu’'elle soit.
Mais, quelque petite que soit la quantité donnée, si 'on s’y ar-
réte, on est encore tres loin de la limite qu'on veut obtenir et
prendre pour définition ; et le plus simple bon sens nous dit que
cette limite, dont D’existence est d’ailleurs démontrée, ne sera
atteinte que dans le cas ol le c6té du polygone sera devenu assez
petit pour qu’il n’y en ait pas de plus petit : c’est ce polygone,
ou du moins son périmetre, qui sera la limite cherchée, pour
cette raison que, son cdté n’en ayant pas de plus petit que lui, il
estimpossible, soit en acte, soit en pensée, de le subdiviser. Or,
quel est cet élément minuscule qui marque ainsi Parrét forcé de
Popération matérielle ou fictive qu’on avait conduite jusque la?
Ce n’est pas un point: le point est un zéro ou néant d’étendue;
et, en bonne logique, si 'on a pu arriver par une série d’opé-
rations au résultat quel qu’il soit qu’on se proposait d’obtenir, il
faut qu’on puisse refaire en sens inverse la méme série d’opéra-
tions, et revenir au point de départ, qui est icile périmetre du
premier polygone inscrit; nous.pensons que ¢’est la un principe
indiscutable. Mais, avec un point, deux points, trois points,

& une exposition ultérieure du sujet. Mais il nous semble indispensable de faire
des réserves sur l'utilité de 'introduction.de ces notions dans I’enseignement de la
Géomsétrie, du moins dans I'enseignement élémentaire. Autant elles sont intéres-
santes et originales au point de vue philosophique et pour des esprits déja prépa-
rés.et miris par une instruction-antérieure, autant nous redouterions sur l'intelli-
gence .des .commencants l'influence .de théories qui abolissent I'idée premiére de
continuité; car celle-ci ‘nous apparait comme l'un des premiers postulats indis-
pensables dans linitiation.a I'étude de I'étendue. (NOTE DE LA REDACTION.) -

&
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~ autant de points qu’on voudra, on ne reconslituera pas le plus
petit ‘de tous les cotés que puisse avoir un polygone; zéro
multiplié par un,nombre quelconque donne toujours zéro. Le
dernier élément de la longueur n’est donc pas un point, parce
que le point n’a pas d’étendue. Il faut noter d’ailleurs que ce
dernier élément est indivisible, sans quoi on ne serait pas forcé
de s’y arréter. Donc, cet élément doit posséder cette double qua-
lité : avoir de 'étendue et étre indivisible ; il ne peut étre, par
conséquent, que la plus petite de toutes les longueurs indéfini-
ment petites, c¢’est-a-dire 'atome linéaire.

L’atome linéaire résulte d'ailleurs de beaucoup d’autres consi-
dérations plus simples. Si I'on considere, par exemple, sur une
droite un point fixe et un point mobile, se rapprochant du point
fixe de maniere a venir finalement se confondre avec lui, 1l est
clair que la distance des deux points, aprés avoir diminué, finira
par étre nulle, Or, immédiatement avant que d’étre nulle, cette
distance a d& prendre une valeur trés petite, qui n’était pas
encore nulle, et qui pourtant se trouvait moindre que toutes les
valeurs précédentes; cette distance, la plus petite de toutes les
distances indéfiniment petltes des deux points, est 'atome de
longueur.

Inversement, si 'on considere la distance de deux points dont
I'un s’éloigne de 'autre, aprés avoir été confondu avec lui, il est
impossible d’admettre que cette distance, de nulle qu’elle était,
prenne une valeur quelconque sans commencer par en prendre
une qui n’est pas nulle et qui est pourtant plus petite que toutes
celles qu’elle prendra dans la suite ; c’est encore 'atome de
longueur ' !

Cela n’est point partlcuher aux lonoueur - D’une maniére géné-
rale, on ne congoit pas qu’une grandeur quelconque puisse varier
de [ a o ou de o a [ sans passer par I’état d’atome, soit en nais-
sant, soit en s’évanouissant. Il y a donc autant d’espéces d’atomes
que d’ especes de grandeurs, et plus on y réfléchira, plus on en
sera convaincu. ‘

En ce qui concerne la théorie des limiltbes, on se heur’ge quel-
quefois a une objection assez vaine, quil consiste A mettre en
doute qu’il y ait un point d’arrét forcé, lorsqu’on divise une
droite en parties de plus en plus petites, ou lorsqu’on inscrit &

Enseignement math. : 3
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un cercle un polygoile régulier dont les cotés sont de plus en
plus petits. Rien, se dit-on, n’oblige a s’arréter dans I'opération
commencée, car elle peut trés bien se concevoir comme ne finis-
sant jamais ; ¢’est' méme la ce qu'on veut exprimer quand on dit
que opération peut se prolonger indéfiniment, et cela n’em-
péche pas d’affirmer qu’il .y a une limite vers laquelle tend le
périmetre du polygone inscrit, sans rencontrer un c6té tellement
petit qu’il n’y en ait pas de plus petit que lui, c’est-a-dire sans
rencontrer I’atome. C’est bien la, je crois, le fond de I’ obJectlon
qu’on se fait communément.

Pour répondre & cette objection, nous remarquerons d’abord
qu’il parait bien étfange qu’en vue de former une définition aussi
élémentaire que celle de la longueur d’un arc de cercle, on ait
recours a une opération qui ne finit jamais et a une décomposi-
tion qui donne une infinité de parties. L’éternité et l'infini sont
des idées difficiles a manier par des commencants; et Galilée a
démontré d’ailleurs qu’on ne saurait admettre, sans contradiction
dans les termes, qu’il existe une suite quelconque composée d’un
nombre infini de termes. Mais enfin, s1 vous étes stir de conce-
voir assez nettement la portée du mot infini pour l'utiliser dans
cette définition et si, grace a lui, vous croyez pouvoir fixer votre
limite et 'imposer comme telle au périmetre croissant du poly--
gone inscrit, ce qui est le but final du raisonnement, vous accor-
"derez bien que je puisse concevoirla méme chose aussi nette-
ment que vous, traverser comme vous sans encombre votre infi-
nité d’opérations et revenir, avec la pensée, par le chemin que
votre pensée aura suivi, mais en sens inverse, de votre limite fixe
a votre point de départ. Je vous poserai alors la méme question'
qu’avant ’objection : les éléments (poussiére de droite ou de péri-
‘meétre) qui composent votre limite, {uture longueur d’une cir-
conférence, sont-ils des points? Si vous dites « non », j’en con-
clus que ce sont des atomes, car il faut bien que ces éléments
soienit quelque chose. Si, vous rabattant sur 1'éternité, vous
dites « oui, ce sont* des points, mais il y en a une infinité et
I'on sait, apreés tout, que zéro multiplié par l'infini, donne un
produit qui peut ne pas étre nul-», je vous le concéde ; mais on
sait aussi que le produit, 0><o est un symbole de 'indétermi-
nation, et vous ne prétendez pas, j'imagine, prendre ici-comme
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définition une limite indéterminée, que la pensée ne peut pas
atteindre et dont vous ignorez tout, si ce n’est qu’elle existe,

La conclusion reste donc entiére ; toute démonstration ayant
pour objet de définir une grahdeur quelconque comme limite
d’une grandeur variable qui s’approche indéfiniment d’'une autre
grandeur variable, est sans valeur logique, si ‘elle est basée sur la
divisibilité a 'infini; elle devient théoriquement acceptable, si
elle est basé sur 'atome, par le fait qu’elle se trouve débarrassée
de tout ce que contient d’insaisissable le mystérieux passage de
I'atome 2 zéro et qu'il n'y a plus & considérer qu'une suite indé-
finie d’opérations au lieu d’une suite infinie. Mais il faudrait
désespérer de la logique géométrique, si ’atome ne nous appor-
tait pas une solution encore plus simple de la question ; cette
solution plus simple se résume en deux mots : 'atome supprime
le procédé des limites dans les définitions, en supprimant l'in-
commensurable,

Tout le monde reconnaitra qu’en disant: « Deux lignes (droites
ou courbes) sont égales lorsque ces deux lignes peuvent coincider
par superposition », on énonce une phrase absolument vide de
sens, si I'on n’entend pas par la que ces deux lignes sont égales
en longueur. Laissez de co6té, en effet, Iidée de leur longueur,
et vous ne trouvez plus rien a considérer dans leur coincidence
par superposition. Cela tient & ce qu’on ne peut pas concevoir
une ligne sans qu’elle ait « plus ou moins d’étendue dans la seule
dimension qu'elle posseéde », c¢'est-a-dire sans qu’elle ait la qua-
lité d’étre longue ; cela tient aussi a ce que cette conception est
primordiale, et, par suite, completement indépendante de la
question de sa mesure, qui n’est qu’une question pratique. Mals,
si toute ligne a une longueur, 'atome linéaire, qui est une ligne,
a aussi une longueur, la plus petite de toutes. A cet atome, si
I'on ajoute successivement un, deux, trois, quatre.,. atomes, on
aura évidemment formé une ligne; or, d'une part, comme ces
atomes sont nécessairement égaux entre eux, c'est leur nombre
seul qui détermine la longueur de la ligne ; d’autre part, comme
ces atomes ne sont, ni droits, ni courbes, c’est leur disposition
relative qui seule détermine la forme de la ligne, autrement dit
son espece dans le genre ligne. On peut donc dire que deux
1ignes quelconques ont toujours pour commune mesure ’atome
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de longueur, sinon un multiple de cet atome, et qu’il n’y a pas
de lignes, a proprement parler, incommensurables entre elles,
¢’est-a-dire n’ayant aucune commune mesure. La diagonale d’un
~carré et son coté sont des droites ayant pour mesure commune
I'atome et pas d’autre ; il en est de méme de la circonférence
d’un cercle et de son rayon. Ce qui est vrai pour les lignes est
vral aussl pour les surfaces et pour les volumes.

S’il n'y a pas de grandeurs incommensurables entre elles, il
n’y a pas de nombre incommensurable avec 1'unité ; /2, /3, =,...
sont des nombres qui ont pour diviseur commun avec l'unité
I’atome numérique ou le plus petit de tous les nombres. La consi-
dération de I'atome supprime donc l'incommensurable, et elle
rend superflu, aprés l'avoir rendu acceptable, le procédé usuel
des limites, dans les définitions géométriques.

~

J.-F. BonneL (Lyon).

SUR LES

HEPTAGONES ET LES ENNEAGONES REGULIERS

Etant a 'Ecole Polytechnique j’ai trouvé ces théorémes qui ne
sont" peut-étre pas encore connus :

. y ’ ' . . . T v \
I. — Le cété de U'ennéagone régulier étoilé 2 sin -—45—- est égal &
- ’ r ’ . ' . ’ . 2W
la somme des cétés de [autre ennéagone régulier étoilé 2 sin —
: , , . . T 9
et de Uennéagone régulier convexe 2 sin 3

Démonstration : Il faut trouver zéro pour I’expression

- ~

qui s’écrit
' 4T o m
sin -4—_—,-— 2 sin cos —=> Y

6/
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