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ou, plus simplement, en remplagant ces résultats par des quan-
tités proportionnelles, '
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c

y:@_m(i+ﬁ)

c a

Az': (p—c) (—'z- —{-—%—) .

On pourrait déduire par exemple de la ’équation générale des
coniques passant par les centres des trois cercles exinserits a
ABC, et divers autres résultats faciles & obtenir et sur lesquels
il nous semble inutile d’insister.

C.-A. LaisanT.

NOTE SUR L’EMPLOI DU SYMBOLE 1,

DANS LA RECHERCHE

DES FORMULES TRIGONOMETRIQUES

1. Le réle important que joue la quantité complexe de laforme
P —+ ¢i a fait comprendre a ceux qui s’occupent d’enseignement
que I’étude de ces quantités devait se faire par le jeune mathé-
maticien dés le début de ses études. Aussi leur étude est déja
inscrite depuis longtemps-au programme des cours de mathéma-
tiques spéciales. '

On sait que I'on peut mettre une telle quantité sous la forme r
(cos a - i sin a), r étant son module, @ son argument. On con-
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nait egalement la facilité avec laquelle on est condmt a établir
un grand nombre de formules de la théorie des fonctmns circu-
laires en cons1derant la quant1te complexe mise sous cette. forme

’crlgonometrlque.=
J’ai remarqué, — et il est bien facile de faire cette remarque

— que la quantité complexe pouvait se mettre sous une forme
trigonométrique renfermant, au lieu de 7, un autre symbole, dont
celui-ci n’est qu'un cas particulier. Ce symbole (') est 1,, déja
considéré par Housl dans ses éléments de la théorie desquantités
complexes et avant lui par d’autres mathématiciens, et que je défi-
nis par la formule : |

19 = cos 0 -} i sin 6

D’apres cela, pourva que sin § soit différent de zéro
P y P q y

19— cos 0
- sinf

La quantité A= p - ¢ 7, qui peut se mettre sous la forme r
(cos @ -+ i sin a), peut ainsi se représenter par

sin (0 —a) + 14 sin «

(1) A=m+nry=r g )
ou 'on a
- cos O n-- |
—P T 5me "= 7 Sho*

On peut se proposer d’étudier les quantités complexes sous la
forme m - n 1,. Cette étude ne differe au fond aucunement de
I’étude des quantités p -+ ¢ 7; elle présente néanmoins un cer-
tain intérét en ce que, dans la recherche des formules trigono-
métriques, elle conduit a des résultats plus généraux que ceux
auxquels on arrive par la considération des quantités de laforme
ptqt. - |

On congoit dés lors que ceux qui enseignent les éléments de la
théorie des fonctions circulaires aux jeunes mathématiciens
peuvent avec profit leur exposer cette étude et leur montrer com-

() Bellavitis emploie le symhole eb pour représenter 'expression cos § -} 7sin 6;
et représente la quantité ¢f par ¢,

M. Laisant emploie les mémes notations dans son ouvrage : Théorie et Appli-
cations des Equipollences, '
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<inent ils peuvent s’en.servir dans la. recherche des propriétés de
-ces fonetions. : . R T
¢ .L'objet de la présente note.consiste dans un exposé trés suc-
cinct des regles fondamentales du calcul des quantités m - n i,
et dans. 'application de ces régles-a la recherche des formules
ctrigonométriques. T R o

I...Je commencerai par établir le, principe de 1’égalité de deux
~quantités.complexes écrites.soirs cette forme..”. - =~ . "

2. Principe "de Légalité a’e ‘deuz’ ul('[uc_i}z.t’izés b(j}nplémeé de la
“forme m '+ n 1,. — Considérons Ia relation =~ =~ -

() g = ok

fn y remplagant 1y-par sa valeur, ilvient .. -

m - n(cos 6 4- ysin ) = m' 4 n' (cos 0 + i sin 6)

et par suite, sisin § =£ o,

(wg) | m=-m, . 2 Wt :M;‘

L’¢galité (w,) éSt'donc équivalente au systéme (w,) et récipro-
quement. - LT ‘ '

3

3. Opérations fondamentales sur ces quantités, — Les regles
du calcul des quantités dela forme r(cos @ - i sin a) étant con-
-nues, on peut, en se basant sur la relation (1), établir sans peine

les régles - du calcul de ces: meémes quantités ‘mises sous la
e Sin (0 —a) + 14 sin @ o -
‘ " sin 6

forme 7. . Je me bornerai a faire remarquer

~que l'on a

"7 sin (0 —a)+1ysing,  sin (0 — a,) + 1, sin a, _ .

v sm’ﬂ , 4 * " osin@ )

- o rws'in (6 — a, F ay) -+ 14 sin (e a,)
T sin 0 R

H o

. et-que, en vertu de la formule de Moivre, savoir

-~ .. - (cos @i sin a)m = ¢os ma- - i sin 'h'm»,.

on aura aussi, pour m entier,

£
- o

;-»'(II)’ _‘ : [ sin (6 — a) 4+ 1 sina ]m . 'é_in'(ﬁ — ma) + 1y sin ma

“sin 0 sin 0




EMWPLOI DU SYMBOLE 1, | ‘ar3
©fe Expresszons generales des puzssances enticres. de Ie, =4 I,
1 — 1,. — On sait que les arguments respechfs -des- quanhtes
I, I 4 1€t 1 1, sont 0, ie’c——-(ﬁ-——n) et que 1, 2 cosiet
“sin’ _6_ sont leurs modules respectlfs 17 apphcatlon de la formule

"(II) donne donc

— sin (m—1) 04 14 sinm

’

(I11) 13" ==

sin 6 -

—'—sin(m——z)—;li- ig sin m—

g ‘ . m — oM m .
(IV) (1 -+ 19)™ = 2™ cos . =5 0

v e »“..' E o 8 . ,_t ‘: {,'-. ’)Z ©
— sin [(1)2—2) S =™ #z + 1y sin— (9——11:)

— M — oM ainM —
(V) (x 19) = 2™ sin™ — 3 d
5. Consé?zleﬁée” des fo;'}h'z[lﬂes“ p/r"gééc‘lezzie’;.“—"——mlla méthode qui
fait Vobjet de cette note consiste a partir d’une relation A = o,
. ,mettre ‘A isous 1af0rme (1 ) et.&a appliquer le prlnupe du_ n® 2.

Je me pI‘OpOSG d’ en, donner quelques exemples

6. La formule du binéme de Newton permet de transformer
la formule (II) comme suit, pourvu quem soit entier et positif.

p=m ' ' -

m—1) ... (m—p- . . T
E n { ) 5 P ]L Do sin? @ sin™ ~? (0 — a) = sin™ —1 6
p=0 : -

[sin (0 — ma) + 14 sin ma].

it

D’autre part, la formule (L1I) donne-

sin (p—1)0 ~ sin p()

10—

sin 0 " “sin | _ 1

Substituant cette valeur dans lz'g_ﬂi:elati’éﬁ"pfécvté“cl"eﬁ;ce et apphquant
le principe du n° 2,1l vient

p=m
sin™ (0 — @) — 2 : m(m—1)... (m—p 41 sin(p—1)6 .
1.2 ... p sm 0
Tolicaw=2inc un ol i op s
i Smm——p (0 B a) — Smm~1 e s (9 - ma)

Pp=m ,

2: m(m — 1 (m— 1) sln - : . A

. ’f.,;.‘ ( : ) - P + ) p - sm?’ (t Sll’lm"—z) (ﬂ“:-?-'al) —

JEI P sin 0 .

=t — sin™! 0 sin'ma.
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Ces formules donnent lieu a des cas particuliers remarquables ;
citons le cas ot 0 =m q ;

m(m—1) ... — . . .
| ( ) (m pt1 sin (p — 1) ma sin? q sinm—p (m —1I)a
2 | 1.2 ...p
p=2
. = sin ma sin™ (m — 1) q,
p=m
n{m-—1) ... —_ . . .
§ : m (m — 1) (m—p+1) Sin p ma sinPa sin ™P (m — 1) q
.2...p :
-y = sin™+l g,

7. On a, par la formule du binéme, dansle cas ot 7 est entier
et positif,

p=m

2

p=20

m(m-—-x) (ln—_-p+ 1)

17 — m,
L2 ... p o = (14 )

Remplagant dans cette relation 17 et (1 + 15)" par leurs ex-
pressions (III) et (IV) et faisant usage du principe du n° 2, on
obtient les deux équations

. 6
sin pﬁ = 2™ cos™ — gin M —
2

’

p=m
. 112(71:—-—1)...(nz———p+1 .
Sm6+2 ' 12 ... p — sin(p—n)0
p»=2 0
—_—am m - gi —2) —
=2 cos™ — sin (m — o) g
p=m .
m(m——1)...(m—~p+1)
Ty » s

P

2

p=1

dont la seconde est bien connue.

8. Considérons encore I'identité
(14 1g—2.1)m = (1 —1q)m

Elle peut s’écrire, dans I'hypotheése de m entier et positif,

p=m

2

p=0

(— o ™ (m—1) ... (m—p + 1)
! L2 ...p

27 (1 + 14)m—p 1 = (1 —1y)m,
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On sait que (1 -~ 1p)™ 7 et 1f ont respectwement pour mo-
A _, 0 0
dules 2™~ 7 cos ™ TP —, 1 et pour arguments (m —p) = ot pQ
”Lexpressmn générale en fonction linéaire de 1, du produit

(1 4 15) ™77 1§ est

2771—1) co sm—p e

sin 0

[— sin (m —{—p-—z) 4+ 14 sin (m +P) __.]

La relation précédente peut done s’écrire

p=m : cosm—P — :
m(m—1i) ... (m—p+1) a | . 0
S im0 T [
p=0 ’
o0 "
om Slnm S
— 14 sin (m--p) — ] = — (1 —19)™ -—f——SE—B—E— [Sin g (m-——z)—g- :

Appliquant a celle-ci le principe du n° 2, il vient -

p=m
Z (—1)P m (’”‘_ 11) 2 -t (”;—P+ 1) cos™—P _2- sin (m +>PA——- 2) ‘2—'
p=0 ‘
N T
— sin™ - sin l(m——2) - —m =
p=m
’ m(m—1) ... (m—p-1) ' L ' . 0
S 14 P — et
Z( I) . p — cos™P —~ sm(m—l—-p)—;
p=0 ‘ , ’
0 m
= sin™ — sin — (0 — =),
2 2

L. Vaxy EMELEN (Louvain).
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