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sont supposés alternativement positifs et négatifs. En outre nous
admettons encore que
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et on retombe, par conséquent, dans le cas précédent, c’est-a-
dire que le polynome aura un nombre de racines positives infé-
rieur d’une unité au nombre des variations.

P. Zervos (Athénes).

SUR LE THEOREME DE DESCARTES

Dans la démonstration -suivante du théoreme de Descartes
nous employons le théoreme de Rolle.
| Laguerre (CE-UVI‘éS completes, 1) a aussi donné une démons-
tration du méme théoreme fondée sur le théoreme de Rolle. Mais
notre démonstration differe essentiellement de la sienne. Elle
montre comment, étant donné un polynoéme, on trouve une
limite supérieure du nombre des racines positives au moyen de
la limite supérieure du nombre des racines positives de sa dérivée
d’un certain ordre. = ' | |

" 1. Si nous exprimons par 7 le nombre des variations d’un
polynéme entier a coefficients réels, le nombre de ses racines
positives est 7 — 27, ou ¢ est un entier positif ou zéro.




SUR LE 'HEOREME DE DESCARTES ) 429

Te dis que, si cette proposition est-vraie pour tout polynjme
entier ayant n-— 1 variations, elle- Uest aussi pour tous ceux
ayant n variations.

- 2. Nous pouvons exprlmer le nombre des racines posmves de
tout polynéme entier, qui presente n variations, par n —|— 20, ol
o, est zéro ou un entier p051t1f ou negatlf '

En effet, si n est un nombre pair, les termes extrémes du
polynome ont le méme 51gne, et par conséquent le nombre des
racines positives est palr Enfin ‘la différence de deux nombres
pairs est un nombre pair. — Et si n est un nombre impair, le
premler terme du polynome a un signe différent du dernier
terme ; donc le nombre des racines positives est impair, la

différence de deux nombres impairs étant un nombre'pair.
3. Je démontrerai I'impossibilité de I'inégalité p, > o

Démonstration. — Soit le polynéme donné

, 1 —r—1
f(x) — ao xm+ al 7?’& + a7 ﬂl r + a 71 ’)77, r + + a,n

etadmettons que la derniére variation se pr‘ésente entre les termes

a, x™~" et a, .« ™ "1 Je prends les dérivées successives

de f(«). De ces dérivées, la premiere qui offre n — 1 variations
est celle de ordre m — r. Car la variation que présentaient
dans f (x) les termes a, et a, ,; est perdue dans f™=" (z),
a cause de la disparition des coeflicients a, , 1, @, 4 , et suivants.

Mais, pour n — 1 variations on a supposé la proposition vraie,
et par suite le nombre des racines positives du polynomeﬂm L ().
estn — 1 — 2k, ou Kk est un entier positif ou zéro.. - L

Donc le p‘olyn(‘)me fm ==Y (x), dont la dérivée esff(m_") (z)a
des racines positives au nombre de n — 2k tout au plus, d’apres
le théoreme de Rolle.

Mais le polyndéme f1™~"—1" (x) présente n variations; donc le
‘nombre de ses racines positives est n - 29, (§ 2), et il faut que

n--2p, < n—2%,

(01‘1 o, est un entier ou ,zéro)

Enseignement math, . 28
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d’otr il suit’-- :
I RSP —py >k [

c’est-a-dire ‘
' n—}-mz-:n—-zlcl oi o<k =k

(lc etant un entier positif).

" Maintenant, d’une part, je conclus, par le théoréme de Rolle
que n — ok, + 1 est la limite supérieure du nombre des racines
positives de f(’"‘”' —2 (z). D’autre part; laremarque que le poly-
néme donné a » variations et par suite (§ 2) n—+ 2p, racmes
p0s1t1ves (ou o, est entier ou zéro) m 1nterd1t la supposmon que
le polynéme f™~"=2 (x) a n—2f, + 1 racines positives. En
effet, dans le cas contraire, jaurais

I

n—ak +1=n-42p, dou -—2—-_-_—_.p3—i—/f1

ce qui est absurde, puisque p, et &, sont tous les deux entiers.
Donc
n 4205 = n——-z/c“ —pPy= ]‘v
d’otr

n 4+ 20, = n'— 2,

-

). étant un entier positif ou zéro.

Par la méme série de raisonnements je conclus que le nombre
des racines posrhves de fom—r—? (x) est n — 2u, ol p est un
entier positif ou zéro T :

De laméme maniere pour [~ """ (x); par suite, en continuant
ainsl, nous arrlvemns a une semblable conclusion pour f (z)
c’est-a-dire que le nombre de ses racines posﬂ:lves S explgme par
n—oat., - A o '

Pour n=1 la proposﬂ;lon est évidente, donc le théoreme de

Descartes est démontré. . | T

. P. ZERVOS (Athenes\
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