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428 P- ZERVOS

sont supposés alternativement positifs et négatifs. En outre nous

admettons encore que

la,+.i<ki>
I av+l|<|av+2|-

Il en résulte l'inégalité

Vj-1 <

car

v+1 < i et

Vfl

\+2 > 1

et on retombe, par conséquent, dans le cas précédent, c'est-à-

dire que le polynôme aura un nombre de racines positives
inférieur d'une unité au nombre des variations.

P. Zervos (Athènes).

SUR LE THÉORÈME DE DESCARTES

Dans la démonstration suivante du théorème de Descartes

nous employons le théorème de Rolle.

Laguerre (Œuvres complètes, i) a .aussi donné une démonstration

du même théorème fondée sur le théorème de Rolle. Mais

notre démonstration diffère essentiellement de la sienne. Elle

montre comment, étant donné un polynôme, on trouve une

limite supérieure du nombre des racines positives au moyen de

la limite supérieure du nombre des racines positives de sa dérivée

d'un certain ordre. —

i. Si nous exprimons par n le nombre des variations dun

polynôme entier à coefficients réels, le nombre de ses racines

positives est n — 21, où t est un entier positif ou zéro.
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Je dis que, si cette proposition est vraie pour tout polynôme
entier ayant n—i variations, elle 1 est aussi pour tous ceux

ayant n variations.

2. Nous pouvons exprimer le nombre des racines positives de

tout polynôme entier, qui présente n variations, par n -f- âpA où

pA est zéro ou un entier positif ou négatif.
En effet, si n est un nombre pair, les termes extrêmes du

polynôme ont le même signe, et par conséquent le nombre des

racines positives est pair. Enfin la différence de deux nombres

pairs est un nombre pair. — Et si n est un nombre impair, le

premier terme du polynôme a un signe différent du dernier

terme ; donc le nombre des racines positives est impair, la

différence de deux nombres impairs étant un nombre pair.

3. Je démontrerai l'impossibilité de l'inégalité pt > o.

Démonstration. — Soit le polynôme donné

/ (*) a0 xm + a, xm^ + + ar ^r + a + + «m

et admettons que la dernière variation se présente entre les termes

ar x m ~ r et ar + t x Wl ~ r ~ 1. Je prends les dérivées successives

de f{x). De ces dérivées, la première qui offre n — i variations

est celle de l'ordre m — r. Car la variation que présentaient
dans f (x) les termes ar et ar l est perdue dans

à cause de la disparition des coefficients^, + t, ar + 2 et suivants.

Mais, pour n — i variations on a supposé la proposition vraie,
et par suite le nombre des racines positives du polynôme[x).
est n —- i — 2Ä,. où k est un entier positif ou zéro.;

Donc le polynôme ~ r~~i] (x), dont la dérivée, est (x) a

des racines positives au nombre de n — zk tout au plus, d'après
le théorème de Rolle.

Mais le polynôme f^n ~r~ l) (x) présente n variations; donc le
nombre de ses racines positives ést n + 2p2 (§ 2), et il faut que

n-\- 2p2 ^ n — 2k,

(où p2 est un entier ou zéro)
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d'où il suit
; - •—P2 —

'
- : """" " •'

c'est-à-dire
n -f- ap2 — n — ikL où o ^ ^ k

(k± étant un entier positif).
Maintenant, d'une part, je conclus, par le théorème de Rolle,

que n — 1 est la limite supérieure du nombre des racines

positives de ~r-2) D'autre part, la remarque que le

polynôme donné a n variations et par suite (§ 2) n -f- 2p3 racines

positives (où p3 est entier ou zéro) m'interdit la supposition que
le polynôme ^m"r~2)(^) a n — 2/^+1 racines positives. En

effet, dans le cas contraire, j'aurais

n — iki-{- 1 n + 2p3 d'où -j- p3 + ki

ce qui est absurde, puisque p3 et sont tous les deux entiers.

Donc
71 -j- Pg 71 ikJ, P3 k^y

d'où
n -f- 2p3 — ri— riky

X étant un entier positif ou zéro.

Par la même série de raisonnements je conclus que le nombre

des racines positives de ^ est n _ où p. est un

entier positif ou zéro.
De la même manière pour /X«; par suite, en continuant

ainsi, nous arriverons à une semblable conclusion pour f [%)<>

c'est-à-dire que le nombre de ses racines positives s'exprime par
n — 2 t.

Pour n—i la proposition est évidente, donc le théorème de

Descartes est démontré.
P. Zervos (Athènes).
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