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QUELQUES REMARQUES

SUR LA

RECHERCHE DU NOMBRE DES RACINES POSITIVES

D'’UN POLYNOME

1. Tout polyndome entier a coefficients réels ’perd 2 k varia-
lions (k = enltier positif ou zéro) par la multiplication par x+a
(a > 0).

2. Soit d’abord un polynome complet, ¢’est-a-dire renfermant
toutes les puissances de & :

Azt ... __'_B,xv—l—’l__Bxy___ B!Irx‘/—'J c— C/xw—!—’l 4 Cx® + Cnxm—i

4 Kt E Rt K Ha
Il y a une et une seule variation entre
Ax*et — Ba”, ... ete.,

il n’y a plus de variation entre les termes

K'x?~! ot Hx” .

La multiplication par x 4 a donne

Attt "l— .-}-B’ x’+2— B \x"” —B" 2" — ... = x°’+2—-}—C vt 4
+... () ~+aB —aB| — .. —() —aC'| -+
+C"a® ... = K 2t t? +K a:'““"iK” xf .. =H |xot!
+aCl +...3x () 1qK’ T aK| ... ()] EaHa.

A.%'.P'.H + L _l__ ( )xv-l-i), i( )xv+1 . (B"—-lf(LB)x" —_— ( )xm-l-?i( )xw+l

; o= ; '
+(C"+ aC)a® 4. . .5 )‘7‘59+~3¢ ()Jc?+l &+ (K" + aK)aft . ...ZmaHa®

Du premier terme du produit jusqu’il celut en z’ nous n’au-
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rons qu’une variation, car le premier terme et tous les suivants
Jusqu’a celui en 2”+2 sont positifs et le terme en 2 est néga-
tif ; done, que le coefficient de z**! soit positif ou négatif, nous
n’avons qu’une variation jusqu’au terme en .

‘De méme, du terme en 2 jusqu’a celui en zv, il n'y a
qu’une variation; en effet, du terme en 2 jusqu’a celui en
2*+2 il y a constamment des termes négatifs et, le coefficient
de 2 étant positif, celui de xov+1 n’introduira, qu’il soit positif
ou négatif, qu’une nouvelle variation qui se présente jusqu’au
terme en zv. - , | A

En suivant de méme, on remarquera qu’a chaque variation du
multiplicande en correspond une du produit, et, comme dans le
multiplicande tous les termes depuis Ka¢ ont le méme signe, de
méme, dans le produit, tous les termes depuis celui en ¢ ont
le méme signe, '

Nous avons ainsi montré que le nombre des variations n’aug-
mentera pas par la multiplication par x + @ ; mais il est pos-
sible qu'il devienne moindre ; la démonstration précédente donne
par exemple, entre les termes —~B'av +! ot — Bx’, une varia-
tion au multiplicande et de méme une au produit entre les termes
Azet!t et (—B" — aB)ax’, mais cela quand les termes — Bz -t
etc., jusqu’au terme — Cz»+2 existent dans le polynéme primitif;
s, au contraire, on n’a que le terme — Bz, alors on aura le pro-

duit : '

(termes posit.) 4~ (— B -+ aB’)ycv"-,1 + (C—aB)x" 4 ...

D’ou I'on voit que si —B -~ aB’' >0 et C — 4B > 0, une varia-
tion sera effectivement perdue,

3. Passons au cas d’un polynéme incomplet, - ,

En multipliant par # -+ a on n’augmentera pas les variations.
Car on passe du polynéme complet a l’incdmple't, en égalant a
zéro quelques coeflicients du polynéme complet, tels que les
variations restent les mémes. Alors, évidemment, le produit ne
présentera pas plus de Variations qu’avant. Car, ou bien quel-
ques termes du produit, positifs ou ‘négatifs, s’annuleront (ce
qui n’influence pas. les. variations) ou bien quelques coefficients
positifs deviendront plus petits, tout en restant positifs, ou quel-
ques coefficients négatifs deviendront plus petits en valeur abso-
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lue, tout en restant négatifs (ce qui ne nuit pas aux variations),
ou bien parmi les coefficients de z*1, zotl, [.zetl) quelques-uns
- vont changer de signe, ce qui n’augmentera pas les variations; en
effet, comme nous l'avons deja dit, ces coefficients seront de
meémes signes que les précédents ou que les suivants, donc, dans
tous les cas, le nombre des variations n’augmente pas.

4. Corollaire. — En multipiiant par 2—a, on -trouve une
limite supérieure du nombre des racines positives égale a celle
trouvée par le théoréeme de Descartes, ou méme plus approchée.
En effet, la multiplication par v —-+a n’ajoute aucune racine
positive au polynéme; d’autre part, le nombre des variations
peut ‘diminuer, mais nullement augmenter.

5. Regle pour trouver rapidement les coefficients du produit par

X —+1I.
Le‘ produit dq polynéme

—4 . p—2 | '
agx” + ax" T o T Fap

par o -+ 1 donne
prl | | —!
ag” + (ap-+ al)xu 3 oy f az)le
D’ou la regle : ‘
Pour trouver le coefficient de »” j’ajoute a,_, a2 a,_,

6. Remarque 1. — Un polynome dont toutes les racines sont
réelles et positives a précisément autant de variations que de
racines. l

flx) =(x—a) (®—b) ... (@—4k) | o, B, v,... &

Ces racines sont au nombre dev; | tous positifs.

Je dis que le polynéme’ ne présentera pzis plus de v varia-
tions. En effet, il n’a que v —|—1 lermes. D’aprés le théoreme de
Descartes, il ne peut pas y avoir moins de variations; donc il y
aura v,

7. Remarque 2. — La proposition connue : « Tout polynome
n’ayant que des racines réelles, a précisément autant de racines
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positives que de variations » peut étre démontrée trés facilement
d’aprés ce qui précede. Soient

a,b,c,d, e, —i, —k —1
les racines d’un polynéme ; on a donc
E—a)@—b).. (r—e) (@) (x4l) =o.

Les cinq premiers facteurs donneront, d’apres la remarque 1,
un polyndéme avec cing variations, qui multiplié par (x4 2),
n’aura pas plus de variations gu’'avant (peut-étre moins).

Mais ici le nombre des variatiens ne diminuera pas; car,
d’apres le théoreme de Descartes, il y aura nécessairement autant
de variations que de racines positives ¢’est-a-dire cing variations.
On démontrera la méme chose pour la multiplication par (k) et

(x—+4-10).

8. Cas oit l'on peut effectivement trouver une limite plus rap-
prochée des racines positipes que par le théoréme de Descartes.

Soit un polynéme avec trois termes alternativement positifs et
négatifs :

M b1 p—vHl -y po—v—1 .
ayx” 4 a, x $orunn +a_,x a  x +av+lx ........ —}-axH
Je dis que, si ’on a
% o
v v
> Fa
a a
v yv—"1
ou
!
[2
la—l, av, ay—)—l

sont tous positifs, le nombre des racines positives sera nécessai-
rement moindre, au moins d’une unité, que celui des variations;
il serait donc, d’apres le théoreme de Descartes, moindre au
moins de deux unités. En effet, puisque ‘

L
a ~ a
vl v
a——— > e
a «a
v v—1

})

il est évident que 'on peut choisir un nombre positif a tel que

a
.{+ i v

S—>a>

v v—1
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Multlphons le polynome

®

o '; v+ vt s Y p—v—1
Qyx —l—...—{—ay_2x i —}—av_,lxn @ x —}—aﬁix
Ly —2
+a_ % e T
par £ - a ; nous aurons
A o T S e
ayx N G a-,):" H(4,yq —aa v)x + .....

Nous remarquons, .comme dans la premiére démonstration,
que, pour que le prodmt ait autant de variations que le multl—
plicande, il faut qua la variation du multiplicande presentee par
les termes ;

1 —s

a x et a' x
y—1

en corresponde une du produit entre les termes

x(.l—v-i—i

et

aa —a et a — aa
v—1 v v+1 V.

sont tous les deux positifs.

al

. Car

<a,doud, <aa,, puisque @, ; > o, et par con-

yv—i1

a
v+1
7

séquent o < aa,_y — a'. De méme puisque >a, on a

v

/ 2
an>a.a, et a,y—a',a>o.

9. Application. — Soit le polyndéme.

g w—v 1 ”—v n—y+1 p—v —‘2—
* o s a X 3 ——l— X" —+—- X
ao x _*— T v—A_A . + a‘/ x ’ a‘/+l X av+2 x

les coefficients

a ,a
v,? Tyl v-[—”’
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sont supposés alternativement positifs et négatifs. En outre nous
admettons encore que

a |
I v+1 |<Ia~,l’

| 4 | <[ % 4al.

Il en résulte l’inégalité

e, 11 4,9
< )

a - a

v : v+1

car

a a

vl - v+2

6;+ I < 1et t >1
y v—1

et on retombe, par conséquent, dans le cas précédent, c’est-a-
dire que le polynome aura un nombre de racines positives infé-
rieur d’une unité au nombre des variations.

P. Zervos (Athénes).

SUR LE THEOREME DE DESCARTES

Dans la démonstration -suivante du théoreme de Descartes
nous employons le théoreme de Rolle.
| Laguerre (CE-UVI‘éS completes, 1) a aussi donné une démons-
tration du méme théoreme fondée sur le théoreme de Rolle. Mais
notre démonstration differe essentiellement de la sienne. Elle
montre comment, étant donné un polynoéme, on trouve une
limite supérieure du nombre des racines positives au moyen de
la limite supérieure du nombre des racines positives de sa dérivée
d’un certain ordre. = ' | |

" 1. Si nous exprimons par 7 le nombre des variations d’un
polynéme entier a coefficients réels, le nombre de ses racines
positives est 7 — 27, ou ¢ est un entier positif ou zéro.
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