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CORRESPONDANCE

Bruxelles, le 15 juin 1gor.
Monsieur, *

J’ai 'honneur de vous adresser deux exemplaires d’'une brochure que
je viens de faire paraitre sur l’enseignement de I’ Analyse infinitésimale.
Bien que ce travail ait été suscité par des questions personnelles et
qu'il se rapporte directement aux institufions belges, son objet essen-
tieLest un probléme pedaaoglque d’intérét général qui peut se réduire
a la proposition que v01c1 : ;
« En admettant qu'on  définisse la différentielle d’aprés Cauchy, il
convient d’enseigner d’abord le calcul des dérivées avec ses applica-
* tions classiques a laloebre et 4 la géométrie ; puis le calcul 'intégral;
enfin, le calcul des chfferentlelles » ~
Depuis bientdt deux ans, cet ordre ést suivi & 'Ecole militaire de
Bruxelles (sectlon de lartllleme et du geme) ‘et les résultats obtenus

par les éléves & leurs examens, devant an jury étranger au corps pro--

fessoral de I'établissement, ont accusé un progres sensible. L’expérience
se pourswt et permettra d’établir des comparaisons probantes.-Mais,
pour ma part je n’ai-pas le moindre doute sur le.succes dune entre~
prise qui m’a toujours paru conseillée par les raisons les plus fortes.
La France a d’ailleurs montré le ‘chemin, puisque,.dans ce grand pays
des sciences, on étudie les dérivées des fOIlCthl'lb en Algebre avans
d’aborder le Calcul différentiel. - = . o |
Ma brochure parle assez lonO*uement de la dxfferentlelle totale d une.
fonction & plusieurs variables 1ndependantes a ‘premiére vue, la défi-
nition de. Cauchy semble ne pas s’appliquer & cette espece de différen-
tielle, celle-ci ne paraissant pas résulter d’ure dérivée. Je crois avoir
exphque cette amomalie et montré qu’elle me peut exister réellément:
que si Pon -congoit Ta variable indépendante de deéux rhaniéres diffé:
rentes, réservant la maniere la plus générale au calcul des d61 1vées et
la moins- générale au caleul des différentielles TR SR
Veu1llez agréer, Monswur 1assurance de ma c0n31derat10n Ia plus
dlstlnguee. : X G LEMAN, i
NoTE DpE LA REDACTIO\* — Tout en accuezllant trés volonuers Za
lettre du colonel Leman nous tenons & faire les plus expresses réserves
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382 CORRESPONDANCE

sur le fond méme de la question. Du reste les avis des mathématiciens et
des professeurs sont partagés, et '’ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE ne man-
quera pas, & loccasion, d’enregistrer les opinions et les arguments
opposés, sur ce point d’une extréme importance pédagogique.

NotEk pE LA REDACTION.

Santiago (Chili), 18 mai 1gor.
Messieurs,
Je prends la liberté de répondre a quelques questions de M. Brocard,

insérées dans les numéros 1 (p. 60) et 2 (p. 129-130) de 'année cou-

rante.
1. — Pour ce qui est de la variation de la fonction

_ Lax? —Jr—l)x—F @
Y= ax?-+ b'xe—c

je me suis posé la méme question que M. Brocard, en examinant,il y a
une dizaine d’années, les Nociones de Aljebra elemental d’ Abel Izquierdo,
alors en usage dans les établissements secondaires du Chili. Je ne
vois pas non plus l'utilité que peut présenter ce probleme, aussl ne
I’ai-je pas introduit dans le programme d’Algeébre. En Allemagne, dont
je suis originaire et ou j'ai fait mes études, je n’ai pas eu l'occasion de
voir ce probléme et je ne crois pas quil y soit examiné au Gymnase
ou a I'Université.

2. — A cette méme époque on trouvait ici, dans les manuels d’'Arit-
metica et d’Aljebra, ancienne notation des proportions A:B::C:D,
qui, selon Cantor, Vorles, ch. Lxx1, .a été introduite (1631) par
Oughtred (ce dernier écrit méme A.B: : G.D). Il m’a colté beaucoup
de peine pour faire remplacer les quatre points par le signe =. Aujour-
d’hui encore on voit les éléves de quelques écoles privées faire usage de
ce symbole inutile, quia le grave inconvénientde leur faire croire qu'une
proportion et un égalité entre deux rapports sont choses différentes.

3. — Quant & la question « L’enseignement de I’Astronomie est-il
complétement libre ? » M. le professeur R. Wolf (Zurich) dit dans son
Handbuch der Astronomie (n° 261, Anmerk. m, zweiter Halbband) que
Pinterdiction d’enseigner la théorie de Copernic a été levée officielle-
ment en 1821,

Je saisis cette occasion pour yous soumetire quelques remarques.
(voir plus bas, Questions et remarques diverses, n® 5 49, Réd.) que yai
faites & propos des manuels publiés au Chili, remarques qui, en grande
partie, peuvent aussi s’adresser aux ouvrages publiés en langue fran-

caise.
D* Aug. TAFELMACHER.
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La. notion de surface unilatére fermée.
Golfe Juan, aott 1gor.

..... Dans lintéressant article sur le regretté M. Brumel, il est un
point sur 1equel je prends la liberté d’attirer votre attention. C’est le

passage ou il est question de surfaces unilatéres fermées. Ceux qm ne .

sont pas tout a fait au courant des théories relatives & I’Analysis situs
pourraient croire que par ce motl'on entend des surfaces renfermant
un espace comme la surface de la sphére, par e\emple Il n’en estrien.
Par surface fermée on entend toujours une surface qui n’a pas de con-
tour, de frontiére ; et ce n’est que dans ce sens qu’il peut exister des
surfaces unilatéres fermées. Une surface unilatére n’a ni envers ni

endroit, ni extérieur ni intérieur; elle ne peut enclore un espace et ne

peut partager celui-ci en deux parties telles quel’on ne puisse se rendre
de l'une & l'autre sans traverser la surface. De plus, elle a nécessaire-
ment au moins une ligne double ol se croisent ses nappes; elle
peut aussi avoir d’autres singularités comme des points cuspidaux,
etc.,etc. Aupoint de vue de I’Analysis situs,l’on doit se figurer une ligne
double d’une surface unilatéere fermée, exactement comme I'on se figure
une ligne de passage (Uebergangslinie) d'une surface de Riemann. L on
peut alors, sans qu1tter la surface, la parcourir tout entiére d’une maniére
continue et revenir au point de. départ en ayant passé deux fois par
chaque point de la surface. M. KLEIN, dans son célebre cours sur la Géo-
métrie non euclidienne, donne un exemple d’une surface unilatére fer-
mée que peut réaliser tout bicycliste avec un morceau de chambre a air

Fig. 2.

et de la dissolution. Dans un tuyau de caoutchouc AB, pratiquez une
ouverture G; faites passer B a l'intérieur du tuyau et collez ensemble
lIes bords de A et B. Vous aurez ainsi réalisé une surface unilatere fer-
mée, mais il faut regarder le bord du trou C comme une ligne double,:
sinon la surface cesserait d’étre fermée, car elle aurait un contour qui
serait le bord du trou G. Toutes ces questions ont été élucidées dans
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les mémoires classiques de M. Dyck sur I’Analysis situs, Math. Annalen
(t. XXXII et XXXVII); l'on trouvera dans le tome XXXII une biblio-
graphie des plus complétes sur tout ce qui a trait & 1’Analysis situs. Si
les surfaces unilatéres ont échappé si longtemps a I'attention des géo-
métres, c’est que 'espritn’ena pas naturellement l'intuition et que, dés
1enfance on est habitué a se figurer les surfaces comme limites de
corps sohdes Les surfaces auxquelles on a & faire dans l'usage ordi-
naire de la vie sont, pour ainsi dire, sans aucune exceptlon de telles sur-
faces et par smte bilatéres. Je saisis cette occasion pour attirer votre
attention sur une note de M. STACKEL : Die Entdeckung der einseitigen
Flichen (Math. Annalen, t. LII, p. 598). L’éminent géométre y
démontre, avec preuves a appui, que le pr'emier exemple d'une sur-
face unilatére, le ruban replié bien connu, n’est pas dti & Mobuis, mais
a Listing qui en a méme donné le dessin dans son travail : Census
rdumlicher Complexe, publié en 1862, c’esi-a-dire trois ans avant le
mémoire de Mobuis sur les Polyedres, quine parut qu’en 1865,
Veuillez, ete. A L. LAvuGEL.

A prbp»os d’'un article sur le Postulatum des Paralléles.

Bordeaux, aoiit 1gor.

L’article de M. WICKERSHEIMER sur le Postulatum des Paralléles
(L’Enseignement-mathématique, 15 juillet 19ot) appelle manifestement
quelques observations (!). Pour les comprendre, qu'on veuille bien se
reporter aux pages 281 et 282 du numéro cité. L’auteur pose ce lemme
évident : ABC étant un triangle, et ) un rapport déterminé, il existe un
triangle déterminé et unique A’B’C’ dontles cdtés ont pour mesures
% AB, 2 AC, % BC. Ensuite dans le théoréme I, ayant pris sur AB
et AC, AB' =21 AB et AC/ =% AG, l'auteur joint B’ et C/ et affirme
sans autre explication que d’aprés son lemme on aura nécessaire-
ment B'C' = %\ BC.

C’est une conclusion que-pour notre part nous nous refusons entié-
rement & admettre, car le lemme n’y conduit nullement ; sans celas, rien
n’empécherait de 'appliquer dans les mémes termes aux triédes et aux
triangles sphériques, en imposant 4% une certaine limite supérieure.
Elle ne devient acceptable que sil’on admet au préalable 'existence des
paralleles, c’est-a-dire a la faveur d’un cercle vicieux.

P. BARBARIN,

K2

C (YyUne communication dans le “méme sens nous ‘a été faite par -M. C. CAILLER
QGenwe) et nous nous empressons d’'ajouter que nous sommes entiérement d’accord
avec nos correspondants, L’ ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE €lant une tribune ouverte
& tous les. mathématiciens, ainsi que nous Uavons déclaré & plusieurs leprzses, ces
discussions, forcement courtoises, permettent de mettre: en lumiére les écueils a- éviter
ét ne peuvent que contribuér auw progrés de la science. . | .. La REDAGTION. .
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Questions et remarques diverses..

5.— Des lignes trlo'onometrlques — Les auteurs allemands désignent
les rapports sinus, cosinus, etc., sous le nom de fonctions de langle et
cette désignation me paralt seule acceptable En effet le sinus d’un
angle ou dun arc est'un nombre et non une ligne droite, ce qui est clair
pour tout maitre. L’expression’ de ligne peut donner lieu, chez.l’éleve,
4 une fausse représentation des fonctions trigonométriques ; elle n’est
nullement justifiée par I'emploi de la circonférence de rayon un; le
sinus, par exemple, est simplement le nombre qui mesure la perpendi-
culaire, l'unité de mesure étant le rayon.

Pourquoi ne fait-on pas usage de la dénomination de fonction trigo-
nométrique * ?

6‘;*'j~—~ ‘Dans lenselgnement élémentaire les fonctions trigonomé-
triques doivent étre définies d’abord pour l'angle aigu a l'aide du
triangle rectangle 2. De cette maniére seule il est possible de rattacher
la Trigonométrie d’'une fagon logique & la Géométrie en ayant recours &
la sumhtude des. t1°1angles rectangles ayant un angle aigu égal. Ce n’est
que plus tard qu'on fera I’extension aux angles - quelconques en faisant
usage du cercle de rayon un; ¢’est & ce moment-la que 1'on justifiera les
dénominations adoptees pour les six fonctions.

7. — L’ introduction & Zetude des locrarzt/zmes ne d01t pas étre basée
sur la notion de progression, ainsi que cela se voit encore dans les

anciens manuels. L’opération logarithmique doit étre présentée comme.

une deuxiéme inversion de la puissance ; elle doit faire suite & I'étude
des puissances et des racines ou, tout au moins, étre définie i ce
moment-la. o B

it

8. — Autrefois nous n’avions pas, au Ghili, de dénomination spemale
pour I'égalité (la congruence)-des ﬁgure@‘ en Géométrie. On employait
simplement le. mot égalité (igualdad). J’ignore quelle est-la dénomina-
tion usitée a ce su_]et par les auteurs frangais. Pourtant jai vu récem-
ment, dans le Programme des conditions d’admission & I’Ecole d’ Archi-

(*) Nous avons déja fait cette remarque & l'occasion d’un compté rendu biblio-
graphique (L’Ens. math., 2¢ année, p. 221), Nous sommes heureux de la vou‘
reprendre et présentée d'une facon plus explicite par M. Tafelmacher. 5

Certains auteurs parlent méme de llgnes trlgonometrlques naturelles ’ (v. Tables
Dupuis, & 5 décim.) & :

Si P’on craint, dans lexpose des premiers elements de faire usage du mot de
fonction, il est facﬂe de se borner a la dénomination de rapport trigenométrique.

H. Fehr. o oo e e e

(?) Voir.a. ce’ su}et.nla note .. Sur lensezgnemc;nt des elements de Trigonometrie,
UEns. math., 1® année, p. 45%49. — H. F, . .-
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tecture, le mot « égalité » employé dans ce sens. L’introduction dans
la terminologie espagnole, du mot congruente m’a couté beaucoup
d’efforts. (Vou' 3 cet effet mes Elementos de Matematicas, t. 1, p 6,
note 3.) - : : :

9. — En Trigonométrie sphérique la résolution des cas o l on donne
les trois angles a, @, y peut étre effectuee de la maniére suivante :

o424y
2

I'on désigne par ¢ la demi—somme et si 'on pose

3

) oot 7. — \/cos (¢ —a) cos (7 — @) cos (—7)
— oSG

les cotés a, b, ¢, seront donnés par les expressions

a cotr b cot r ¢ cotr
cot = ’ cot —— ————, cot = — ’
2 ¢os (0 —a) 2 cos (6 —f3) 2 cos (7 —7)

et 'on montre facilement que r est le rayon sphemque de la circonfé-
rence circonscrite.
De cette maniére on trouve des formules qui sont analogues a ce]les
que 'on obtient lorsqu’on connait les trois cotés, & savoir

/sin (s — a) sin (s — b) sin (s —¢)
tangp:\/ (5—a)sin(s—b)sin[s—¢)
: : sin s :

o tang p

et lang — — — , cte.,
J 2 sin (s —a)
Pk . . ’ a b C -, .« E ’
s étant la demi-somme atbte , et p désignant le rayon du cercle
2

inscrit.

On peut obtenir I'expression de cot-“ 4 laide de tang — en ayant
2 ‘ 2
recours au triangle polaire. Si I'on représente par a'tl...y les éléments

du triangle polaire, on a

o I \/sin (s' —a') sin (s'—1b') sin (s'—¢') |
: —

“tan o "

) g 2 sin (s'—a) sins’ ’

pour
' al . a . . c

——2—-:900———;—, s'=270°—0, §'—a'=qgo°—(e—a), etc...,

on 4 L e
- a . 1 cos (6 —a) cos (¢ — ) cos (¢ —7y) .

cot —— = - ¢ ( /. ( —B) :1,( Y) ;

2 cos (0 —a) L . —C0sSG S
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Cette derniere méthode est analoguea celle que I'on suit pour déduire
" le 2° théoréme des cosinus (cos @ ==— cos § cos y -+ sin { sin y cos )
du premier (cos a = cos b cos ¢~ sin b sin ¢ cos a). 11 me semble
quelle doit &tre préférée a celle que I'on rencontre ordinairement dans
les manuels. Elle permet d’ailleurs de'reconnaitre facilement que le

: a . £ ) . i o
radical de cot— est positif, puisque, dans I'’hypothése qu’aucun des
éléments du triangle sphérique n’est supérieur & 180°, on a

— cosg—sins'>o0, cos (G——-a):sin(s’-—a’)>o, ete...

En outre on a

tang o' = cot r et  cotr —tangp;

ces rayons étant inférieurs.a go°, puisque 'on a

S a o RN 5 '
;—<90°,k — <90 cos (6—a} = sin (s'—a’) > o0,

on peut donc énoncer le théoréme :

Le rayon de la circonférence circonscrite & un triangle sphérique est
le complément du rayon de la circonférence inscrite dans son triangle
polaire, et réciproquement. ’

Aug. TAFELMACHER (Santiago, Chili).

10. — A quelle époque I'Académie des sciences de Paris a-t-elle
introduit dans le réglement de ses comptes rendus l'article suivant :

« Un membre de I’Académie ne peut donner aux comptes-rendus
plus de cinquante pages par année ? »

Est-il vrai que cet article visait Gauchy que I'on trouvait trop pro-
ductif et qui n’était pas encore apprécié ?
' ‘ A. Racor.
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