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Donc
+ b irk — b) — pk+L. nk+l.

En outre,
rk+2 — ^Ä+r •+ — pk+2- «ä+2

et
rA-+2 — b — (rA-+1 + ft) — pk+2. nk+2.

C. q. f. d.

On arrivera donc une fois à une valeur

M + l/I— teiie que M <Cb.
«Hi

Cette valeur donnera :

y/Â (b — rx+i)
«H-2

une irrationnelle de la forme y ou y' qui se développe en fraction
continue périodique simple, car nx + { < 2 è,

n+L < b

et -

^+1>i.
Le radical y/A dans xx ne saurait être négatif, car il entraînerait

une irrationnelle négative, ce qui est impossible, et le
raisonnement subsiste pour

V lzVÂ_.
1

ni

Il en résulte la loi suivante :

Les irrationnelles de la forme Y1 /A 0u V2 * — t/A
se

j ' Ui mi
développant en fractions continues périodiques mixtes ; la partie
irrègulière a un nombre indéterminé mais limité de quotients
incomplets.

VI

Ces théories appliquées aux racines des équations du 2e degré
nous conduisent à une forme nouvelle plus complète du théo-
rème de Lagrange.
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Prenons les équations à coefficients entiers

ax1 dt bx — c — o

et

ax2 zh bx + c — o.

Les racines de-la rre sont :

x' ± -+ dd-+4ac ac
ia 2 a

On a A b\ —4 ^ ; en faisant X 6, i a — m; ic n,
on écrit :

-X,=xlz±'
et

j/A + X

V^-'V -i- A \/A — X
Xj X-2 — —

m m

On voit donc que, si les deux racines d'une équation sont
toutes deux en valeur absolue plus grandes ou plus petites que
l'unité, ces irrationnelles sont de la forme t. Elles seront de la
forme y ou si une des racines est en valeur absolue plus
grande que i, tandis que l'autre est plus petite.

Les racines de la seconde équation sont :

ifi b -f- \J — 4 ac
2a

et
- V b2 — 4ac

Avec la substitution, on trouve

_2-v/ï X+y/Â
«^4

m

X*+^A
717 * 1

m

Les racines sont toutes de la forme V.
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Théorème.^ Toute équation du deuxième degré à coefficients
entiers, dont les racines sont réelles et irrationnelles donné pour
ces racines deux fractions continues périodiques.

Elles sont périodiques mixtes, de même signe, avec partie
irrégulière indéterminée, mais limitée quand c est positif

Elles sont périodiques mixtes, désignés contraires?
quotient incomplet à la partie irrégulière quand c est négatif et

quand les valeurs absolues des racines sont toutes deux plus
grandes que i, ou plus petites que i.

Elles sont périodiques simples et de signes contraires quand c
est négatif et quand la valeur absolue d'une des racines est
supérieure à Vunité alors que la valeur absolue de Vautre est
inférieure à Vunité.

Dans ce cas, la période de l'une est formée des quotients incomplets

de Vautre pris dans l'ordre renversé.

VII
Ces irrationnelles permettent de donner également une

nouvelle démonstration du développement de Legendre pour les
racines carrées des nombres entiers,

Soit à développer \J X : Nous poserons :

A — b2=znvi.

b2 étant le plus carré parfait.
Les irrationnelles' + Èet/A + 6

seront de la forme y eti n J
y! et nous aurons :

r \ \/A- b
7

v/A -f- b i(«) 1 2b + <ib +-
1 mA±±'

71

La période correspondant à la ire irrationnelle s'écrira

V'A + b
y j ^iî ^2> • • • ij bp ; 2'b,

Celle correspondant à la 2e, s'écrira par raison de symétrie
l/Ä + b- '

y—̂ —[bp'bp-i,..,,bv
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