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DÉVELOPPEMENT DE.VERTAINIRRATIONNELLES34*

En outre, nous pourrons écrire : r
'

(4 A — (b— 7>)2 np|— kv ,_i (rp_r—rp) ' ] '
— •

' Ä/>-i

avec -, - •;

n'v+\ pos. < ib.

Puisque les conditions admises étaient vraies pour les termes

"d'indices 1) et a), elles sont générales, et la formule (3) donne

le terme général du développement ; nous pourrons énoncer en

outre les remarques suivantes :

a) : Les quotients complets xv #2..., #p, sont positifs et > i.
b) : Les quotients incdmpléts 7ci, h-..V, sont entiers et

positifs.
c) : Les diviseurs ;?i, /Z2..., sont entiers, positifs et < 2 b,

d) : Les restes sont tous < b. *

1

é) : Les restes sont plus petits que le diviseur correspondant

et que le diviseur suivant ; c'est-à-dire :

rP<nP \
et ;

rp Tlp+l

car on peut écrire : -

A — (b — rp)2 np+i. np — niml + rp (2b — rp)

et
rp, rp-yVt-r—• n

~ "+ 1 V- p n - -

p

Donc
np-jr t *

Il en résulte donc que l'on a :

i
(5) r=*i+ ~r +2 + *3 +

C'est une fraction continue illimitée. On obtient un résultat

analogue en développanty'^ ^ ^

II
Le-s quotients incoinplets sont liés entre eux par une périodicité

qui » découle des deux théorèmes suivants :



342 Li CRMLIÉR.

Theoreme I. Si dans le développement de yy on rencontre deux
diviseurs n^.n^i, tels que

— n\

ji^\ m ni—\

tîx — ï.nx étant un produit précédemment obtenu, tous les diviseurs

qui suivent n ^ + i la répétition dans Vordre inverse des

diviseurs quiprécèdent n^— 1'.

La même loi régit les quotients incomplets.
On déduit :

TÎja. + l ni— 1,

puis d'après (2)
rx-i

Ceci donne :

2& — rx-
n\-i

ib — r,

- reste rx_s (Voy. remarque e).

Hjt+i
— — reste (Voy. remarque e).

Donc

et
h-i *,n+i

n-2.

En appliquant le même raisonnement aux termes qui précèdent,

soit :
ib—ri-1 — äx reste rini

ib — r,
— —L reste '^1

puis en continuant dans les deux directions, on arrive évidem^

ment aux tableaux de récurrence suivants :

(6)

ni-\ \ — tîja- 1

ni Jip

ni—1 — Wjx+i

ni-2 — ^4-2

n+i ~ t>_2

rA r^-i
rx-i r[K

ri—2 r^+i

C. q. f. d.
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I. Corollaire. — Si l'on a une fois deux diviseurs consécutifs
*

égaux : '

nv rip+i,

la symétrie s'établit a partir de ces tei mes.

On peut alors poser :

ib rp _ ^ regte rp-i^Yoy. e).
Tip

ib—rp _ resteTp+1. (Yoy. e). -

Kp+i -

D'où :

hp — kp+1

et
rp^i rp+i.

Cette dernière égalité donne :

7lp-1 %+2

et
TZp zn Jlp+i.

On retombe alors dans le théorème I, et la symétrie est

établie. C. q. f. d.

II. Corollaire. — Si Von a:
Tip—1 .ZZ Tlp^-if

cette relation entraîne la symétrie des termes.

Dans ce cas, la formule (3) donne :

Tip+i — Tip-1 — kp (rp_1 rp) ;

il en résulte :

rp-i — tp

puis :

1 b rp-1 reste rp_2,
Tip—1

Äp+1 reste rp+i-
— rp

ftp-H

Les quotients et les restes sont égaux, et l'on en tire :

Tip—2» Tip—1 ZZI ftp+1* ftp-f2,

relation qui nous ramène à un cas particulier du théorème I.
C. q. f. d.
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Théorème II. — Si dans le développement de. y, on trouve, un
Droduit n^ n^ + I? tel que Von ait : *

n-y. n\
72|x-j-l

ou 72X> m+i est un produit précédemment obtenu les valeurs n^ et
,7n+i > font partie d'une période qui est la répétition de celle à
laquelle appartiennent les diviseurs nx et nx + u et celte période
commence avec le premier diviseur.

Les quotients incomplets suivent la même loi.
Ces valeurs donnent d'abord :

n />,

desquels on déduit comme précédemment

ky. k\
puis

n-i r^
ou

* ^>+1 — *X+i
et

rn+i — n+i.
En continuant comme au théorème I, on arrive à établir des

tableaux de récurrence qui remontent évidemment jusqu'aux
premiers termes employés : -,

(7)

On forme de la même manière des tableaux analogues avec les
diviseurs n et les restes

; - Cvq. f. d.

Théorème III.— Les valeur?+ V'==^A±A déduites
rti mi

de A -r-.y; *==ni. nii êt toutes deugc 1 dQjiuenl des, fractious. cojir
tinues périodiques simplesf
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"Én effet, supposons forme le tableau des restes A — A2, décomposés

en produits de deux facteurs < 2 b, de toutes les manières

possibles. Le calcul des termes conduit d'un produit à im äutre

d'après la formule (2), et comme ils sont en nombre limité, on

retrouvera une fois un diviseur /z}k égal a un autre n^ déjà

obtenu, sans avoir de produit nouveau permettant de continuer
le développement.

On devra donc recourir aux produits

n^+i (<*)

ou
n{x. (ß)

Le produit (a), d'après le théorème II, donne une répétition
portant sur tous les termes depuis le premier. Si la rencontre a

lieu pour la première fois, il faut donc que les termes nlx ou

zzx soient égaux au premier. On obtient dans ce cas, une fraction
continue périodique simple, car d'après le même théorème, le

[p -f- i)e terme de la 2e réduite est égal au (/? + i)e de la ire,
et.au ier de la. 2e, si p est le nombre des termes de la période,
c'est donc la 3e période qui commence et ainsi de suite.

Le produit ((3) entraînerait, d'après le théorème I, une symétrie

qui suppose une répétition de termes antérieure.
Si le terme ou le développement est arrêté pour la première

fois n'est pas égal au premier, on ne peut continuer le développement,

d'après le théorème II, qu'en prenant le dernier produit
comme produit nouveau, ce qui suppose :

n[>M — ftfA—J- (Y)

Le corollaire II montre que la suite des termes est symétrique
avec première partie.

Au cas où l'on aurait eu :

•

JI[X rip-i (8)

le développement continue d'après le corollaire I en formant
également une symétrie.

Dans ces deux dernières alternatives, la suite des termes est
encore arrêtée comme précédemment, mais on retombe dans l'une
des alternatives (y) ou (S), car un produit de la forme (a) entrai-
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fierait quand même une symétrie d'après le théorème I. Soit A
le ior terme et K! lé 2 e

; on à eu A' pour le (X — i)e puis A pour
le Xe, si a partir du (p)e terme on retrouve A pour le ,[p -f- i)e,
puis A7 pour le [p + 2)®, c'est qu'il y a symétrie entre le Xe et
le pe (Théorème I).

Il résulte de ceci, que la fonction continue est périodique
simple, sans symétrie ou avec une symétrie double.

La symétrie peut se représenter schématiquement comme suit :

As As
ft/\A- /' *\

X ^ternie) $,v*e»ne)(Ieterme) (peterme)
A':\ >*k„

\T,'
t-ß4ripde_ _ ^ 2 pßriode_ _

Fig. 1.

Le point S sera le premier sommet de la symétrie résultant
de (y) ou (S), et T sera le sommet formé au second arrêt du
développement.

Théorème IV. —- Les quotients incomplets de y' sont formés
par ceux de y, puis dans Vordre inverse.

Soit p le nombre des quotients incomplets ; les éléments de
la 2e période donnent :

k\ — kp-\-j f k2 — kp-\.2,

et de même pour les valeurs n et r (Théorème II).
On a :

r 1:
1

/Â —(6 —rp) _ 1

xv -1 — kP -i — kp -j- —,/ lp OCp

mais, à cause de la périodicité,

- OCp~J.
Donc

- X —y— + ^ — rv __ \/A -\- lf rip 1 ni
et '

^

; -'•-/ —

' v ; - -
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Il en résulte

et
sib. + b — Tp £ _J I_

y —— - •

_ +&—fp_i + t

w2,_i 2

«'p-i= h +"y"'

Cette propriété des derniers éléments nous donne donc les

quotients incomplets de y' d'après ceux de y et 1 on a :

(8) y /h + — ih +X +

+T 1

Lp -j

(9) y' —k» + kp-L +

+ ^ + T- + -i-Äi + y
C. q. f. d.

O11 peut observer que le dernier quotient A*p marqué A'a au

schéma d'une symétrie se retrouve en A" et que c'est en cife point

que commencerait la 2 e fraction, la première commençant en Ad

sur l'axe x y (i).

III
Du développement des irrationnelles précédentes, on déduit

celui des valeurs :

y/A — x

ni
et

8,= : -

nii

(*) Noie'Comptes rendus, n° 4, U GXXYIII, L. Grelier.
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