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NOTE SUR LE DÉVELOPPEMENT

DE CERTAINES IRRATIONNELLES DE LÀ FORME

y'X-r-M
p

EN FRACTIONS CONTINUES

Posons :

A — l2 nimv

A étant entier inférieur à b et le plus grand carré parfait contenu
dans A, nt et mi étant entiers, positifs et compris tous deux entre
{b -J- X) et (b — X) ; puis développons en fractions continues, les

irrationnelles :

v'Â-f). _v
et

\/I+\ --y-

On peut poser :

y + >l±Z±-k + A-(&-»•>) _ k -L ;
:

ni ni
L

ni xi

on avait y > i, il en résulte hï ^ i et xi > i, et ces trois valeurs
sont évidemment positives.

Le reste de la première division, i\ donne :

b -{-1 — nlki rJf

et Ton a ?\ < ni et i\ > b, car si nl > b, on a k i et ri < b. On
développe ensuite de la même manière :

ni + b — o) _ + b — r4 _ \/Â — (6 — r2)
1 + A - [b - ~ ,h + 7h
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Il est facile de voir que Ton a eu :

A — [b — rf)2 m ni j mi — k± (nikl i\) J ni 7^2

le facteur ni étant positif, d'un autre côté xi > i entraîne k2^ i ;

i\ < b ; et > i, les valeurs étant évidemment toutes positives.
En continuant, on obtient :

X =k3+ — -i-» 4
*8 n3 "3

g, V+JV ^->-3-n+yr-
(0 s xk nh nk

-, + _L **-rp-i-rp + VA -(b-rj
Xp Hp Tip

les facteurs n, sont liés par la relation : :

(2), > - A — [b — />-i)2 iip-i.rip. V

Pour établir la généralité de ces formules, rappelons que l'on
avait y y > i ; ki ^ i ; xt > i ; rt < nx • r\ < & toutes ces valeur«
étant certainement positives; on avait encore A— (&—r1) /i1.rt2.
Si nous admettons que ces relations subsistent pour les éléments
d'indices p — i, elles subsistent encore pour les éléments d'in7
dices p, et elles sont par conséquent générales.

En effet, si nous admettons que l'on ait :

A — (b—rp-i)2 np-i. nv
"

-
avec

rp—\ b

' np-i positif,

et

nous aurons

xp-1 > i

m np-1 (VA + /> — 7>—i) "*v^A + & — rp-i — 7-p_f3 •* Xp —l -J- " - ' — ' —r —» * ; ;

-

"

^
~r~\b rp-i). ~ùp- fip.

- -- -
: t/Â-jfc-r,) =¥ + _j_

r *" /*£ • •
- ' Xp

et les valeurs positives : V", ••

Tip < 2 b
f J\p I J Xp I Gt Tp b
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En outre, nous pourrons écrire : r
'

(4 A — (b— 7>)2 np|— kv ,_i (rp_r—rp) ' ] '
— •

' Ä/>-i

avec -, - •;

n'v+\ pos. < ib.

Puisque les conditions admises étaient vraies pour les termes

"d'indices 1) et a), elles sont générales, et la formule (3) donne

le terme général du développement ; nous pourrons énoncer en

outre les remarques suivantes :

a) : Les quotients complets xv #2..., #p, sont positifs et > i.
b) : Les quotients incdmpléts 7ci, h-..V, sont entiers et

positifs.
c) : Les diviseurs ;?i, /Z2..., sont entiers, positifs et < 2 b,

d) : Les restes sont tous < b. *

1

é) : Les restes sont plus petits que le diviseur correspondant

et que le diviseur suivant ; c'est-à-dire :

rP<nP \
et ;

rp Tlp+l

car on peut écrire : -

A — (b — rp)2 np+i. np — niml + rp (2b — rp)

et
rp, rp-yVt-r—• n

~ "+ 1 V- p n - -

p

Donc
np-jr t *

Il en résulte donc que l'on a :

i
(5) r=*i+ ~r +2 + *3 +

C'est une fraction continue illimitée. On obtient un résultat

analogue en développanty'^ ^ ^

II
Le-s quotients incoinplets sont liés entre eux par une périodicité

qui » découle des deux théorèmes suivants :
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Theoreme I. Si dans le développement de yy on rencontre deux
diviseurs n^.n^i, tels que

— n\

ji^\ m ni—\

tîx — ï.nx étant un produit précédemment obtenu, tous les diviseurs

qui suivent n ^ + i la répétition dans Vordre inverse des

diviseurs quiprécèdent n^— 1'.

La même loi régit les quotients incomplets.
On déduit :

TÎja. + l ni— 1,

puis d'après (2)
rx-i

Ceci donne :

2& — rx-
n\-i

ib — r,

- reste rx_s (Voy. remarque e).

Hjt+i
— — reste (Voy. remarque e).

Donc

et
h-i *,n+i

n-2.

En appliquant le même raisonnement aux termes qui précèdent,

soit :
ib—ri-1 — äx reste rini

ib — r,
— —L reste '^1

puis en continuant dans les deux directions, on arrive évidem^

ment aux tableaux de récurrence suivants :

(6)

ni-\ \ — tîja- 1

ni Jip

ni—1 — Wjx+i

ni-2 — ^4-2

n+i ~ t>_2

rA r^-i
rx-i r[K

ri—2 r^+i

C. q. f. d.
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I. Corollaire. — Si l'on a une fois deux diviseurs consécutifs
*

égaux : '

nv rip+i,

la symétrie s'établit a partir de ces tei mes.

On peut alors poser :

ib rp _ ^ regte rp-i^Yoy. e).
Tip

ib—rp _ resteTp+1. (Yoy. e). -

Kp+i -

D'où :

hp — kp+1

et
rp^i rp+i.

Cette dernière égalité donne :

7lp-1 %+2

et
TZp zn Jlp+i.

On retombe alors dans le théorème I, et la symétrie est

établie. C. q. f. d.

II. Corollaire. — Si Von a:
Tip—1 .ZZ Tlp^-if

cette relation entraîne la symétrie des termes.

Dans ce cas, la formule (3) donne :

Tip+i — Tip-1 — kp (rp_1 rp) ;

il en résulte :

rp-i — tp

puis :

1 b rp-1 reste rp_2,
Tip—1

Äp+1 reste rp+i-
— rp

ftp-H

Les quotients et les restes sont égaux, et l'on en tire :

Tip—2» Tip—1 ZZI ftp+1* ftp-f2,

relation qui nous ramène à un cas particulier du théorème I.
C. q. f. d.
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Théorème II. — Si dans le développement de. y, on trouve, un
Droduit n^ n^ + I? tel que Von ait : *

n-y. n\
72|x-j-l

ou 72X> m+i est un produit précédemment obtenu les valeurs n^ et
,7n+i > font partie d'une période qui est la répétition de celle à
laquelle appartiennent les diviseurs nx et nx + u et celte période
commence avec le premier diviseur.

Les quotients incomplets suivent la même loi.
Ces valeurs donnent d'abord :

n />,

desquels on déduit comme précédemment

ky. k\
puis

n-i r^
ou

* ^>+1 — *X+i
et

rn+i — n+i.
En continuant comme au théorème I, on arrive à établir des

tableaux de récurrence qui remontent évidemment jusqu'aux
premiers termes employés : -,

(7)

On forme de la même manière des tableaux analogues avec les
diviseurs n et les restes

; - Cvq. f. d.

Théorème III.— Les valeur?+ V'==^A±A déduites
rti mi

de A -r-.y; *==ni. nii êt toutes deugc 1 dQjiuenl des, fractious. cojir
tinues périodiques simplesf
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"Én effet, supposons forme le tableau des restes A — A2, décomposés

en produits de deux facteurs < 2 b, de toutes les manières

possibles. Le calcul des termes conduit d'un produit à im äutre

d'après la formule (2), et comme ils sont en nombre limité, on

retrouvera une fois un diviseur /z}k égal a un autre n^ déjà

obtenu, sans avoir de produit nouveau permettant de continuer
le développement.

On devra donc recourir aux produits

n^+i (<*)

ou
n{x. (ß)

Le produit (a), d'après le théorème II, donne une répétition
portant sur tous les termes depuis le premier. Si la rencontre a

lieu pour la première fois, il faut donc que les termes nlx ou

zzx soient égaux au premier. On obtient dans ce cas, une fraction
continue périodique simple, car d'après le même théorème, le

[p -f- i)e terme de la 2e réduite est égal au (/? + i)e de la ire,
et.au ier de la. 2e, si p est le nombre des termes de la période,
c'est donc la 3e période qui commence et ainsi de suite.

Le produit ((3) entraînerait, d'après le théorème I, une symétrie

qui suppose une répétition de termes antérieure.
Si le terme ou le développement est arrêté pour la première

fois n'est pas égal au premier, on ne peut continuer le développement,

d'après le théorème II, qu'en prenant le dernier produit
comme produit nouveau, ce qui suppose :

n[>M — ftfA—J- (Y)

Le corollaire II montre que la suite des termes est symétrique
avec première partie.

Au cas où l'on aurait eu :

•

JI[X rip-i (8)

le développement continue d'après le corollaire I en formant
également une symétrie.

Dans ces deux dernières alternatives, la suite des termes est
encore arrêtée comme précédemment, mais on retombe dans l'une
des alternatives (y) ou (S), car un produit de la forme (a) entrai-
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fierait quand même une symétrie d'après le théorème I. Soit A
le ior terme et K! lé 2 e

; on à eu A' pour le (X — i)e puis A pour
le Xe, si a partir du (p)e terme on retrouve A pour le ,[p -f- i)e,
puis A7 pour le [p + 2)®, c'est qu'il y a symétrie entre le Xe et
le pe (Théorème I).

Il résulte de ceci, que la fonction continue est périodique
simple, sans symétrie ou avec une symétrie double.

La symétrie peut se représenter schématiquement comme suit :

As As
ft/\A- /' *\

X ^ternie) $,v*e»ne)(Ieterme) (peterme)
A':\ >*k„

\T,'
t-ß4ripde_ _ ^ 2 pßriode_ _

Fig. 1.

Le point S sera le premier sommet de la symétrie résultant
de (y) ou (S), et T sera le sommet formé au second arrêt du
développement.

Théorème IV. —- Les quotients incomplets de y' sont formés
par ceux de y, puis dans Vordre inverse.

Soit p le nombre des quotients incomplets ; les éléments de
la 2e période donnent :

k\ — kp-\-j f k2 — kp-\.2,

et de même pour les valeurs n et r (Théorème II).
On a :

r 1:
1

/Â —(6 —rp) _ 1

xv -1 — kP -i — kp -j- —,/ lp OCp

mais, à cause de la périodicité,

- OCp~J.
Donc

- X —y— + ^ — rv __ \/A -\- lf rip 1 ni
et '

^

; -'•-/ —

' v ; - -
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Il en résulte

et
sib. + b — Tp £ _J I_

y —— - •

_ +&—fp_i + t

w2,_i 2

«'p-i= h +"y"'

Cette propriété des derniers éléments nous donne donc les

quotients incomplets de y' d'après ceux de y et 1 on a :

(8) y /h + — ih +X +

+T 1

Lp -j

(9) y' —k» + kp-L +

+ ^ + T- + -i-Äi + y
C. q. f. d.

O11 peut observer que le dernier quotient A*p marqué A'a au

schéma d'une symétrie se retrouve en A" et que c'est en cife point

que commencerait la 2 e fraction, la première commençant en Ad

sur l'axe x y (i).

III
Du développement des irrationnelles précédentes, on déduit

celui des valeurs :

y/A — x

ni
et

8,= : -

nii

(*) Noie'Comptes rendus, n° 4, U GXXYIII, L. Grelier.
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ni et îïi\ étant liées par les mêmes relations que précédemment.
On a :

Z < I
_

:

et
z' < i

Oil

v A — X i i i
(10 z =z - — — —x ' -n r>

et de même

(ii) *'=.—

Lesirrationnelles z et z! suivent la même loi que y et y'.

IV

Considérons maintenant des irrationnelles telles que

(„, >/I + 'i ^-S '
v ' 1

ni
2

mi nx
1

mL

où A — X2 — nx. mi, mais un des facteurs,ni par exemple, donne :

V/A + X<7Ï1.

Il en résulte - -

— X.

On a alors :

ti< I, *2> I, < I y t/t > I

L'étude de ces valeurs donne :

i
'4

et
„. i

~ 3 1 '
*2

D'autre part

ti i+(6~r) _ r+_L."" mL - x1

Mais Xi ^—- car il est facile de développer l'équation
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A — (b — 7-2) TWi. m,, en procédant comme dans (4). En outre

Xi >• i, et l'irrationnelle ——r est de la forme y ou y car
7712

;w4 et m2 sont inférieurs y/A -j- b — r.
Le développement de tz entraîne

fi=f+yi+^-^ ==r+2
mL xx

Ici encore, il est facile de voir que l'irrationnelle x± est de la

forme y ou y1* D'où il suit que :

Les irrationnelles ti7 tztse développent en fractions
continues périodiques mixtes, plus petites ou plus grandes que Vunité.

La partie irrègulière ne comprend qu'un seul quotient incomplet.

On peut remarquer que, pour deux irrationnelles comme

_ y/r+X ;

2
m±

et

*,* mi

toutes deux supérieures a l'unité, les parties périodiques sont

identiques dès que l'on a 2). divisible par mi.

Nous avons vu des irrationnelles dépendant de X2 < A. On peut
aussi en construire avec À2 > A.

Posons :

>2 — A — n± mir

lien résulte des valeurs comme :

X zb^/A
(<3) V,

et

V2
Xdb y/À

Enseignement math. a3
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Ces irrationnelles peuvent être plus grandes ou plus petites
que l'unité suivant que les valeurs ni et m1 sont comprises entre
X + \/A et 1 — y/A ou en dehors de ces valeurs. Les valeurs
inférieures à l'unité se ramènent évidemment à l'inverse des
valeurs supérieures.

• Etudions une de ces dernières, soit : V1 > i et

A+v/A

On a :

T X±|-l+ î-t+ r, J_
n\ ni n± r xl

Le reste r peut être évidemment plus grand que b.
On a encore :

~ (ri V A (râ + b) — s/A
~ P2 + '

'"2

_ (r, 4- 6) — y/I- r -/>« +

car
[ri.— by — A =1 nL. n.2

et
*

(i4) (rk — b)2 — A — nk. nk+l.

La première formule et la généralisation s'établissent co mme
pour la formule (4).

Le terme général prend la forme :

s. — {n—b)—\/Â.
JLk "

nk+i

y
(r*-H + b) + /A

Vk+l — —

Xk+r=lm^J!bzl±
Kk+3

Il est à remarquer que les valeurs (/\ — è), (rk + { -f- b) et
(/'k + 2 — b) vont en diminuant. En effet :

''A+l rk — 26 —pk+i. rik+i.
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Donc
+ b irk — b) — pk+L. nk+l.

En outre,
rk+2 — ^Ä+r •+ — pk+2- «ä+2

et
rA-+2 — b — (rA-+1 + ft) — pk+2. nk+2.

C. q. f. d.

On arrivera donc une fois à une valeur

M + l/I— teiie que M <Cb.
«Hi

Cette valeur donnera :

y/Â (b — rx+i)
«H-2

une irrationnelle de la forme y ou y' qui se développe en fraction
continue périodique simple, car nx + { < 2 è,

n+L < b

et -

^+1>i.
Le radical y/A dans xx ne saurait être négatif, car il entraînerait

une irrationnelle négative, ce qui est impossible, et le
raisonnement subsiste pour

V lzVÂ_.
1

ni

Il en résulte la loi suivante :

Les irrationnelles de la forme Y1 /A 0u V2 * — t/A
se

j ' Ui mi
développant en fractions continues périodiques mixtes ; la partie
irrègulière a un nombre indéterminé mais limité de quotients
incomplets.

VI

Ces théories appliquées aux racines des équations du 2e degré
nous conduisent à une forme nouvelle plus complète du théo-
rème de Lagrange.
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Prenons les équations à coefficients entiers

ax1 dt bx — c — o

et

ax2 zh bx + c — o.

Les racines de-la rre sont :

x' ± -+ dd-+4ac ac
ia 2 a

On a A b\ —4 ^ ; en faisant X 6, i a — m; ic n,
on écrit :

-X,=xlz±'
et

j/A + X

V^-'V -i- A \/A — X
Xj X-2 — —

m m

On voit donc que, si les deux racines d'une équation sont
toutes deux en valeur absolue plus grandes ou plus petites que
l'unité, ces irrationnelles sont de la forme t. Elles seront de la
forme y ou si une des racines est en valeur absolue plus
grande que i, tandis que l'autre est plus petite.

Les racines de la seconde équation sont :

ifi b -f- \J — 4 ac
2a

et
- V b2 — 4ac

Avec la substitution, on trouve

_2-v/ï X+y/Â
«^4

m

X*+^A
717 * 1

m

Les racines sont toutes de la forme V.
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Théorème.^ Toute équation du deuxième degré à coefficients
entiers, dont les racines sont réelles et irrationnelles donné pour
ces racines deux fractions continues périodiques.

Elles sont périodiques mixtes, de même signe, avec partie
irrégulière indéterminée, mais limitée quand c est positif

Elles sont périodiques mixtes, désignés contraires?
quotient incomplet à la partie irrégulière quand c est négatif et

quand les valeurs absolues des racines sont toutes deux plus
grandes que i, ou plus petites que i.

Elles sont périodiques simples et de signes contraires quand c
est négatif et quand la valeur absolue d'une des racines est
supérieure à Vunité alors que la valeur absolue de Vautre est
inférieure à Vunité.

Dans ce cas, la période de l'une est formée des quotients incomplets

de Vautre pris dans l'ordre renversé.

VII
Ces irrationnelles permettent de donner également une

nouvelle démonstration du développement de Legendre pour les
racines carrées des nombres entiers,

Soit à développer \J X : Nous poserons :

A — b2=znvi.

b2 étant le plus carré parfait.
Les irrationnelles' + Èet/A + 6

seront de la forme y eti n J
y! et nous aurons :

r \ \/A- b
7

v/A -f- b i(«) 1 2b + <ib +-
1 mA±±'

71

La période correspondant à la ire irrationnelle s'écrira

V'A + b
y j ^iî ^2> • • • ij bp ; 2'b,

Celle correspondant à la 2e, s'écrira par raison de symétrie
l/Ä + b- '

y—̂ —[bp'bp-i,..,,bv
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Mais il est a remarquer, que le premier terme de y' est le

deuxième de y, (a), et ainsi de suite ; on aura donc, à cause de la
symétrie connue de ces irrationnelles

y — ^/A -f- b — [2b, bv b2, ». ^ b2,b1; ib, ..]
et

^/a — \J)i bp • • • b^, b{* ib \ b^} b%, ...],

développement donné par Legendre (4).

Remarque. — Le second sommet de la symétrie dans ce

développement ne peut être formé de deux quotients incomplets

égaux qu'au cas où A est décomposable en une somme de deux

carrés parfaits différents et plus grands que 1.

YIII

Si p est le nombre des quotients incomplets de la période de y

et ^ la partie réduite de ladite fraction continue, on a :

Yp
_ P?y H-Pp-i.

Qpjr + Qp-1

et
/ p^y+Qp

pp—1 y "b 1

Les valeurs y et — -^7
sont les racines de l'équation :

ny* — — m—o}

ou de l'équation

Qp X2 + (Qp-i- pp) X —Op °-

La proportionnalité des coefficients donne :

rcB Qp

—- 2 1 B m Qp—1 — Pp

mB Pp—iJ

p) Legendre. Théorie des nombres.
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En tenant compte de la relation bien connue :

Pp. Qp_i — Pp_i. Qp ± i,

on peut former l'équation

Qp _i2 + i\BQp_i — (A — A2) B" i o,

qui, résolue en Qp r, donne :

Qp-i ~ —'MB + \jÄß2±7
où l'on a

B zzz =z
P?J~*

~ 7i m

On aurait trouvé de même

Pp=XB+

Comme ces valeurs doivent être des nombres entiers, on en

déduit que la quantité sous le radical est un carré parfait ; ce

qui donne lieu au théorème suivant de la théorie des nombres.

Théorème. — Etant donné un nombre A non carré parfait il
existe un ou plusieurs nombres entiers B, tels que Ion a

A. B2± i carré parfait.
Il faut remarquer qu'au nombre A correspondent un nombre

limité d'irrationnelles z/, et par conséquent aussi un nombre

limité de valeurs B.
L. Crelier (Bienne).

SUR LA DÉMONSTRATION

DU THÉORÈME DE TAYLOR

L —. M. Hatzidakis (Athènes) a donné dans cette revue (II,
p. 447) un article très intéressant sur une démonstration simplifiée

de la formule de Taylor. Cependant trois inconvénients

m'inspirent des scrupules :
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