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NOTE SUR Lh DEVELOPPEMENT

DE CERTAI\ES IRRAI‘IO\I\IELLES DE LA F‘ORME N

VA+M

EN FRAGTIONS CONTINUES =

Posons : }
A— X =nm,,

) étant entier inférieur a b et le plus grand carré parfait contenu

dans A, n, et m, étant entiers, positifs et compris tous deux entre

(b 4 ) et (b — 1) ; puis développons en fractions continues, les

irrationnelles : - | ‘

A
VA+) _,
ny
et Lo
ALXx
VE+Y
omy
On peut poser : T )
_b—{—)\_{_\/ﬂ-——b_ VA— (b—r, —lc— I
oo Ry =4 ny — ‘_.—x_i-’

on avait y > 1, il en résulte 2, > 1 et x, > 1, et ces trois valeurs
sont évidemment positives. -

Le reste de la premiére division, r, donne :
b+Xx—n /’c1 ="

etl’on ar <n et r, >b c1r51n >b on ak=r1etr <b. On
developpe ensuite x, de la méme maniere :

xiu—l— ny (\/A—I—b—~r1 \/A—}—b L= g \/K'—(b——rg)

A—(b—r)p ng ‘ S
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Il est facile de voir que 'on a eu:
A—@—r)2=n | m—k (nk — 2} z =n,n,
le facteur -, étant pbsitif ‘ afu:h-Q-a-uﬁi'e%‘bété~w >.1 entraine /f 1]
y =, b ; ; et x, > 1, les valeurs et‘mt ev1demment toutes posmves.
En continuant, on obtient : | '

o ab—ri—r  YE—(b—r)
R ST
v gt b= VA (b—ry)
(1) =T T o n,
I Qb—-r_’ —Pr . K__])__r
Xp—1 = ltp —[—- = — Ii)p 1 4 + ‘/ ’(lp p) :

les facteurs 2, sont liés pfu“ la relqtlon k

(2).\ R R A T (b - 71)—-1) = Np—1.Np.

Pour établir la generallte de ces formules rappelons que Yon:
avait vy > 13k > 15 2,> 1; 7, < ng; r, < b toutes ces valeurs
étant certamement positives; on avait encore A — (b—r,)=n,.n,.
Si nous admettons que ces relati’on.;‘ subsistent pour les éléments
d’indices p — 1, elles subsistent encore pour les elemenls dm—
dices p, et elles sont par conseguent oénérales. '

En eﬂ'et si nous admettons que r on ait :

A—(b—rpa)2=np_g1. np

avece o -
. rp—1 < b
mp1>x.,

nous aurons

np 1<‘\/A—{—b—rp__1) “'.\I/K—‘}—b—rp_i _2b—rpg

(3 - L Xp—y == - : - . = —
(.' ) ] ) ”T)‘-% > A . ,A ([) s rp 1)3 R :, ““\ “inp‘“' Lo . - _1" np_ & .
R Y/ Y 7 WL S
r + ‘/ ‘ ( Z’) : ii"p +____
P & s 4 . Slp o ‘ Z'p
ot les valeurs positives <~ T i

np<2b;/{‘pé I;xz)>1 etrp<b.
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-~

. En-outre; nous pourrons écrire ¢
(4) A—(b—r)=1ny 5( np—1 — kp-1 ("p—ig‘—"“l"éi):} =iy

avec
np+1 pos. < 2b

Pmsque les COlldlthnS admlses eta1ent vrales pour les termes
dindices 1) et 9) elles sont generales et la formule (3) donne
le terme general du developpement nous pourrons enoncer en

outre les remarques ‘suivantes :
a) : Les quotients complets z,, Zs..., &, sont posmfs ot ~ I.
b) : Les quotients mcomplets Ty kel kyeen, sont entlers et
positifs. ' N S L IV
¢) Les diviseurs i, na..., n,...; sont ent1ers, posmfs et < 2 b
d) : Les restes sont tous < b. o &
e) : Les restes sont plus petlts que le lelseur correspond‘mt
et‘qug le lelseur suivant 5 C ‘est-a _dlre L - e

rp<np - T ' . -
et ‘ . :

rp << Tp+1
car on peut écrire :

A— (b — rp)® = ny+a. np, = n;m, + 7y (20 — rp) A
ot LA m %

/
"~

Sl |

b~

s

I P . Cong.m, Pp. T ?

- . . . 4 1 TR T P p_i .

PR = rp. Kp e .
n, . 7

Donc : .

. n'p-}“[_ >,"p"; i”l T

Il en résulte donc que 'ona: . .~ -

g 1 . o
B). s -9‘“‘—:’%'7:74.:;‘;: ez fmin Dnnogaoalen
C’ est une fractlon contlnue 1lhmltee On obtlent un 1*esult‘1t

anfllogue en developpanty A a e -

Les quotients incomplets sont liés entre .eux par une périodi-
cité qui-découle des deux théoremes suivants :
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Tutorime I. Si dans le developpement de.y, on rencontre deux

diviseurs n, Pyt tels que
P
Rpt1 = My

iy, — 1.1, étant un produit précédemment obtenu, tous les dipiseurs
qui suivent n w1 sbh't. la répétition dans lUordre inverse des dipi-
seurs qul pr écedent ny _ 4.

La méme loi régit les guotzents zncomplets

On dédumt :

ng. (ig+1 — ). Ny—1,

puis d’apres (2)

»7‘)‘__.1 = rp,n

Cect donne :

2b—nr—
— " — ky_; reste m_s (Voy. remarque e).
ny—1
————= = kup reste ry1q (Voy. remarque e).
Ny +1
Done |
fr—1 = kyp1 , T o !
v 1
et ;

Putl = Fhaiin

En appliquant le méme raisonnement aux termes qui préce-
dent, soit : |

2 — r—
S vt T k. reste m,
ny

=k, reste ry—
Ty

puis en continuant dans les deux directions, on arrive évidem-
ment aux tableaux de récurrence suivants :

Ra41 = Np-1 b = kici | M = Tu
m = ny 1 ke = ky D= ru—t

(6) M—1 = Ry ' ko = kupt n—1 == ru
ny—2 = Np-4-2 r— = Tu+1

. . . . ¢

C.q.f d.
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1. CoroLLAIRE, — ST [ort a une fois deux diviseurs conséculifs
* : ] ‘ : ' ‘
egaux : ‘ S ‘
np i »712',.;.1,
la symétrie s'établit & partir de ces termes.
On peut alors poser: -~

2b —r - :
V228 — Jyreste rp—y (Voy. €).
np '

2b—r. - ,
22778 — fpp reste rpyy (VoY €).
. Np+t

D’ou : " |

kp = fppr
et

Cette derniére égalité donne :
nNp—1 = Np+2
.et - i

On retombe alors dans le théoreme I, et la symétrie est éta-

blie. C. q. f. d.

1. CororLAaRE, — Silon a :

np—1 = Np+1,

-

cette relation entraine la symétrie des termes.
Dans ce cas, la formule (3) donne :
Np+y = Tip—1 — kp (rp—1 —T1p);
1l en résulte :

Ty = ry

puis :
Qb—rp_.j. .

= ky—4 reste rp_,
np_i

2b—r
Les quotients et les restes sont égaux, et l'on en tire :
' np_.g'. n,,.; = Np41- Npt2y

-relation qui nous rameéne a un cas particutier du théoréme I.

. C.qfd
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THEOREME . — 8¢ dans'le développement. de.y, on trouve un
vroduit n, n, , , tel que lon ait :

?

n, = nx

Muts = -Mjq

oU 1y, My 41 est un produit précédemment obtenu les valems n, et
i1, fontparlze d’ une pel tode qui est la 7epetztzon de celle a
laquelle appartiennent les diviseurs n, et nl + 15 et celte période
commence avec le premier diviseur.

Les quotients incomplets suivent la ménie Zoz.
Ces valeurs donnent d’abord :

o= ru,

desquels on déduit comme précédemment

| e
plllS
—1 = rp—4
ou '
) : ki*-!il‘: Kty ’
et
! Pty = T')‘.H.

En continuant comme au théoréme I, on'arrive a4 établir des
tableaux de récurrence qui remontent ev1demment jusqu’aux
premiers termes employes R

. .

A’,’A'—i — /ﬁ:.——i
k= k,

(7) T L .
k).'_H -:—’ A’;f-[—l .

On (orme de la méme mamere des tableaux analogues avec les
diviseurs 7 et les restes 7. , e
- - . Caq fd.

TatorkmE I11.— Les c?aleuz'siy:r‘..!/—éi_)‘“ ty = ‘/A + deduztes

m
de A =y} =="n,.'m, ¢t toutés deux > clonnenl des ﬁactwns con-
tinues périodiques simples,




{
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‘En effet, supposons formé letableau des restes A — A% décom-
poses ‘en prodults de deux facteurs <2 b; de toutes les manieres
possﬂ)les Lé calcul des termes  conduit d un produit a un autre
d’apres la formule (2), et comme ils sont en- nom])re limité; on
retrouvera une fois un diviseur 7, égal a un autre n, déja
obtenu, sans avoir de prodult nouveau permett'mt de contmuer
le developpement :

‘On devra donc recourir aux produits

Mo Tt | (@)
ou
Ny, Np—q. (8)

Le produit («), d’apres le théoreme II, donne une répétition
portant sur tous les termes depuis le premier. S1 la rencontre a
lieu pour la premiere fois, il faut donc que les termesn, ou
n, soient égaux au premier. On obtient dans ce cas, une fraction
- continue périodique simple, car d’aprés le méme théoreme, le

,<P ~+ 1)° terme de la 2° réduite est égal aun (p -+ 1)° de la 17,
et.au 1°° de la. 2% si p est le nombre des termes de la période,
c’est done la 3° période qui commence et ainsi de suite.

Le produit (B) entrainerait, d’aprés le ‘théoreme I, une symé-
trie qui suppose une répétition de termes antérieure. .

Si le terme ou le developpement est arrété pour la premiére
fozs n'est pas égal au premier, on ne peut continuer le dévelop-
pement, d’apres le théoremeIl, qu’en prenant le dernier produit
comme produit nouveau, ce qui suppose :

Np+1 = Np—4 “ (Y)

-

Le corollaire IT montre que la suite des termes est symétrique
avec premiere partie.
Au cas oul’on aurait eu :

Ry = Np—g : ' (8)

le développement continue d'lpres le corollaire I en formmt
egalement une symétrie.

Dans ces deux derniéres 'ﬂternatwes la suite des termes est

‘encore arrétée comme précédemment, mais on retombe dans !’ une
. N P ’ . - A

des alternatives (y) ou (3), car un produit de la forme (z) entrai-
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nerait quand méme une symétrie d’aprés le théoreme I. Soit A
le 1°f terme et A’ le 2°; on a eu A’ pour le (A — 1)° puis A pour
le %°, si a partir du (p)® terme on retrouve A pour le (p - 1),
puis A’ pour le (p 4 2)°, c’est qu'il y a symétrie entre le X° et
le p® (Théoréme I). |

Il résulte de ceci, que la fonction continue est perlodlque '
simple, sans symétrie ou avec une symetrle double,

La symétrie peut se représenter schématiquement comme suit :

oS , a8
, . \\ ) ' A Ve \‘\
Ad DA ,O’ .
A AA (A (pr1)Cee
X 1 (1°terme). “\&(pcterme) /7'(’,L rmej ~ Y
n ¥ ’* n ot "*
A1 . p A, A3
. \\T,/ :
1 périoge Q )
\ .- p __________________ sle - - _2f periode
Fig. 1. ;

Le point S sera le premier sommet de la symétrie résultant
de (v) ou (9), et T sera le sommet formé au second arrét du déve-

loppement.

Tutorime IV. — Les quotients incomplets de y' sont formés
par ceux de y, puzs dans Uordre inverse.
Soit p le nombre des quotients incomplets ; les éléments de

la 2° période donnent :

ky = '{"p+1 B ]fg = ,"p+2,

et de méme pour les valeurs n et 7 (Théoreme II). .

Ona:

VA — (b —rp) 1
p
Xp-4 = k — k& —_—
P p T y p T =
mais, a cause de la périodicité,

as Xp =Y.

Donc R
\/A-{-b——rp ‘/K-]—)\

Xy ==, =
p?" 'npl' "'”1

"e“t"
- ' !‘»b;;r»;,'»"i:‘i)\’;»
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11 en résulte R T T RN E S

np = m,.
et ‘ o -
A —r '
3"—\/ el =k +.——,
np -
At+b—ry_
x, —V + ot — P + e
B np——i
- . - ° I
x'p_l = . . e e e — ki _l__T—

Cette propllete des delmers éléments nous donne donc les
quotlents 1ncomplets de y d’ apres ceux de y et 'on a:

(8) - y-—1~+
B+ +
| +Tp +
-——lla)
(9) 3' +lcp1+‘
+_1_ . A
ks +T+_i-
C.q.f. d.

On peut observer que le dernier quotient 4, marqué A au
schéma d’une symétrie se retrouve en A’/ et que c’est en ¢e point
que commencerait la 2° fraction, la premiére commencant en A,
sur 'axe z y (*).

111

Du développement des irrationnelles précédentes, on déduit
celuil des valeurs :

S YA

A emnmam
n,

_ VA —).

-my

et

! Q) 'Voir'ComPtes rendus; n° 4, t¢ GXXVIII, L. Grelier.
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n, et m, étant libes par les mémes relations que précédemment.

On a:

z < I
\et . t"_ .'..A_
Z!<I
ou . ., e ,
(r0) z:‘/A_—x: r — ! —
-y ‘ i \/K-—— Py Y
\/K——)\ m,
et de méme
: I-
11 z = —
(1) Yy

Les irrationnelles z et z' suivent la méme loi que y et y'.

1V
.Considérons maintenant des irrationnelles telles que

2
n, m, 1 m,

(1) = VAR VAEA l/_%“i; y = YA

ou A — 2* = n,. my, mais un des facteurs,n, par exemple, donne :
Ary . »

VA4 Ii<n,.

Il en résulte '

ml<‘/K—)\.
On a alors : ) ‘ .
<<, >, <la, (>,

L’étude de ces valeurs donne :

et

D’autre part - S

I
—— = [ —
my "+ x5

M_ais Xy =

| ‘_/_A_'I_“L—_'f , car il est facile de développer I’équation
. ' 'Y :“ . g ¥ . . . '

m,
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A— (b — r‘) == my. m,, en procedmt comme dans (4) En outre'

2y > 1, et 'irre atmnnelle\_/_j"_é———— est de la forme y ouy , car
. mz

my et m, sont mfemeurs \/A +b—r.
Le developpement de {, entraine

\/A+ (b—)

o

Cy
£, =l .
2
Ici encore, il est facile de voir que I'irrationnelle 2z, est de la
forme y ou y'. D’ol il suit que :
Les irrationnelles t,, t.. t. t., se développent en fractions con-
LS ¢ 19 by G by, Lae 14 :
tinues peériodiques miztes, plus petites ou plus grandes que Uunité.
La partie z'rrégulz'ére ne comprend qw’un seul -guolient incom-
plet.
On peut remarquer que, pour deux ir r*1t1onnelles comme
L _ VALY
27T my
et .
VA —2

m,

t, —

&

toutes - deux supérieures a l'unité, les parties périodiques sont
identiques dés que I'on a 2\ diyvisible par m.

v

" Nous avons vu des 111at10nnelles dependant de A2 < A. On peut
aussi en construire avec 22> A.-

. Posons :
722 —A=n,m. '

Il en résulte des valeurs comme :

) /K
(13) vV, = )\—‘/A
4 ' B \ By
et ~ _
> somy

Enseignement math, : 23
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Ces irrationnelles peuvent étre plus grandes.ou plus petites
que P'unité sulvant que les valeurs n, et m, sont comprises entre
A+ \/A et A — \/A , ou en dehors de ces valeurs. Les valeurs
inférieures 4 l'unité se rameénent ev1demment a l'inverse des
valeurs supérieures. “

- Etudions une de ces dernieres, soit : V,>r1et

VvV, = A +‘/-é-
. n,
On a ¢ .
Ab—r vﬁ-b+m (ry— ) +VA
‘V.i: n + n =D + L n ——P1+ —
, 1 1 1 Xy

Le reste r peut étre ev1demment plus grand que b.
On a encore :

_(m~w—wﬁ__ (m+0)—VE _
x._[ = n2 1'_'_p2 + Il2 j— xg
—_ (r9+l))—‘/A _ 1
Ty = n, =ps+ z,
car
C (— b — A =n,. n,
et
. (14) (re — b)*> — A = np. npyy.

La premiér;a formule et la généralisation s’établissent co mme

pour la formule (4).
~ Le terme général prend la forme :

(re—b) ‘/A

Ty =
g o Nep
_ (et b+ VA
Tt —
. Npg2
e (2 —b) — VA
Lp42 — : .
Npts

Il est a remarquer que les valeurs (r, — b), (ry +1+0) et
(rk + 2 — b) vont en diminuant. En effet :

Tkttt = k. — 2b — pryie Nk41.
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" Donec ' i he A )
. T+ b= (e — b)‘—plﬂ-b Rpti.
En outre, | o
‘ Peye = ity 2b — pria. npps
et . '
Tibe — b = (ret1 + b) — prta. neta.
| C.q. f. d.
On arrivera donc une fois a une valeur ' ’
o= MEVE e que M < b.

o

Cette valeur donnera :

VA b—nr
- VA +( )
: M2
une irrationnelle de la forme y ou y’ qui se développe en fraction

continue périodique simple, car 7, , ; < 2 b,

7’)~+; = b
et . ) _ ' . L.
X1 > 1.

Le radical \/A dans 2, ne saurait étre négatif, car il entraine-
rait une irrationnelle négative, ce qui est impossible, et le rai-
sonnement subsiste pour

‘ x_‘ A &
V, = ___l‘_/__

n

Il en résulte la loi suivante :

- . : /A A
Les irrationnelles de la forme ¥, = Aty/A ou Vo — AEYA
_ n, m,
. développant en fractions continues pérzodiques miztes ; la partie
irréguliere a un nombre indéterminé mais limité de quotients
incomplets.

se

VI

Ces théories appliquées aux racines des équations du 2° degré
nous conduisent a une forme nouvelle plus complete du théo-
réme de Lagrange, | |

»
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Prenons les equatlons a coefﬁments entlers
x2 + bx —c=—o0
et R
ax, £ bx 4+ ¢ = o.
Les racines-de-la 1% sont :.

o — = b —|—- ‘/b2 4ac o
2a

T b— \/b 4ac

OnaA="%8 —4 ac; enfaisant \= 5, 24 =m; 2¢=n,
on écrit :

= VE=2
m
el
2, = LA_..—,:_A
\ .o m
xll':_ \/A +)\ le'/ :V___ ‘/A—‘)\
m m

On voit done que, si les.deux racines d’une équation sont
toutes deux en valeur absolue plus grandes ou plus petites que
1un1te ces irrationnelles sont de la forme ¢. Elles seront de la
forme y ou z,.si une des racines est en valeur absolue plus
grande que 1, tandis que lautre est plus petlte

Les racines de la seconde équation sont :

o — b +\/()2—4ac

o 2a

et

w ==

Avec la substitution, on trouve

' )‘_‘/K ' )‘+‘/K
_— ¥ z, —m ——1

g — = 3 —
8 ¢ m

._X+\/A . A—VA
T m "+ , ______,‘

o :
xa e ]

Les racines sont toutes de la forme V. . , S
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Tukorime. «—— Toute équation du deuxieme degré a cowéfﬁo'iénls'
entiers, dont les racines sont réelles et zrratzonnelles donne pour
ces racines deux fractions continues périodiques.. :

Elles sont périodiques miztes, de méme signe, avec partie irré-
guliére indéterminéde, mais limitée quand ‘c est posztzf

Elles sont perzodzques mizxtes, de signes contraires, avec un seul
quotient mcomplet ala partze irr ulzere quand c est négaltif et
quand les valeurs absolues des racines sont toutes deux plus

grandes que 1, ou plus pelites que 1. .

Elles sont périodiques simples et de signes contr azres guand c
est négatif et quand la valeur absolue d’une des racines est supé-
rieure a lunité alors que la valeur. a!)solue de lautie est infé-
rieure a U’ umte : ,

Dans ce cas, la période de I'une est formée des quotzemﬁs incom-
plets de Za,utlepr ts dans ordre renversé.

VI

Ces 1rrat10nnelles permettent de donner egalement une nou-
velle démonstration du developpement de Legendre pour les
racines carrées des nombres entiers,

Soit a développer \/A : Nous poserons :
A—b2=n,.1.

b* étantle plus carré parfait.

LN IRY

Les irrationnelles“./_w et ‘_/m seront de la forme y et
. : I n
y' et nous aurons :

Vﬂ+b ¢A+b by

__21)—']— — 2 e —
VA +b

n
La période correspondant a la 1™ irrationnelle s’écrira

A+ b
= \/ + -—[21) bi,l)z,. cbp—1, by 2b, ...

Celle correspondant a la 2° ', s’écrira par raison de symétrie

,_ VAFD
n

r = [bp; bp—i, coer by by 205 by L],
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Mais il est 2 remarquer, que le premier terme de y' est le
deuxiéme de ¥y, (), et ainsi de suite; on aura donc, a cause de la
symétrie connue de ces irrationnelles '

y =y A4 b=[2b,by, by, ..s by, by; 2b,...]
et : | |
VA =[b,b,, by, ..., by by, 2b; by, by, ...,

développgement donné par Legendre (*).

Remarque. — Le second sommet de la symétrie dans ce déve-
loppement ne peut étre formé de deux quotients incomplets
égaux qu’au cas ou A est décomposable en une somme de deux
carrés parfaits différents et plus grands que 1.

VIII

Sip est le nombre des quotients incomplets de la période de y

et (22 la partie réduite de ladite fraction continue, on a:
Qe

y = Ppy —|_Pp~—1
pr —+ Qp~—1’

et

P P,y "+ Qp
Pp1y + Qpa

‘ i i - 1 } . . . § . 7; .
Les valeurs y et — g sont les racines de I’équation :
ny?—a2ky —m=—o,
ou de I'équation | . .

Qp x*+ (Qp—1— Pp)x — Qp=o.

La proportionnalité des coefficients donne :

nB = Q,
mB = Py

4"(’) LecENDRE. Théorie des nombres.
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En tenant compte de la relation bien »oon_nu'e : |
Py Qpi—Ppr. Q=1
on peuf former I’équation |
| Qp_12+213 Qpi— (A— 29 Brp1=o,
, qui, résolue en Qpr, donne : |

Qp—1=—2B + /AB 1

oulon a ,
B — Qp o Pp—-1 )
~n . m

On aurait trouvé de méme

P,= AB- VABIE 1.

Comme ces yaleurs doivent &tre des nombres entiers, on en
déduit que la quantlte sous le radical est un carré parffut ce
qm donne heu au théoreme suivant de la théorie des nombres.

TutorkME. — Etant donné un nombre A non carré parﬁut'zl
existe un ou plusieurs nombres entiers B, tels que lon a

A. B4y caneparfazt
‘11 faut remarquer qu’au nombre A correspondent un nombre

limité d’irrationnelles y, et par consequent aussi un nombre

limité de valems B.
: L. Crerier (Bienne).

é

"SUR LA DhMONSTRATION

DU THEOREME DE TAYLOR

I. — M. Hatzidakis (Athénes) a donné dans cette revue (II,
p- 447) un article trés intéressant sur une démonstration simpli-
fiée de la formule de Taﬂor Cependant trois inconvénients

m’inspirent des scrupules )
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