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SUR QUELQUES DESIGNATIONS RELATIVES AUX SERIES 333

systeme donné pllié‘ haut, ourles quzid_ratiqﬁ»é“s N et D sont laissées
intactes ; mais les valeurs critiques z, et z, de la variable .z sont

employées et donnent les valeurs limites.du quotient N/D. ..
Jespere que d’autres correspondants viendront s'associer 2
cette discussion pour donner leurs vues sur cet intéressant sujet.
A. G. GREENHILL (Wbbl\zvich).

' SUR QUELQUES DESIGNATIONS

RELATIVES AUX SERIES

La Apiiblyication de 1'Encyclopdadie der mathematischen Wissen-
‘schaften de MM. H. Burkhardt et Fr. Meyer rend opportune,
croyons-nous, une revision des termes relatifs & la convergence
.des séries. Les mémes mots sont employés, en effet, dans des
sens différents, par divers géomatres, ce qui peut étre Vorigine
de graves méprises pour les lecteurs non avertis.

Dans ce -qui suit, nous indiquons les désignations qui nous

semblent les meilleures, et nous justifions brievement nos préfé-:

rences. Pour abréger, nous nous bornons aux séries réelles.’

1. Séries convergentes et séries non conyergentes, — 'S1 la
somme , . ' : .
‘ : S?l:lti+it2+...+l{7z
des n premiers termes d’une série tend -vers une limite finie S,
lorsque n croit indéfiniment, la série est dite -convergente. Elle
-est dite adivergen'te,, si S, croit en valeur absolue au dela de toute
limite, en gardant ala fin tou_jours le méme signe. Dans tous les

autres cas, la série est dite indéterminée. | ‘ |

“

Dans le premier cas, on écrit

R S=udup b wat

et I'on emploie souvent la méme notation pour désigner, en
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334 | P, MANSION
abrégé, la série u,, u,, ..., u,, etc., meéme si lim S, =00, ou
L] , L] - '

— o, ou si S, n’a pas de limite. -

Exemple. Pour x inférieur a I'unité en valeur absolue, la série
suivante, o p est un nombre pair, '

5 + x_i_“.__{_xp _l_xp__ xz)+1+x3p_ x3p+1+x5p__ x5])+1+”.
est convergente et a pour somme

1 —xP

— .‘ 1—x _ (1dax... Far)? (14 al) A ar
F(x)_ I —2x +-’Lp 1 — x2 1+'ul+.’1,'2+,_,—+—_x2}’—1 .

Pour z négatif, égal ou inférieur a — 1, la série est diver-
gente ; pour z positif, égal ou supérieur a 1, elle est indéter-
minée. En particulier pourz = — 1, 2 =1, la série prend
les formes suivantes :

A=(i—id1—14 ... fr1—1)frdrfrtit...,
B=(+4+14141+ +r14+1)t+r1—141—1+4...

Dans tous les cas d’ailleurs, la fonction I (x) est la générairice
de la série, quand on divise 'un par lautre, le polynéme du
numérateur, par celui du dénominateur, tous deux étant sup-
posés ordonnés par rapport aux puissances croissantes de x.

La classification des séries en séries convergentes, divergentes
- ou indéterminées semble due a I. Olivier (Remarques sur les
séries infinies et leur convergence dans le tome 11 (1827), p. 31-44
du Jour~ar pE CreLie). On la trouve dans le Traité élémentaire
des séries (1860, p. 2) de Catalan et dans ses autres ouvrages,
dans notre Résumé d’Analyse (1877, p. 28), dans les Cours
d’Algebre de M. G. de Longchamps (2° édition, 1889; p. 150)
de M. Niewenglowski (2° édition, 189r1; t. I, p. 265) etde M. E.
Cesaro (1894 ; p. 116), etc.

Cest aussi cette classification qui a été adoptée par M. Prings-
heim dans I'Encyclopédie mathématique allemande (t. I, 1899,
p. 77-78), avec la_terminologie suivante :

Convergent — konvergent,

divergent = eigentlich divergent (divergent dans le sens propre du mot)

indéterminé — uneigentlich divergent (improprement divergent), ou unbe-
" stimmt, ‘ ' '
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‘Les auteurs anciens et beaucoup de modernes, par exemple,

Bertrand (Algébre, 3° édition, 1863, t. II, p. 2) et M. Jordan
(Cours d’Analyse, 2° édition, t. 1, 1893, p. 273) ne divisent les

séries qu'en deux classes, les séries convergentes et les séries
divergentes, celles-ci comprenant toutes les séries non conver-
gentes, c’est-a-dire, aussi bien les séries ot S, a pour limite -} o
ou — o , que celles ol Sn n’a pas de limite. . | '

Quand on emploie cette termlnologle, les séries A et B sont
dites 'une et l'autre, divergentes, ce qui parait un peu étrange
pour la seconde, ot S, prend indéfiniment les valeurs p +- 1 et p,
quand  surpasse p. \ o o

Laquelle des deux classifications est la mellleure ? Selon nous,
c’est la premiere, celle qui considére trois classes de séries;
d’abord, parce qu’il semble contraire a l’étymologie du mot
divergent de 'appliquer a une série analogue a B, ot S, oscille
sans vraiment diverger ; ensuite, parce que les commencants ne
sont que trop portés a oublier ce fait : dans une série, S,, pour n
croissant indéfiniment, peut se comporter de trois maniéres dis-
tinctes, avoir une limite finie, avoir une limite infinie, ou n’avoir
pas de limite. Pour prouver qu’'une série comme celle-ci

I I &

t— — o — -

2 4

est conVergente, il ne suflit done pas de prouver que S, est tou-
jours compris entre o et 1, comme on le croit trop souvent,
lorsque 'on débute dans I'étude des séries. )

2. Séries pseudo-convergentes. La fraction rationnelle F (),
pour z* <1, est la somme de la série

(tdz.. a2 pal — B P

dont elle est la génératrice. On peut en dire autant, en un cer-
tain sens, pour £ — — 1, puisque F (z) et la série sont infinies
pour cette valeur. ‘ | . |

Pour toutes les autres valeurs de z, F () est representee approxi-

mativement par les P premlers termes de la série, avec une erreur

egale a A
I—2 1 .

x? _ V _ _ |
(I"I_ x"l“..;. .+ 502)--1) .<I~ ——|-~_i_>

T
av
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'Pour z croissant indéfiniment en valeur absolue, ’erreur tend

vers ﬁéfo', de sorte que.y = F (), 'y =1 -+ x4 far—?

représentent des courbes asymptotiques. .

Legendre (Ezercices de calcul .intégral, t. 1, 1811, p. 294),
apres -avoir étudié la- célebre série de Stirling, dont log.
1, 3, 3... x est la génératrice, appelle série demi-convergente,
une série qui, comme la précédente et comme celle de Stirling,
converge de plus en plus vers sa génératrice, pourvu que 1'on ne
dépasse pas un terme d’un certain rang. Stieltjes a donné aux
mémes séries le nom de sér ies semi-convergentes, M. Poincaré
celui de séries asymptotiques (*). Ces désignations ont passé en
allemand : halbconvergent, asymptotisch (M. Pringsueim, dans
VEncyclopédie, 1, p. 104).

Nous croyons préférable d’appeler ces séries, séries pseudo-
convergentes, pour les raisons suivantes: 1° Le terme semi-conver-
gent, comme nous le dirons plus bas, est maintenant employé
dans un autre sens. 2° Les séries asymplotiques ne forment
qu’une section des séries pseudo-convergentes ; ce sont les séries
non -convergentes ol la différence entre la génératrice et sa

valeur approchee tend vers zéro pour x crmssqnt indéfiniment,
Or 1l y a des ser1es ou cette dlfference tend vers une limite finie,

Ainsi, pour 2® < 1, p pair,

o adax+ P — P R S
flx) = . T

—adxt a2t .. Fa A,

mais-pour z* >> 1, la série n’est plus-convergente et ne représente
plus sa génératrice £ (#). Mais on a, approximativement, .

e f(x):1+x—|—...—|~xp

—1

' aP - .
avec une erreur absolue par exces eg‘tle a—— quantlte qui a

pour limite 1'unité, quand x croit indéfiniment, L’erreur rela-
P (x—1)
(x? — 1)*

dire, a au contraire zéro pour limite, qu'md  croit mdeﬁmment

live commise en” calculant /(), comme on vient de le

("} Voir BOREL Lugons sur les séries divergentes. Paris, Gauthier-Villars, rgo1.
Introduction et ch . M. Borel ne parle pas de Legendre.
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"Il y a’'donc liew: de distinguer parmi les séries pseudo-conver-
gentes c.elles” qui sont‘ asymptoltzquleg de ():\elles qui n.e;-lre:;sonﬁ

pas.

3 Ser les absolument cozwei Oemes ou non En Allemagne on
appelle unbedm ot /1072()87 oenz (mcondltmnnellement convergente)

une serle convergente comme

qui reste convergente qu'md on “rend tous les ‘termes. posmfs
bedingt konvergent (cond1t10nnellement convergente)‘ celle qu1
devient dlvergente dans 1e méme cas ; par exemple,

S sl 2

Les désignations allemandes sont bien choisies et expres—
sives’; mais on ne ‘peut évidemment les employer en francais :
conditionnellement et inconditionnellement sont des termes trop
~ longs.

Les désignations de M. Jordan (Cours d’drzaljse, ,2 édition,
p- 275) nous semblent dev01r dtre qdoptees ; la premiére série,
considérée plus haut, sera dite absolument conyergente,la seconde,
semi-conyergente, ' * ‘ .
= Ce dernlel terme a.été employé dans un autre sens par" Stielt-
Jes comme nous 1 avons dit plus haut mais il semble plus naturel
de Tappliquer comme ici a des serles converaentes, par exemple

Al ————+—-——-—————[— etc., qu’a des séries non convergentes,

comme celles dont 1l est questlon au numéro 2, Il est vrai que
semi-conyergent n’est- pas un terme aussi précis que l'expression
allemande l)edzrwt konyergent, mals 1l I’est suffisamment et n est
pas trop long.

4. Séries équiconvergentes ou non. Une série
S: ui'—l—uﬂ_‘}" ...'—I—un“l"--.{

dont les termes sont fonctions d’une ou de plusieurs variables,
est uniformément convergente (en allemand gleichmdssig konper-
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gent), si, pour toutes les valeurs con51derees des varlables, la
dlﬂ'erence |

-—(ui—{—uz—[— —-_[—u_n)

est en valeur absolue inférieure a une quantité donnée d’avance,
pour une valeur de 7 convenablement choisie et pour toutes les
valeurs plus grandes (Jornan, Cours d’analyse, 1 , P 311, Prings-
uemM, Encyclopédie, 11, p. 34).

Depuis longtemps, Gilbert a proposé pour remplacer cette
expression bien longﬁe : séric- uniformément conyergente, la sui-
vante qui est courte et tout a fait équivalente : série équiconyer-
gente ; elle a l’avantage de pouvoir étre employée en allemand et
dans les autres langues savantes pour ainsi dire, sans aucun
changement.

5. Résumé. Voici en somme les sept termes dont nous recom-
mandons 'emploi dans la théorie des séries :

Frangarts. ) Allemand.
Convergent . . . . . . . .. . . Konvergent
Divergent . . . .. . .. . . . . Divergent
Indéterminé, . . . . . . . . Unbestimmt
Pseudo-convergent . . . . . . . 'Pseudokonvergent
Absolument convergent. . . . . . Unbedingt konvergent
Semi-convergent. . . . . . . . . Bedingt konvergent
Equiconvergent. . . . .. .. . . Aequikonvergent.

Un seul est nouveau : pseudo-convergent, et il n’exclut nulle-
ment le terme asympiotique de M. Poincaré. Halbconvergent,
en allemand, dans le sens de Stietjes, devrait étre abandonné,
parce que le terme francais semi-convergent ne lui correspond
plus. ‘

P. Mansion (Gand).
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