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LA REPRESENTATION GRAPHIQUE DES A’QAIBRES 261

un probléme bien intéressant que d’éclaircir cette généralisation
et ces bornes. L’étude classique de M. Mayer (') nous apprend
bien des choses a ce sujet dans le cas d’un systéme de points
matériels, sollicités par des forces dérivant d’un potentiel, fonc-
tion en général du temps, des coordonnées et des vitesses. Il est
a souhaiter que la théorie mftthemathue en devancant 'expé-
rience, nous révele par la méme voie des propriétés fondamen-
tales inconnues du mouvement, dans ces espaces infranchissables

a 'observation directe qu 11 est convenu d’ appeler la sphere des

actions moléculaires.

G.-A. MAGGI (Pise)\.

LA REPRESENTATION GRAPHIQUE DES NOMBRES

1. Dans cette note nous voulons nous occuper des signes que
I'on peut employer pour indiquer les nombres, quand on veut
s’en servir dans le discours ou dans le calcul.

Pour que 'usage de ces signes soit juste et eflficace, il faut que
chaque nombre soit représenté par un signe p'u“ticulier et que, si
deux nombres sont dlﬁel’ellts entre eux, les 51gnes ou symboles

le soient aussi; de sorte qu’il s’en suit quela numération écrite est

une correspondance bi-univoque entre nombres et signes.
En nous arrétant en particulier aux nombres réels, valeurs

absolues, et, en observant que ces nombres sont en correspon-

dance bi-univoque avec les individus de toute classe linéaire
continue de 'grandeurs homogenes, on voit que' si les grandeurs
d’une classe ont des signes representatﬂs ces signes peuvent étre.
employés pour représenter aussi les nombres.

Les grandeurs les plus faciles a representer graphiquement, et

() Ueber den allgemeinsten Ausdruck der inneren Potentialkrifte eines Systems
bewegter matenellel Punkte, welcher sich aus dem Princip der Gleichheit der-
Wulfung und Gegenwirkung ergiebt. (Mathematische Annalen, t. XIII.)

Yoyez aussi AprELL, Traite dc mécanique rationnelle, ch. xxv.

a




262 : R. BETTAZZI

qui le plus souvent servent A symboliser beaucoup d’autres, sont
les segments. |

Sil’on imagine un segment u qui représente le nombre un, le
le nombre % sera représenté par le segment s de facon que le
rapport (s : u) soit égal a k. Et si I'on suppose que tous les seg-
ments soient portés a partir d’'un méme point sur une demi-droite
qui ait ce point pour origine, les points extrémes des segments
peuvent représenter un aun les différents nombres.

Voila 'une des facons ordinaires de représenter les nombres;
les nombres y sont indiqués par un seul signe, le point, employé
dans un nombre infini de positions différentes, prises sur la demi-

droite.

2. Si en agissant de la sorte, on trouvait compliqué ce systeme
de numération qui exige I'usage de la demi-droite entiere,
laquelle est infinie, on pourrait employer une transformation,
par exemple :

= —-i—f— arc tang x (1)
(expression dans laquelle @ peut représenter n’importe quel
nombre) qui transforme intervalle de o &0, dans lequel x
est variable, dans l'intervalle de o a @ ot varie y, et prendre pour
représenter les nombres, les points qui représentent celles des
valeurs de y qul correspondent aux valeurs de x de la représen-
. tation que nous avons indiquée auparavant ; ainsi un segment sera

suffisant.

3. Nous pourrons employer plus généralement, pour représenter
les chiffres, des points d’une ligne droite tels qu’ils constituent

un ensemble linéaire de puissance égale a celle du continu o a,
condensé ou non dans quelques-unes ou dans toutes les parties
de l'intervalle auquel il appartient (*), ou méme des ensembles de
points qui appartiennent a d’autres lignes, et méme aussi les poinfs

(1) Par arc tang x on indique celui des arcs dont la tangente est x, qui est compris

F i =
entre ——?:—‘ et —? . '
2) Pour ce qui regarde ces ensembles, voir G. CANTOR, Mémoires, dans Acta
[oe g ) :
Mathematica, vol. IL.

e e
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de certaines surfaces et de certains solides, car nous savens, par

exemple (V. Cantor, Peano, Schoenflies), que les points d’un carré

ou d’un cube correspondent univoquement au continu linéaire o 1,

ou bien 0 a, ou bien encore o o .

4. Dans la représentation graphique dont nous avons parlé,
¢’est-a-dire des nombres par les points de la demi-droite com-
plete, ou bien du segment 0a, la position des points nous rap-
pelle d’une maniére claire et simple la grandeur relative des
nombres ; car, si M et N sont deux points qui représentent deux
nombres m et r, selon que. M est d'un co6té déterminé ou de
Pautre de N, nous aurons m>n ou bien au centraire n>>/m.

Dans les autres représentations graphiques dont nous avons
déja parlé, cette disposition qui nous permet de pouvoir, d’une
maniere facile, connaltre la grandeur des différents nombres par
la position du point, peut nous mangquer (*).

5. Mais, d’'une maniére comme de I’autre, ces représentations
ne sont pas commodes, attendu que les différentes positions des
points qui seraient nécessaires pour indiquer tous les nombres
sont infinies et .constituent méme un ensemble infini de puis-
sance égale a celul des nombres qui doivent étre représentés ; et,
par conséquent, ils donnent un systeme de numération qui n’est
pas pratique.

Nous ajouterons que, dans ce systeme, I'exactitude de la repré-
sentation est matériellement impossible,A car 'ensemble repré-
sentatif ayant la puissance du continu, et n’étant pas, par consé-
quent, dénombrable, a nécessairement des points limites a une
distance finie, et autour d’eux, les points de l’ensemble ne
pourraient pas étre bien représentés graphiquement d'une
maniére nette. Cet inconvénient n’existerait pas, au contraire, sur
une portion de la droite sur laquelle il n’y ait pas de points
limites, et sur laquelle la limite inférieure des intervalles réci-
proques soit, par conséquent, plus grande que zéro.

’

(f) Pour la représentation avec un ensemble non continu, mais qui maintient
tout de méme cetle relation de position dont nous avons parlé, voyez BerTAzZZI -

« Su una corrispondenza fra un gruppo di punti e un continuo ambedue lineari »
(Annali di Matematica, 1888).
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6. Il sera donc plus pratique d’employer un systeme de numé-

ration qui n’ait besoin que d’un nombre fini de positions dif-
férentes, ou bien méme un ensemble infini mais que I'on puisse
dénombrer; ayant recours méme, s’il en est besoin, a des signes
‘différents I'un de 'autre mais qui forment, eux aussi, un ensemble
fini, ou bien infini, mais dénombrable.

Si nous employons un ensemble fini de signes a placer dans
des positions différentes1’une de I'autre, mais qui ne forment qu’un

ensemble fini, nous ne pouvons avoir qu'un ensemble fini de

signes représentatifs, lesquels par conséquent ne suflisent pas a
indiquer compléetement les plus importantes catégories de nom-
bres; et encore moins est-il possible de représenter graphique-
ment tous les nombres.

Si nous employons au contraire un ensemble fini de signes
que I'on puisse disposer dans une infinité de positions différentes

(qui constituent un ensemble dénombrable) on peut d’une

maniére claire et précise symboliser méme des ensembles infinis
de nombres.

Voyons maintenant quels nombres nous pouvons représenter
avec ce systeme, en continuant toujours a nous limiter aux nom-
bres en valeurs absolues; de la, nous passerons facilement
aux nombres affectés d’ un signe, en fgout‘mt le simple signe +
ou —,

. Les nombres entiers peuvent étre représentés par ce sys-
teme qui est du reste le systeme ordinaire de numération.
~ Sinous avons un nombre {3 designes (o, et 3—1 autres, ol
3 est un entier positif, plus grand que 1) et que chaque signe
puisse s’écrire dans un nombre fini de positions prises dans un
ensemble dénombrable (comme le sont ceux que nous avons
quand, & chaque position, correspond un pétit segment de la semi-
droite, et que les segments sont tous égaux et tracés I'un apres

l'autre), on arrive a pquvoir écrire par ces (3 signes n'importe

quel nombre entier, comme on y arrive en effet avec le systeme
ordinaire de numération a base 3. Dans le systeme décimal de
numération, par exemple, on employe les chiffres

0, 1, 2, 37 [h 5: 6) 7 8: 9.
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et chaque chiffre est employé un nombre fini de fois, en en écri-
vant un " (s1 par exemple pour plus de clarté et de facilité, on
emploie du papier ([l]‘ldl’lll@) dans ch‘lque petit carré, les carrés
étant tous eor'lux et pouvant étre 1mag1nes plqces I'un a coté
de l’autre,,autant que 'on en voudra et constituant a eux tous
(idéalement) un ensemble dénombrable. |

Nous pouvons aussi supposer que 3= 1; autrement dit, nous
pouvons nous proposer de n’employer qu'un seul signe qui sera
placé dans différentes positions selon les différents nombres qu’il
doit représenter. Mais ce systeme demande un large espace, vu
que le symbole représentatil doit occuper une position différente
(un carré dlfferent dans I’exemple que nous avens indiqué) selon
les différents nombres qu'ilreprésente ; ‘de manieére que dans une
hgne de o petits carrés le maximum des nombres qu on pourrait
écrire serait Justement o, sl I'on convient, comme ¢ ‘est tout a fait
naturel, que dans les petits carrés plus a gauche soient indiqués
des nombres plus grands que dans les carrés a droite. On voit
en outre que, dans ce systeme, on n’a que la représentation gra-
phique dont nous avons parlé au n® 1, considérée comme limitée
aux nombres entiers et ou le point est remplacé par un signe
quelconque.. |

Mieux vaut donc recourir a un ensemble fini de différents
signes qui en contienne plusieurs et non un seul, et ¢’est préci-
sément ce que l'on fait dans les systémes ordinaires de numéra-
tion & base B, a partir du systeme binaire (3 =12 avec les signes
0, 1), out 'on emploie un nombre 3 de signes, en convenant qu’un
signe écrit dans des carrés différents représente différents nom-
bres, et en particulier qu'un signe écrit dans un carré équivaut
au 3 —ple du méme signe écrit dans le carré immédiatement &
droite. |

Dans ces systemes, non seulement chaque nonibre entier a son
signe représentatif, mais de plus la position des signes nous per-
met de reconnaitre d’'une maniére claire et précise, la grandeur
du nombre : car, si tous les nombres s’écrivent en commencant
dans le méme carré de droite, un nombre est d’autant plus grand
que son symbole représentatif se prolonge plus vers la gauche;
et, entre deux nombres qui occupent les mémes carrés, le plus
grand est cclui dans lequel le premier petit carvé, en commen-

S ———
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cant par la gauche, ou nous trouvons des signes différents, con-
tient le plus grand signe. '

8. Les nombres rationnels peuvent aussl, eux, é&tre représentés
graphiquement en employant un ensemble fini de signes et de
positions différentes en nombre infini. L’emploi le plus usuel de
ce systeme consiste, comme l'on sait, a les indiquer par deux
nombres entiers (numérateur et dénominateur) 'un an-dessus de
I'autre, séparés par un trait (— ou /); ou bien encore l'un prés
de P’autre séparés par un signe de ponctuation (, ou:). La pre-
miere maniere de les écrire est la plus employée, comme étant
celle qui met en évidence la nature de quotient que possede la
fraction. _

Dans ce cas, si les termes de la fraction sont écrits dans 'le
systeme de numération de base (3, on emploie 8 +- 1 signes, c’est-
a-dire les chiffres o, 1, 2..... B — 1, avec le signe de fraction
(— ou /) et un ensemble dénombrable de positions, ¢’est-a-
dire les petits carrés en nombre infini, disposés pour le numéra-
teur, et ceux disposés pour le dénominateur, positions qui, toutes
ensemble, constituent un exemple encore dénombrable.

Dans cette méthode de représentation il n’y a plus, comme
pour les nombres entiers, la gradation qui permet de juger au
premier coup d’ell, en se basant sur l'écriture, de la grandeur
des nombres, car un méme nombre peut s’écrire d’une infinité

.. . 3 . 6 9 o 8
de manieres (par exemple P = o T e ; # — e >

et une fraction quelquefois est tantot plus grande, tantot plus
petite qu'une autre qui est écrite avec des termes plus grands

3 6
(par exemple : —g— < —% < —§—> .

9. On peut imaginer d’autres systémes pour représenter les frac-
tions. On pourra, par exemple, déduire un de ces systemes de ce
que CanTor (*) a exposé pour démontrer que I’ensemble des frac-
tions a une puissance égile a celle de 'ensemble des nombres en-
tiers. On prend tous les nombres rationnels (y compris les nombres
entiers, que 'on écrit avec le dénominateur 1) et, apreés les avoir

~ (*) Voy. GANTOR, loc. cit.
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"rendus irréductibles, on en additionne les deux termes, et on
obtient un nombre qué Cantor appelle la hauteur du nombre
rationnel. Chaque nombre rationnel a une hauteur, et pour
chaque nombre n pris comme hauteur, nous avons un ensemble
fini de {ractions irréductibles co_rrespondante-s, qui est composé,
au plus, par n — 1 [ractions. Si nous plagons les fractions d’une
méme hauteur dans n’importe quel ordre (par exemple par
ordre de grandeur), et si on donne a chacune d’elles un nombre
d’ordre relatif, on pourra indiquer chaque f{raction par deux
nombres entiers, I'un égal a sa hauteur, P'autre égal au numéro
d’ordre que la fraction a pris parmi celles qui ont méme hau-
teur; nombres que l'on peut séparer entre eux par quelque signe,
ou bien écrire, par exemple, le second a la droite du premier,
et en dessous, comme une indice, Méme dans ce systéme
Pécriture n’exprime rien qui puisse nous donner des rensei-
gnements un peu rapides sur la grandeur du nombre repré-
senté.

10, D’ailleurs, pour indiquer une fraction, il n’est pas néces-
saire de faire usage de signes nouveaux, en dehors de ceux des
nombres entiers ; car (comme nous ’avons déja dit) les nombres
rationnels constituent un ensemble dénombrable, qui peut étre
mis en correspondance bi-univoque avec les nombres entiers,
et en conséquence nous pouvons les écrire avec les symboles qui,
dans la numération ordinaire, servent pour les nombres entiers
qui leur correspondent. Mais, encore, dans ce cas, quellf;“ que
soit la correspondance que Fon établit, on reconnait impossible
la gradation dé grandeur, de maniére que sipour deux fractions
m et non am>n, le symbole représentatif de m (qui est celui
d’'un nombre entier) indique aussi un nombre entier plus grand
que n; car si cela devait é&tre, comme deux nombres entiers
consécutifs p et p -~ 1, ne comprennent entre eux aucun nombre
entier, il s’ensuivrait qu’entre les nombres rationnels que nous
avons indiqués par p et p + 1, il ne serait compris aucun autre
nombre rationnel ; tandis qu’'au contraire, pour deux fractions
quelconques il y a toujours un nombre infini d’autres fractions °
intermédiaires, | -

11. Une autre maniére importante d’indiquer les nombres
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rationnels consiste a se servir d’un nombre infini d’autres posi-
tions en dehors de celles qu'on emploie pour les nombres entiers
dans les systemes de numération a base P quelconque, en ajou-
tant & la droite du premier petit carré de droite un autre ensemble
infini dénombrable de carrés consécutifs qui doivent étre
employés pour recevoir, chacun par ordre, les fractions qui ont
pour dénominateurs 3, 3°, #*..... et un numérateur de o a  — 1.
Il s’agit, en résumé, de la représentation qui, dans le systeme de
numération de base 10, s’appelle décimale, et que nous pourrons
appeler tout simplement de ce nom, méme en général.

Un nombre rationnel pouvant se décomposer en une partie

.. » . o @, a. .
entiere et un nombre fini de fractions du type —*, —2 —(—} .. <0u
. )

pr’ g2’
Oy Oyy Obgyernns sont des entiers de o a 3 — 1) sera indiqué par
une formule décimale, au moyen d’un nombre fini de signes
pris parmi les chiffres o, 1, 2,..... B — 1, et la virgule déci-
male. '
Mais 1’on voit facilement que les fractions ne peuvent pas étre

toutes - réduites ainsi. Nous en avons un exeniple dans la frac-
tion

1 - . e o 3

gp—r En effet, cette [raction contient autant de piemes (1es

dixiemes du systéme décimal) qu’il y a d'unités dans B est-
\ B — 1

o I o P

a-dire 1, avec un reste de o de (®me, qui, a son tour,

‘contiendra autant de Bitmes de fitmes ¢’est-a-dire autant de ({3%)itmes

(centiemes) qu'il y a d’unités dans 3. ; _I_ — = @—B —, ou 1 unité
avec un reste 1, etc.; et l'on voit que l'opération ne s’arrétera
jamais, |

Mais comme dans ce cas-ci et dans tous les cas semblables 'opé-
ration est une division du numérateur suivi de zéro par le déno-
minateur, division qui ne donne jamais zéro pour reste, et qui
par cela méme, doit donner a quelque moment des restes déja
obtenus, nous obtiendrons un nombre décimal illimité, mais
périodique, dont la partie périodique peut étre symbolysée, par
exemple, en écrivant une des périodes renfermée entre des paren-
theses [ |. De cette maniére, on parvient 4 indiquer aussi ces
fractions, génératrices de périodiques, par un nombre fini de
chiffres décimaux, pourva qu’on emploie aussi le signe [ | ou’




L4 REPRESENTATION GRAPHIQUE DES NOMBRES 269

un autre équivalent; et I'on indique ainsi les fractions par un
nombre fini de signes, & choisir parmi les (§ -~ 2) suivants :

0.1,2, !.. B—1,,,[ ]

et par des positions différentes qui coustituent un ensemble
dénombrable, qui sont (idéalement) indiquées par les petits
carrés du papier quadrillé.

Par ce systéme, qui se rapproche le plus de celui qui est habi-

tuellement employé pour indiquer les entiers, la gradation de

grandeur des nombres rationnels peut étre reconnue presque
comme celle des entiers, par des observations tres simples.

12. Tout ce qui a été dit pour la représentation des nombres
rationnels en ayant recours i un nombre fini de signes et a
un ensemble infini dénombrable de positions différentes, nous
pourrons le répéter en employant un nombre fini de positions
et un ensemble infini dénombrable de signes différents ; il suffit
pour cela d’échanger entre eux les mots « signe » et « position »
partout ou ils se trouvent. Mais il y aurait 'inconvénient qu’il
laudrait avant tout écrirve effectivement tous les symboles néces-
saires, choisis d’'une maniere arbitraire, mais tous différents les
uns des autres, ce qui est impossible, car ils doivent former un
ensemble infini quoique simplement dénombrable tandis que
l'on peut seulement écrire un nombre fini de tels signes; ou,
pour mieux dire, on peut en écrire, I'un apres l'autre, autant
que 'on veut en nombre fini. Ou bien il faudrait imaginer, afin
d’avoir tous les signes nécessaires, un systeme de signes diffé-
rents 'un de 'autre, tels que ’on puisse en écrire un quelconque
au moyen de lois déterminées, ce qui nous obligerait & construire
pour ces signes un systeme d’écriture semblable d celui que I'on
~ cherchait, car les signes nécessaires composent, eux aussi, un
ensemble infini dénombrable. ‘

Au contraire, quand on veut se servir d’'un nombre infini de
positions différentes, elles sont indiquées simplement par des
parties égales successives de la ligne olt 'on écrit, ou plutét
elles sont ces parties-la méme, lesquelles se présentent spontu-
nément, sans efforts ni artifices, étant déja placées, et en aussi

Enseignement math. : IR
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grand nembre qu'on le veut, du meins en proporition avec les
dimensions du papier dont eon {ait usage. _

Il semble donc 1nutile de s’occhper du systeme dont on a parlé
dans ce paragraphe. '
~ Le systeme ou I'on emploierait aussi bien des signes que des
~positions en nombre infini aurait an moins tous les désavantages
du systeme dont nous venons de parler. '

13. Les systemes cités jusqu’ici, propres a indiquer les
nombres rationnels et qui emploient pour chacun d’eux un
nombre fini de signes et de positions différentes, -a ‘choisir les
uns et les autres dans deux ensembles finis ou .infinis dénom-
brables que nous indiquerons respectivement par G, et T,
peuvent étre interprétés aussi d’une autre facon.

En réalité, si I'on imagine un:symbole spécial pour chacune
des différentes positions de l’ensemble I';, on obtiendra ainsi
un ensemble G, de symboles qui sera fini, ou infini dénombrable,
avec I',. Alors, pour indiquer un nombre quelcornque, nous pour-
rons employer I'ensemble des symboles de G, déja destinés a
représenter les nombres et les signes de G, qui représentent les
positions de T, assignées a ces symboles de G, que nous avons
employés, selon les régles des systemes précédemment exposés ;
on disposera les symboles de G, et ceux de G, d’une fagon quel-
conque, par exemple en appliquant les symboles de G, comme
indices aux symboles correspondants de G,. Mais, comme l'union
des deux ensembles G, et G, donne naissance a un ensemble G,
infini dénombrable, nous arrivons, en conclusion, a indiquer
ainsi les nombres par un ensemble fini de symboles a choisir
dans un ensemble dénombrable G,; et par conséquent on peut
représenter tous les nombres rationnels en indiquant chacun
d’entre eux par un nombre fini de symboles que 'on peut choisir
dans un ensemble infini dénombrable. Dans la pratique, on peut
remplacer une partie de ces signes par des positions différentes
dans lesquelles on écrit ceux qui restent,

14. Arrivons maintenant a nous demander si et comment on

peut .treuver un systeme de numération proepre a indiquer par

des signes, différents entre eux, tous les nombres réels, ration-
nels et irrationnels, sans considérer le signe algébrique - ou—j
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et.voyons si 'on peut avoir une représentation de nombres réels,
en se servant d’un artifice semblable a celui que nous avons
indiqué pour les nombres rationnels, c’est-a-dire en joignant a
chaque nombre un ensemble fini de signes (que l'on peut*intex;—
préter d'une fagon quelconque, par exemple, comme des posi-
tions, etc.), qui seront choisis dans un ensemble infini dénom-
brable. .

Nous connaissons un théoreme dont la démonstration est assez
facile (!) et dont l’énoncé est le suivant : « Soit donné un
ensemble infin1 dénombrable de signes tous différents entre eux :
si I'on considére tous les ensembles possibles que 1'on obtient
en prenant ces signes de toutes les fagons possibles, soit au
point de vue de leur ordre, soit au point de vue de leur nombre
(fini), et méme en acceptant que dans un méme ensemble on puisse
considérer le méme signe répété plusieurs fois, alors ’ensemble
dont les éléments sont les ensembles que l'on a formés, est
infini, mais dénombrablé. » |

Ce théoréme prouve que la méthode que nous avons proposée
est insuffisante a représenter tous les nombres réels, car les
signes que l'on peut obtenir ainsi ne constituent qu'un ensemble
ayant une puissance plus petite que celle du continu des nombres
réels (%) et par suite il est impossible d’en avoir un pour chaque
nombre réel de maniére qu’a des nombres inégaux puissent cor-
respondre des signes eux aussi différents. On a ainsi démontré
l'impossibilité de représenter graphiquement tous les nombres
réels, avec un systeme de numération qui s?appuie sur des regles
analogues a celles que 'on emploie pour les nombres entiers et
fractionnaires. '
~ Etlonne doit pas penser que l'on puisse, par un pareil artifice,
représenter les seuls nombres irrationnels, car dans ce cas,
puisqu’il existe une maniére d’écrire les nombres rationnels, il y
aurait une maniére d’écrire tous les nombres réels, conclusion
contraire a4 ce que Pon a démontré. De plus, on sait que l'en-
semble des nombres irrationnels a lui aussi la Puissancer du con-

(') BETTAZZI. Sui sistemi di numerazione dei numeri reali

matica, Anno VI). — Id. Fondamenti per una teoria gener
Anno XI.

(*) CANTOR. Mémoires dans Acia Mathematica, vol, 2.

(Periodico di Mate-

ale dei gruppi (Periodico,
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tina (*), et par conséquent une puissance plus grande que celle
d’un ensemble dénombrable ; et par conséquent aussi, les signes
obtenus par les artifices des systemes de numération sont insuffi-
sants. '

15. On peut interpréter I'artifice du systeme de numération pour
les nombres entiers autrement que nous I’avons fait plus haut.
Comme, par exemple,

379 = 300 + 70 + 9 == 3¢ + 74 -} g

on peut considérer 379 comme une abréviation du symbole d’ad-
dition 3¢ 4 714 gn; et alors les symboles des nombres entiers
ne sont que des abréviations de 1'écriture des polynomes. Pareil-

lement le signe ordinaire des fractions —;—j—, n’est que le signe
de division de @ par b, de maniére que la fraction se présente
(et au reste elle 1'est vraiment) comme Je résultat d'une division,
indiqué par le symbole méme de la division.

Tout cela montre que les formules algébriques sont propres a
représenter les nombres qui sont leurs résultats ; il est donc
naturel de chercher s'il est possible de construire une expression
algébrique pour chaque nombre réel, tout en employant un nom-
bre fini de signes numériques et un nombre fini de signes d’opé-
rations, qui soient, les uns et les autres, pris dans des ensembles
finis ou infinis dénombrables lesquels sont les seuls parmi ces
ensembles infinis que I'on peut employer pratiquement; car, en
vertu du principe d’'induction mathématique qui est vérifié en
eux, lorsqu’ils sont ordonnés en correspondance avec les nombres
entiers, il suflit de donner quelques-uns de leurs premiers élé-
ments, avec une loi qui doit servir a calculer chaque élément au
moyen de quelques-uns des précédents, pour étre assuré que
I'on parviendra a n'importe lequel des éléments.

On sait que 'on fait usage de formules algébriques pour indi-
quer quelques nombres irrationnels (ceux qui proviennent des
opérations qui ont des symboles, exécutées sur des nombres que

. PR ’ . — — 8/~
I'on sait déja écrire en symboles), par exemple : \/2, \/5,~ \/4 ——

(') Voy. CANTOR, loc. cit.
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3\/5; cos —g— etc. Cette méthode est, cependant, insuflisante pour

I'indication graphique de tous les nombres réels.

En effet, ces signes d’opération et tous les autres signes dont

nous pouvons nous servir, constituent, comme on 1’a reconnu, des
ensembles finis ou dénombrables; et, en appliquant de nouveau
le théoréme du paragraphe précédent, nous ne pouvons former
avec eux que des ensembles dénombrables de symboles, qui sont
insuflisants pour indiquer tous les nombres réels.

Il parait donc inutile.d’étudier d’autres opérations algébriques,
A adjoindre A celles qui sont actuellement en usage, dans le but
de parvenir a représenter tous les nombres; comme ces opéra-
tions seraient étudiées 'une auprés de 'autre, elles formeraient
un ensemble qui au plus seraitinfini dénombrable, et 'ensemble
des symboles représentatifs que 'on pourrait en tirer serait par
cela toujours dénombrable, donc insuffisant. /

L’introduction .de nouveaux signes d’opérations augmente la
quantité des n’omb‘res que 'on peut représenter, et dans ce sens
elle est utile : ainsi, par exemple, les signes de différentielle (d),

d’intégrale (f), de fonctions trigonométriques (sin, cos, tang, etc. )

que I'on rencontre dans le développement des études de mathé-
matiques, permettent d’exprimer des nombres que sans ces
signes on n’aurait pas pu écrire; mais il y aura toujours des
nombres constituant un ensemble qui aura encore la puissance
du continu, qui ne pourront pas étre représentés.

FS W

16. Il faut observer que l'on étudie aussi des nombres qui ne
sont pas donnés comme des résultats d’opérations que 'on doit
exécuter explicitement sur des nombres donnés et que l'on sait
écrire, mais dont on sait tout simplement qu'ils sont les incon-
nues de certaines équations auxquelles 1ls doivent satisfaire, ¢’est-
a-dire des nombres définis implicitement au lieu de I’étre explici-
tement.

On pourrait indiquer chacun de ces nombres en écrivant I’équa-
tion dont il est la racine avec un signe qui pit servir a le distin-
guer des autres racines de la méme équation, en suivant une loi
a établir. | |
- Cependant cette méthode est, elle aussi, insuffisante pour
donner un systéme de numération pour tous les nombres réels,
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parce queé les signes d’opérations avec lesquels on peut composer
ces équations doivent &tre dénombrables, et toutes les équations
possibles que l'on peut écrire chacune avec un nombre fini ’de
tels signes constituent un ensemble dénombrable ; et, pour que
Uon puisse les indiquer, leurs racines doivent aussi étre en

nombre fini, ou infini de premitre puissance. En 'conséquence,’

en ayant un ensemble dénombrable d’équations et, pour chacune
d’entre elles, un ensemble fini ou infini dénombrable de signes
pour en indiquer les racines, le théoreme du numéro 14 nous

fait conclure que I'ensemble des ensembles résultants sera encore:

dénombrable, et par suite insuffisant pour indiquer tous les
nombres réels (*).

17. Avec des artifices analogues i ceux qui servent dans les Sys-
témes de numération, ¢’est-a-dire par ’emploi d’un nombre fini de
signes choisis parmiceuxd’un ensemble dénombrable (qui peuvent
au reste, signifier des nombres, des positions, des équations ou
tout ce que F'on voudra) on ne peut donc indiquer que des ensem-
bles infinis dénombrables de nombres. Mais on peut observer
quil est possible de représenter ainsi les nombres d’un ensemble
quelconque dénombrable, et gu’en outre, A ce résultat sullisent les
symboles que 'on emploie pour les nombres entiers : car un
ensemble dénombrable estun ensemble dontles éléments peuvent
correspondre bi-univoquement avee les nombres entiers, et les
nombres de cet ensemble peuvent éire indiquées par les symboles
des entiers correspondants. Ce qui n’empéche cependant pas que
Ion puisse se servir aussi d’autres systemes de représentations,
différents de celui qui emploie les symboles des entiers, comme
on I'a montré, par exemple, pour les fractions aux numéros § et g,

(1) Ce raisonnement démontre que les nombres qui sont racines d’équations dont
chacune peut s’exprimer par un nombre fini de signes ‘d’'un ensemble dénombrable
et posséde un nombre fini ou infini dénombrable de racines, constituent un en-
semble dénombrable. En particulier, si 'on prend toutes les équations de premier
degré a coefficients entiers, ou bien celles d'un degré quelconque & coefficients
entiers, on a les théorémes de GANTOR, & savoir gue Fensemble des nombres
rationnels et celui des nombres algébriques sont dénombrables. Et alors il s’en-
suivra que les racines de toutes les équations dont les coefficients sont des
nombres algébriques, forment eux aussi un ensemble dénombrable. On retrouve
ainsi immédiatement un résultat qui, au reste, peut s'obtenir également en mon-
. trant que ces racines sont de nouveau tous les nombres algébriques et eux seuls.
(Yoy. BoreLr, Theéorie des fonctions.)
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el pour les nembzes q*ul sont racines & ensembles démombrables

d’équations dans le numéro précédent.

(8. Afin de construire un systeme de numération qul puisse
servir, avee un certain avant‘ag_e , pour indiquer tous les nombres
réels au moyen de symboles différents pour chacun d’eux, qui
soient formés par des signes diversement combinés, 1l est néces-
saire que ces signes: forment un ensemble de puissance plus

petite que celle du continu des nombres réels ; car autrement les

signes a introduire seraient aussi nombreux queles nombresréels,
et nous serions obligés d’introduire autant de signes différents
et indécomposables qu'il y a de nombres a représenter, sans avoir
ainsi un véritable systéme de numération. Les ensembles finis
et ceux qui sont infinis mais dénombrables sont les seuls, parmi
les ensembles qui ont la puissance plas petite que celle du con-
tinu, que mous connaissons : et ils sont insuflisants. Dans 1’état
actuel de la science, on peut done conclure qu'il est impossible
d’indiquer tous les pombres réels par un systeme de numération
dans lequel on emploie un ensemble fini de signes pour chaque
nombre. '

Peut-&tre aurait-on un systeme de numération quand on aurait
découvert lexistence d’ensembles infinis d’une puissance plus
petite que celle du continu, et plus grande que celle des ensembles
dénombrables ; mais méme si cet ensemble existait (ce qui n’est
pas encore décidé) il serait pratiquement inefficace, car ses signes
en infinité (qui peuvent &tre aussi comme on I'a dit, des signes
de positions, etc.) ne pourraient pas é&tre tous écrits : en
outre on ne pourrait pas indiguer un moyen pour les obtenir
l'un de l'autre de maniére a parvenir au nombre que l'on veut,
car cette derniere prop‘sl?iéi:é est une conséquence du principe
d’induction, qui est caractéristique des ensembles dénom-

brables (*).

19. L’impossibilité de la représentation des nombres réels que
nous avons démontrée est due a ce fait, que les signes que l'on
veut écrire pour indiquer chaque nombre dorvent &tre un nombre
fini, afin qu'en les puisse éerire completement. En enlevant une

() Yoy. Berrazzr. Fondamentc per una teoria generale del gruppt, cap. VII.

g T T
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telle restriction, c’est-a-dire en convenant que l'on puisse idéa-
lement écrire une infinité de signes pourvu qu ils forment un
ensemble dénombrable afin que 'on puisse en écrire autant qu’on
veut de maniére parvenir a I'un d’entre eux déterminé et quel-
conque, alors la possibilité d’écrire tous les nombres est facile
a démontrer.

Observons, par exemple, que chaque nombre irrationnel
et aussi rationnel) est la limite supérieure (/') d'une classe
oy, Oye.. O,..., de nombres rationnels, ou bien est la limite
(lim.) commune de deux classes convergentes o, o,,... o,,... et
@'y oyy.en oy, composées de nombres rationnels, chacun des-
quels s’écrit avec un nombre fini de signes choisis dans un
ensemble dénombrable : alors I'expression

U(ay, a3, ... tny .. .)
et cette autre

) By @oy s 0n gy wo s
lim

T —

!
a/y o), . .la,.

emploient toutes les deux premsement une infinité de mgnes
choisis dans 1’ensemble qu1 (s13est la base du systeme de
numeratlon) est formé par les 8- 3 signes :

0, 1, 2,... (B—1), / (signe de fraction), I ou lim, () ou }

et par les p051t10ns en nombre infini, dans lesquelles on peut
écrire un chiffre, comme on a déja dit.

De méme, comme unnombre quelconque peut étre de’velopp‘é en
une [raction continue (limitée ou illimitée) du type

a + 1

oua,a,,a,...sont des nombres entiers, ona un autre moyen pour
1nd1quer tous les nombres réels, avec une infinité de signes,
choisis dans des ensembles mﬁnls dénombrables.

20. En cherchantune généralisation dans le sens qu’on a déja
1nd1que au n° 15 pour les nombres entiers qui sont la somme
d’autres nombres, nous pouvons voir facilement que les nombres
peuvent tous étre écrits comme des sommes d’un nombre fini ou
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infini de nombres, choisis parmiceux d’un ensemble infini dénom-
brable T.

Nous citons comme exemple le cas ou lensemble I' est formé
par neuf chiffres 1, signes d’unités, neuf chiffres semblables,
signes de dizaines, neuf signes de centaines... par neuf signes de
dixiemes, neuf de centiemes... et par le zéro. Avec eux tout
nombre peut étre lu et éerit sous la forme d'un nombre déci-
mal, fini ou non.

En général, si dans un ensemble dénombrable de nom-
bres, T, on choisit un ensemble fini ou infini (alors nécessai-
rement dénombrable) (*), de tels nombres, et si 'on appelle y cet
ensemble, on peut additionner les nombres de vy, s’ils sont en
nombre fini, ou, s'ils forment un ensemble infini, on peut consi-
dérer la limite supérieure des sommes (qui sont une infinité) que
on a en additionnant les nombres de chacun des ensembles
possibles finis des nombres de y. Dans les deux cas indiquons
par n' respectivement la somme ou la limite supérieure. Alors
on peut employer les nombres de y pour représenter le nombre
n . :etlon peut choisir la série I' de sorte que, en prenant tous
les ensembles possibles, 7, finis ou infinis, formés avec des
nombres de T, et en calculant pour chacun d’eux le nombre
correspondant n, on parvient ainsi & représenter tout nombre
réel. '

Si la série T' est formée par des nombres qui ont tous leur
moyen d’écriture, par exemple par des nombres rationnelg, on a
ainsi un moyen d’écrire tous les nombres réels avec une infinité
de signes choisis dans un ensemble dénombrable.

On ne peut pas utiliser dans ce but une série ' quelconque de
nombres rationnels; car il est nécessaire (°) que la série soit
divergente, que la limite inférieure de sestermes soit zéro, et que
pour chaque nombre a la somme des termes de la série qui
sont < a, soit ~ a. Un exemple est fourni par la série

I I
n n—1t 9 — — —
. 2% & 7"'[”“’1’2’4""271"'

() BETTAZZI, Fondamentt, etc., cap. X.

(ﬁ).BETTAZZI, Sulle serie a termini positivi le cui parti rappresentano un continuo
(Atti della R. Accademia della Scienze di Torino. Anno 1897-98, § 6).
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ou par cette autre .

(9) (9) (9) (9) \(9),\ _ \(,9’),#- N
LT T T TN T ———m g y L e e e R 1 I 3 I
".IOW,”.IOn,IOW—T,”.IOW"%...IO,”.IO,I.U.I‘—-q...———, y e
_ T 10 ¢’ 100 100
(9)
T T T
X I

10"’ on’?

qui peuvent servir toutes les deux 2 représenter tous les nembres
réels (‘)

21. La représentation des nombres avec une infinité de signes
ne résout qu’'idéalement le probléme ayant pour objet d’assigner
un symbole a chaque nombre; car on ne peut pas écrire en réa-
lité une infinité de signes isolés. En voulant utiliser ces symboles
dans la pratique, il faut écrire seulement quelques-uns de leurs
signes en nombre fini, ¢’est-a-dire qu’il faut écrire Ies nombres
avec une approximaltion, qui, cependant, peut é&tre poussée ausst
loin que 'on veut, car les signes qui composent le symbole d'un
nombre sont pris dans un ensemble infini dénombrable, et que
par conséquent on peut en écrire un nombre suffisant pour arriver
au nombre que nous voulons. )

Ainsi, en se servant de I'approximation, les signes nécessaires
pour écrire les nombres sont, pour chaque nombre, un ensemble
fini, prisdans un ensemble dénombrable, car chaque nombre peut
étre écrit avec approximation par le moyen d’un ensemble fini
de nombres rationnels.

22. Pour les nombres a n dimensions, en. peut se passer de
considérations spéciales, parce qu’ils sont éerits guaned on a écrit
les nombres qui indiguent leurs compesants, avec des signes
(+, ou la virgule, ou semblables) qui séparent ces eomposants.

Pour les nombresi deux ou trois dimensions on a aussi la repré-
sentation ordinaire, avee les points du plan ou de Vespace, par
les coordonnées carthésiennes.

Rodolphe Brrvazz (Tarin).

Cam

(t) BErTAZZI, Sulle serie, cte., 3 11.
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