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196 KILBINGER

dérivées, paradoxe quin’cn est un que pour des éleves déja forts,
alors que les commencants s’étonnent qu'on ne leur démontre
pas Uexistence de la dérivée.

Le simple bon sens nous défend de définir le point comme ce
qui dans Pespace peut ¢tre déterminé par troisnombres, el ¢’est
cependant la la scule définition qui rend compte de toutes les
diflicultés que 'on rencontre en Géométrie. Je regrette, pour ma
part, que enseignement de la Géomdétrie analylique ne se fasse
pas en partant de ce point de vue st clair et st [écond ; mais 1l est
bien évident que Uesprit d'un commencgant se révolterait s1 de
prime abord on se placail sur un pareil terrain, il veut, en eflet,
reconnailre dans les définitions des mots point, ligne, surlace,
Pimage qu'il s’est faite des choses représentées par ces mots qui
lut sont familiers. 1. Lavrixt (Pavis).

SPHERE ET ELLIPSOIDE

SPHERES CONCENTRIQUES ET ELLIPSOIDIS CONCENTRIQUES
HOMOTHETIQUES ()

PR

Dans une note précédente (?) nous avons fait voir comment on
peut dériver des théoremes sur U'ellipse et sur des ellipses con-
centrigques homothétiques des théoremes correspondants du cerele
et des cercles concentriques, quand les cereles et les ellipses sont
en affinité. Le présent travail contient une étude analogue sur la
sphere el Uellipsoide, ainst que sur les spheres concentriques et
les ellipsoides concentriques homothéiiques. Pour entrer cn
maticre, nous allons rappeler quelques propositions sur les sys-
temes alliés de Vespace.

Si deux systemes de Uespace ¥ et ¥

,sont alliés; ou en alfinité,

(Y Reve, Geomelrie der Lage, 2. Ablhlg ; 3. Auflage, Vortrag $; 3. Abthlg ;

3. Auflage, Yorlrag 5.

(*) « Gerele et ellipse », cle. L'Enseignement math., 17¢ année, 1899, p. 452.
- «
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lears plans & Uinfini se correspondent 'un & l'autre. Comme,
d’apres cela, toute droite a I'infin1 dans ¥ a pour correspondante
une droite a U'infini dans X, deux systemes plans homologues
dans ¥ et 3, sont aussi en allinité ; et de méme, deux ponctucﬂe.s
homologues de T et X, sont projectives semblables. Il s’ensu-lt
que non seulement les points milicux de deux segments 1‘00’[1-
lignes homologues de I et X, sont des points homologues, mz'us
cncore qua deux segments égaux quelconques d’une droite
dans T correspondent deux segments égaux sur la droite homo-
logue dans £ . A des lignes et des plans paralleles correspon-
dent des lignes et des plans pa alleles. A tout parallélogramme
de ¥ doit done correspondre un parallélogramme de I, et a tout
paratlélipipede un parallélipipede.

Deux solides quelconques de T sont entre eux dans e méme
rapport que les solides homologues de ¥, et, par suite, quand
deux solides de ¥ sont égaux, il en est de méme des solides
homologues de X,.

Supposons dans les deux svstemes alliés ¥ et ¥, deux surfaces
homologues quelconques. Comme tout systeme de cordes paral-
leles dans T'une des surfaces a pour correspondant un systeme
de cordes paralleles dans Uautre et que tout point miliew d'une
corde correspond au point milieu de la corde homologue, il en
résulte que dans deux surlaces alliées du second ordre, un plan
diamétral correspond a un plan diamétral et deux diametres
conjugués ou un plan diamétral et son diametre conjugué cor-
respondent respectivement a deux diametres conjugués ou a4 un
plan diamétral et son diametre conjugué.

Une sphere quelconque peut élre allice a un ellipsoide, et les
gardées comme surfaces homolo-

8
gues des systemes alliés de I'espace. Soient donnés la sphere %

deux surlaces peuvent étre re

et ellipsoide %, et supposons qu'ils se correspondent dans les
systemes alliés de I'espace ¥et X, 5 alors il sera facile de déduire,
comme auparavanl, des théoremes connus de la sphere les
théoremes correspondants sur Iellipsoide.

Nous ¢tablissons les relations suivantes :

Trois diametres conjugués d’une sphéere étant perpendiculaires
entre cux, lous les parallélépipedes dont les faces sont tangentes
a la sphere » aux extrémités de trois diamoetres conjugués quel-
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conques sont des cubes avant tous le méme volume §7°, 7 étant

le ravon de la sphbre 7. Le volume du cube circonscrit est done
/T: - /IT:
T
J )
De 1a on déduit pour l'elhpsd{dc %, ce qui suit :

avee celul de la sphere dans le apport de 877 :

.

« Tous les pavallélépipedes, dont les faces sont tangentes a
« Vellipsoide %, aux extrémités de trois diamétres conjugucs
« queleonques ont le méme volume 8 abe, en désignant par 2a,
« 2b,2¢1es segments interceptés par lasurface sur ses trois axes.»
Comme dans les systemes X et ¥, les corps ou solides homo-
loguies sont en preportion, nous concluons de ce qui précede,

en ('lésign:mt par V le volume de l’eﬂipso'{de %

i 3
7
4, w a
—— 1% 8P =Y\ : 38 abe,
W
done : . A
N = —— abe

La sphere » ¢tant divisée en huit parties équivalentes par
trois plans diamétraux conjugucs, il en est de meéme de ellip=
soide #,.

Les points milicux de toutes fes cordes de la sphire = qui

A 2 . , \ -
passcnt par un seul el méme point, sont situés sur une sphere ¢;
ia droite qui joint ce point au centre de la sphere » cst aussi

un diamctre de la sphere 2. De la nous concluons que
« Les points milicux de toutes les cordes de ellipsoide #, qui

« passent par un seul et méme point, sont situdés sur un ellip-
« soide = ": la droite qui joint ce point : entre de ells
¢ e g, ()5 ladroite qui joint ce point au centre de ellip-

« soide », passe aussi par le cenire de Vellipsoide ¢,. »

Nous rendrons notre discussion sur la sphere et Tellipsoide
plus intéressante encore en considérant des spheres concentri-
(ques ct des cllipsoides concentriques homothétiques.

Supposons de nouveau, comnie précédemment, que la sphere %
et Uellipsoide %, soient des surlaces homologues dans les deux
systemes alliés de T'espace ¥ et X, Prenons maintenant une
seconde sphere 7 concentrique a la premitre, et nous aurons
comme surface homologue du systeme X, un ellipsoide &, con-

(") Lellipsoide ¢, ne saurait ¢lre unc sphére, les systémes Z el I n’étanl point
semblables, mais sculement alliés,
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centrique a lellipsoide x,.
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Deux diamétres COI]jUgU.éS quClCOIl-

ques d’une sphere étant perpendiculaires entre eunx, les spherves %

}4
et ¢

est de méme des ellipsoides =, et

ont en commun la méme gerbe polaire des diamétres; 1l en

-

g, el par conséquent les axes

de %, et de &, coincident; %, ¢t ¢, sont appelés « ellipsoides con-

centriques homothétiques ».

Iin placant, dans ce qui suit, les propositions correspondantes

I'une en regard de l'autre, nous councluons :

DES TUTROREMES A GAUCHE |

a) Les spheves » et £ sonl rencon-
(rées par toul plan séeant s en deux
cercles concentriques g et /.

b) Les points milicux d'une gerbe
de cordes paralleles de % et 7 sont
tous situds sur wn plan diamdétral
commun.

¢) Les centres des couples de cir-
conférences concentriques  détermi-
ucées sur les sphéres v et £ par un
faisceau de plans sdéeants parvalleles,
sont diamotre

tous situds sur un

commun des deux spheres.

d) Les quatre plans tangents cons-
truits aux extrémités dun diamctrve
commun aux deux sphéres % et I
soul perpendiculaires & ce diameotre
et par conséquent paralleles entre
cux,

e) Menons par le centre O de %
deux droites qui eoupenl 2 aux points
A, B et Zaux points C, D; alors les
riangles OAB et OCD sont sembla-
bles; et par consé¢quent AB est paral-

lele a CD.

LES THEOREMES A DROITE

a,) lies cllipsoides 7, et I,

sont
reneonirdés par tout p]zm séeant sp0n
deux ellipses g, et !, qui sont concen-
triques homothdétiques comme dtant
allides aux circonférences concentri-

ques g et /.

b)) Les points milicux d'une gerbe
de cordes parallcies de zy et 7, sout
tous situds sur un plan diamdtral
commun.

c,) Les centres des couples d'el-
lipses concentriques homothétiques
déterminées sur les ell'psoides %y 2L
Zp par un faiscean de plans séeants
parallctes, sonl tous situds sur un
des  deax eliip-

diameétre commun

soides.

d;) Les quatre plans  tangents
construils aux extrémités d'un dia-
metre queleonque de 7%, el Ly o=ont
parallefes entre cux,

e,) Solent O, A, B, G, et Dy les
points correspondants dans ¥, il ré-
sulte de e) que AB est parvalicle & CD,
el cause de la similitude des Lrian-
gles O A1 By et Oy C; D, nous avons
ia proportion :

O;A :0,C,=0,B,: O,Dy

Done :

Les rayons des cllipsoides »; et 7,
sonl coupdés par les surfaces en par-
ties proportionnelles.
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L ]
/) Les poles d'un plan quelconque 1) Lies poles d'un plan quelconque

= par rapport aux deux sphéres z el { | m par rapport aux deux cllipsoides
sont situc¢s sur le diametre perpendi- | %, et g sont situés sur le diameétre

culaire et conjugué & ce plan. conjugudé a ce plan.
g) Les plans polaires d’un point P g1) Lies plans polaires d'un point P,

par rapport aux deux sphéres z et L | par rapport aux deux cllipsoides %
sont perpendiculaires au diamétre qui | et ; sont pavalléles entre cux.

passc par le point P et par consé-
quent paralleles entre eux,

L) Les quatve plans polaires de hyy Les quatre plans polaires de
deux points queleonques par rapport | deux points quclconques par rapport
az.Csecoupent suivant quatre droites | a %, Z; se coupent suivant quatre
paralleles. droites paralleles,

Supposons maintenant dans le systeme I tout le faisceau des
spheres concentriques a la sphere %, el nous aurons pour cor-
respondant dans le systeme alli¢ I, un « faisceau d’ellipsoides
concentriques homothétiques ».

D’apres ce qui précede, nous sommes en état maintenant
d'énoncer le résultat général que voicl :

« Les ellipsoides d’un faisceau I d'ellipsoides concentriques
« homothétiques ont la méme gerbe polaire des diametres et les
« mémes axes principaux. Le faisceau est délerminé par un seul
« ellipsoide. Le centre de cet ellipsoide est le centre commun de
« similitude. Nous obticndrons un ellipsoide concentrique homo-
« thétique au premier en-augmentant ou en diminaant ses rayons
« dansun rapport donné. Par un point quelconque de I'espace on
« peut faire passer an scul ellipsoide du faisceau FF. Tout plan
« coupe le faisceau suivant des ellipses concentriques homothé-
« tiques et est tangent a un cllipsoide du faisceau au centre
« commun des mémes ellipses. Les centres des coniques déter-
« minées sur les ellipsoides, par un svsteme de plans sécants
« paralleles sont tous situés sur un scul et méme diamctre. Les
cerbe de cordes paralleles sont tous

O
« SitLlL"S sur un scal et méme 1’)12!1’1 diillllétl"d]. Les I)l‘dllS tan

« pomnts milicux d'une
gents
« aux ellipsoides du faisecau I' construits dans les extrémités
« d'un diametre, sont tous parallcles. Les poles d’un plan quel-
« conque par rapport aux ellipsoides du faiscean sont tous silués
« sur un seul et méme diametre, etles plans polaires d'un point

« (luclconquc forment un f(aiscean de p]zms parull‘clcs. l.es plans




FORMULES DU DEMI-ANGLE EN TRIGONOMETRIE PL. NE 201

« polaires de deux points quelconques par rapport aux ellip-
« soides du faisceau I' sc coupent suivant une gerbe de droites
« paralleles. »

Pour terminer, nous mentionnons encore les propositions
sulvantes :

« 1° Les sommets de tous les pavallélipipedes circonscrits & un
« cllipsoide et dont les faces sont tangentes a lellipsoide aux
« extrémités de trois diametres conjugués quelconques sont tous
« situéssurun ellipsoide concentrique homothétique au premier.»

« 2° Les sommets de tous les cones circonserits a un ellipsoide
« qui limutent avec les plans de lears ellipses de contact des
« solides de volume donné, sont tous situés sur un second ellip-
« soide, concentrique, homothétique au premier. » Reye.)

Pour démontrer ces deux propositions, nous n'avons qu'a
allier les ellipsoides a des spheres. Dans le premier cas nous
trouverons comme lieu des sommets des cubes correspondant
aux parallélépipedes, une sphere concentrique a la premiere; et
de méme les sommets des cones circonscrits a la sphére corres-
pondant aux coénes circonsecrits a l'ellipsoide sont situés sur une
sphere concentrique a la premiere.

DY KiLBINGER (M ulhouse).

SUR LA DEMONSTRATION
DES FORMULES DU DEMI-ANGLE

EN TRIGONOMETRIE PLANE

Le théoreme de Carnot résout en prinecipe le probleme fonda-
mental de la Trigonométrie, qui consiste 4 déterminer les angles
d’un triangle dout on connait les trois cdtés. Toutelois la for-
mule obtenue ne se préte guere au caleul logarithmique ; aussi
en déduit-on d’ordinaire les formules dites. du demi-angle, en

avant recours a des transformations algébriques.
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