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CONSIDERATIONS

SUR LA GEOMETRIE NON—EUCLEEHENXE

La Géométrie non ecueclidienne, créée par Gauss et ses collabo-
ateurs Lobatsehevsky et Bolvat, et qui, selon iilustre M. J. Ber-
3

trand, n’a eu, 1l y a treuwte ans, aucun disciple séricusement

convaineu, est tres en vogue de nos jours. Elle compte, parmi
ses partisans, des membres des académies des sciences et des
professeurs des universités et des colleges. On s’en sert pour
intégrer des équations différenticlles; on espere méme résoudre

le probleme des trois corps, en Uenvisageant dans son domaine.
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Des centaines d'éerits sont publiés par ses adeptes, dans le but
de développer et de propager cette doctrine, dont le trait le plus
aractéristique est la plus complete confusion des lignes droites
et des lignes courbes, de sorte qu’on v perd facilement toute
notion de la ligne droite, sans laquelle I'étude de la Géométrie
devient illusoire. Autant vaudrait étudier la musique sans avoir
d'oretlle. Ce n'est pas tout : on invoque la Géométrie des eties
sans ¢paisseur et de ceux qui habitent des spheres creases. On
présente des thises de doctorat sur cette doctrine. On distribue
des prix d'encouragement et des mentions honorables pour des
ouvrages «qui contribuent @ son perfectionnement. Enfin, on lui
attribue wne grande portée philosophique, car, selon ses adeptes,
en. montrant {inanite des idées de Kant sur Uespace, elle a ruiné,
par la base. la meétephysique duw criticisme ',

Cesont des symptomes tres inquiétants, qui font craindre que
cette doctrine ne tardera pas a conquérir une place dans ['ensei-
agnement, dautant plus qu’elle a déja pénétré dans quelques
traités de Géomdétrie. On a beau allirmer que les néogéometres
n'onl dautre objet que de s'exercer a des analyses mathématiques
sur des hyvpotheses variées. 11 semble que les hypotheses ne
devraient jamais ¢tre admises en mathématiques et qu’il est
urgent que les revaes spéciales, consacrées a enseignement
mathématique, s‘occupent de la question importante quise résume
en une ¢vidente alternative : Ja Géométrie non ecuclidienne est-
elle vrale ou lausse?

Désirant contribuer a 'éclaircissement de cette question, nous
exposerons dans cet article quelques remarques sur la Géomeétrice
non euclidienne, Des partisans de cette doctrine, si pleins d’arti-
fices, ne manqueront pas de faire leurs objections.

1. La Géométrie non caclidienne est une doctrine toute hypo-
thétique, reposant sur la négation de axiome X1 ou du postu-
Latum d'Euciide, qui fut, avee raison, considéré pendant plus de
vingt stecles comme une viorité évidente, conlirimée par tous les
faits phvsiques.

Cette hypothese, que rien ne justifie, conduisit immédiatement

(') Martuesis, Octobre 1896, MHetagcomelrie, de M. Mansion, p. 1.

b
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2 un enchainement continu de paradoxes qui a paru & ses inven-
teurs ne contenir en lui aucune contradiction. On a cru avoir
découvert une doctrine merveilleuse, appelée a changer la face
de la Mathématique et a verser sur elle des flots abondants de
lumiere,

Ses partisans s’empressérent aussitot de la rendre 1inatta-
quable, en multipliant les preuves pour établir : 1° que quelque
loin que l'on pousse les conséquences de hypothése admise, on
ne se heurtera jamais a rien de contradictoire, et 2° que le pos-
tulatum d’Euclide est indémontrable. Au contraire, les mathéma-
ticiens de prolession paraissent n'avoir rien fait pour délendre la
Géométrie d'Fuclide et d’Archimede de 'invasion de cette doe-
trine subversive renversant tous les laits géométriques du monde
physique. On ne peut signaler dans cette voie que les Mémoires
du général de Commines de Marsilly, insérés dans les Comptes
rendus, de 1888 et 1889, de I'Association {rancaise pour 'avan-
cement des sciences, dans lesquels il réfute les arguments des
non euclidiens, quin’ont pas pu répondre a ses objections.

2. L’hypothese, admise par les non-cuclidiens, ne s'impose pas
nécessairement uand on rejette le postulatum d’Buclide. Elle
n’est pas l'opposée de celui-ci et n’est pas la seule sur laquelle on
puisse baser une Géométrie quelconque, quand on admet la pos-
sibilité d’un nombre arbitraire de Géométries différentes. Ainsi,
pour établir la Géométrie qui porte le nom de Riemann et qui
n’est autre chose que la Géométrie sphérique, on est parti de
Phypothese opposée & celle de Gauss.

On a récemment allirmé qu’il est possible de fonder une Géo-
métric, dans laquelle wune droite réelle peut étre perpendiculaire
@ elle-méme. Enfin, Lobatschevsky reconnaissait lui-méme que son
hypothese (la méme que celle de Gauss) pourrait étre remplacée
par d’autres hypothéses, quand il disait qu'on pourrait essayer
8

de substituer ¢ ses ¢quations d’aulres cquations (

9 \,v 7 . ) | 1 . . .,
2. Notons que Phypothese non cuclidienne n’est ni motivée,
ni absolue, car elle est sujette aux exceptions. in ellet, considé-

rons unc droite quelconque TT (fig. 1) et une perpendiculaire

5 ; / T :
(') CEuvres, Pangéomctrie, p. 6:8.
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AN IL est possible, selon celte hypothese, de mener des diffé-
rents points B, C, D.... pris sur TT' des obliques BB/, CC/, DD'...
qui soient paralicles ou, a proprement parler, asymplotes a la
perpendiculaire AN Les angles ABB/, ACC/... qu'elles font avec

A'B ¢ D
\ \\
\ o
T!
£ B

T~

O
i

g, 1.

TT, a mesare de leur éleignement de AA', diminueront de

plus en plus, et, s1 Uhyvpothese était générale, en reculant Vasymp-

tote a Uinfini elle ferait avee TT un angle égal a zéro, c’est-a-
dire, clle se confondrait avee celle-ci et, par suite, couperait la
perpendicaiaire AN en A Done, 'hypothise présente une solu-
tion de continuité. Pouar échapper a la contradiction, les non
cuclidiens sont obligés d’admettre que leur hypothese n'a licu
que tant que Pangle fait par Poblique et la droite TT n’est pas
¢oal b zéro. s prétendent qu’alors Uoblique, au lieu de se con-
fondre avec la droite T'T, se détache d’elle subitement pour deve-
nir asymptote commune de AA" et de TT".

Gauss lul-méme ne connaissait pas cet artifice, quand il expli-
quait & Schamacher, dans sa letire du 12 juillet 18371, qua la
limite, le triangle équilatéral ABC
(fig. 2), dont on agrandit les cotés,
se transforme en trois droites Ow,
00, Oc¢ qui sont ses bisscctrices. Ce

sont ses adeples, plus hardis sinon

plus judicicux que lui, qui ont expli-

A L qué que le maitre s’élait trompé et
V/ que le triangle équilatéral se trans
P ///F\\ 3 1 al 3 (& L‘(-[lll ateral se trans-—
8 forme, & la limite, non pas en ses -

Fig. 2. bisscetrices, mais en trois droites
QR, 5T, UV, asymptlotes réeiproques
deux a deux. Cette correction devenait nécessaire, car il serait

étrange d’admettre que les cotés du triangle 1'ectﬂigne sc brisent
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d’eux-mémes. Mais une telle explication suppose une force occulte
qui détache brusquement les cotés du triangle I'un de 'autre,
car s'il est facile de concevoir des droites qui ne se rencontrent
pas, il est dillicile de comprendre ce qui empécherait de joindre
entre eux les points «, b, ¢ pris sur les bissectrices du triangle
¢quilatéral, aussi loin que 'on veut du centre O. La conception de
Gauss semble plus claire que celle de ses disciples. Mais, au lieu
de dé¢brouiller cette confusion inatile, il vaut mieux reconnaitre
qu'avee Pagrandissement du triangle ses angles ne varient pas et
que leur somme reste constanie, ce qui revient a rejeter I'hypo-

these et a accepter le postulatum d'Euclide.

4. Autrement, on se heurtera inévitablement & une foule de
nouvelles contradictions, encore plus manifestes. Kn voiel une
que nous avons signalée 'année passée au Congres de Boulogne-
sur-Mer de ' Association francaise pour avancement des sciences,
ct nous la reproduirons en abrégé, sous une forme diffévente
Lobatschevsky établit dans le § 3o de ses Recherches géomdéiriques
la possibilité de triangles rectilignes, dont les trois perpendicu-
laires, élevées sur les milieux des cotés, que nous appellerons
perpendiculaires médianes, sont asymptotes 'unc a Pautre. Clest
une conséquence immédiate de son hypothese, exposée dans
le § 16.

Pour simplifier, considérons un triangle isoscele ABC (fig. 3) et
supposons que ses trois perpendiculaives médianes Ee, Gg, Kk
sont asymplotes entre eclles.

Pour construive asymptote commune 1J, aux cotés AC et BC,
il sullit de faire CN = CD == CT, car les biangles ACNT et BCNJ
seront superposables aux biangles EDCK et GFCK, et, par con-
séquent, 1J sera asymptote i AC et 2 BC. On voit que 'angle C
doit surpasser le double de !a somme des anglés A et B, car
Pangle C est ¢gal & la somme de quatre angles égaux DCL =
LCN=TFCM=MCN, dont chacun surpasse A et B. Il s’ensuit
Pinégalité C>o (A —+B)=4A.

) LYa) 1 ) o L F . ’ . ~
Prenons sur le et sur Gg deux poits symetriques D’ et B/,

tels que les perpendiculaives D'CY et F'CY se coupent en ¢ sous

un angle moindre que toute grandeur assignée. Prolongeons-les,
.

dsons AD — (Y1 TV O /

faisons A'D' = C'D/, B/I/ = QI ot Joignons A’ et B, Nous aurons
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le triangle isocele A’B'C/. Enfin, menons par ses sommets A
et B'les droites A’A” et B'B”) asymptotes aux trois perpendicu-
laires médianes. Sil’on recule encore les eotés A'C’ et B'C/ de ce
triangle jusqu’aux points ¥ et G/, T'angle C' s'annulera et ces

A
Fig. 3.

cotés se détacheront en €' I'un de 'autre et deviendront asymp-
totes réciproques. Se détacheront-ils en méme temps du coté
A’'B'? Si les points E' et G' doivent rester encore les milieux des
cotés NG et B'CY, 1l faut admettre que les angles A’ et B’ s’annu-
leront en méme temps que C' et que les trois cotés se transfor-
meront simultanément en trois droites infinies QR, ST, UV,
asymptotes 'une a autre. Mais rien n’empéche ausst d’admettre
que les cOtés A'C/ et B'C/ se détacheront seuls en (7 et que le
triangle se transformera en un biangle, de sorte que les points K’
et G’ cesseront d’é¢tre les milicux des cotés, comme nous l'avons
a1t précédemment.
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Supposons ici que le triangle sc transforme en trois droites
asymptotes QR, ST, UV. Remarquons que dans ce cas les droites
AA” et B'B”, reculées a linfini, se confondront avee la ligne QIt
ct, par suite, deviendront sécantes des trois perpendiculaives
médianes Ile, Gg, Ki.

Il est évident que lors de cette transformation du triangle, par
raison de la loi de continuité, ses trois angles, passeront succes-
sivement par des phases, ott 'on aura d’abord €/ =2(A'+-B') et
Iasymptote commune deviendra impossible; on aura cnsuite
C'=A'—+B' et les perpendiculaires médianes se couperont en I,
au milieu du coté A’/B’, et enfin on aura C' <A’ B', quand elles
sc rencontreront i Uintérieur du triangle. Ainsi ces perpendi-
culaires, supposées asymptoles réciproques, se couperont entre
clles et seront en méme temps asymptotes et s¢cantes.

C’est une contradiction évidente, qui a échappé aux mventeurs
de la Géométrie non euclidienne. Nous montrerons (uil y en a
bien d’aulres.

5. Nous présenterons maintenant une démonstration ftrés
simple et tres directe de la possibilité des droites équidistantes,
niée par les non-cuclidiens, contrairement au témoignage de nos
sens, et qui peut remplacer le postulatum d’Euclide, comme base
de la théorie des paralleles. Dans un de nos opuscules nous
avons montré que cette vérité évidente n'est (’1u’un corollaire du
théoreme du n® XVI du célebre Mémoire de Gauss : D[S‘(]l([b‘[—
tiones generales circa superficies curgas, ¢l nous avouns conclu
que c’est Gauss qui établit le premier la possibilité des droites
équidistantes ().

Considérons deux droites SS™ et T'I" (fig. 4), telles qu’en abais-
sant d’un point M, pris sur SS" une perpendiculaive MN sur 1717,
'angle NMS soit aigu et NMS' obtus. On pourra alors du point
N abaisser sur 58" la perpendiculaire NM,, du point M, sur TT
la perpendiculaive MN, et ainsi de suite, de sorte qu’on oblien-
dra un réscau de perpendiculaires, dont chacune sera moindre
que la précédente et qui évidemment augmenteront dans la diree-

(") Recherches sur la theorie des paralléles, 1897, Parvis, librairie scientifique de
M. A. Hermann, 8, rue de la Sorbonne,
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onant les distances des

points des deux droites, il s’ensuit que celles-c1 s’approchent

tion inverse. Ces perpendiculaires, dési

'une de Vautre vers S et T, du coté de langle aigu NMS, et
7’\ ¥ A ay = " ) Y % ’\
s'¢loignent dans le sens opposé.

S’ M M, wm
1: M Al ’ . . .
3 M 7 Ce réscau ne se termine jamais
$ ¢t lon pourra le continuer indé-
fintment, méme si les lignes S5’

25 { ryvrgy . I S
T L T et T devenatent courbes. Mais

Vig. 1. on ne Peut Pus déterminer méme
approximativement les longucurs
des segments MM, MM, M M,... On sait scalement que le com-
plément de Vangle aigu NMS aune grandeur finie et non infini-
ment petite, car autrement cet angle NM5 deviendrait droit, et
que, par conséquent, la portion MM de Ja droite S5/, le long de
laquelle se développe fe réseau des perpendiculaires, a aussi unce
| fongueur finie. Cela suflit pour le raisonnement qui va suivre.
Considérons maintenant deux droites S5" et UU’ (fig. 5] pas-
sant par l'extrémité B de la perpendiculaire AB élevée sur T et
supposons que les angles wigus ABS el ABU" sont égaux. Nous
savons déju que les distances de BS et de AT diminuent de plas en
plus a partir de AB vers 5 et 'l et que celles de BU et de AT aug-

mentent de plus en plas dans le méme sens. Il s’ensuit tout natu-

rellement qu'il existe, entre les droites BS et BU, — dont la pre-
micre fait avee AB un triangle aigu et la seconde un angle obtus,
, | U — une droite itermédiaire BY, dont
S _— : o D AT
\\B o y les .dJ,f?Lzmccs a AT ne subissent aueune
’//' ‘\\\4 variation et restent constantes. Comme
v Bt Pangle ABV ne peut ¢tre ni aigu, ni
_ . obtus, 1l est droit et, par suite, BY est
{ A D perpendiculaive & AB. Ainsi la droite
Fig. 4. BV est équidistante de AT, et Véqui-

distance des droiles est prouvée géomé-

triquement, uniquement au moyen des propriétés des perpendi-
- culaires et des obliques, sans le secours d’aucune supposition
- arbitraire. Les non euclidiens auront de la peine a y trouver un
: postulat dissimulé quelconque.

|

6. On prouvera immdédiatement la possibilité des rectangles.
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D'un point C (fig. 5), pris sur BY, abaissons sur AT la perpen-
diculaire CD et nous obtiendrons le quadrilatere ABCD, dont les
cotés AB et CD sont égaux, Menons la diagonale AC et nous
aurons deux triangles égaux : AABC =AACD, car AC est leur
coté commun, AB==CD et les angles en IJ ct en D sont droits.
Par suite BC=AD. Menons la diagonale BD et nous aurons
encore deux triangles égaux : AABD ——_\BCD car les deux ¢oiés
de I'un d’eux sont égaux aux deux cotés correspondums de autre.
ct le troisieme coté BD est commun. Par suite, I'angle en C.
étant égal a 'angle en A est dvoit. Il s'ensuit que le quadrilaterve
ABCD est un IC’L[[IIZOZ(’ car tous ses angles sont droits et ses
eotés opposés sont égaux. On en coneclura que la somme des
angles d'un triangle rectiligne est ¢gale a deux angles drotits e
que le postulatum d’Euclide, qui a subi tant de persécutions
injustes au xix® sitele, est une vérité incontestable.

Ainsi toute la théorie des g walleles se trouve établie, sur
unc base solide, et 'on est débarrassé définitivement d'une hype-
these qui répugne au bon sens et exige des figures qi’on ne sm’(
pas construire et qui ne sauraient exister non seulement en réa-
lité, mals méme dans Pimagination. 51 Manalyvse moderne ne
distingue pas le réel de llmfm natre. le possi bxe de I'impossible.

le vrat du faux, cette dlstmctmu aurva toujours une grande impor-

Ou

tance en géométrie. On ferait bien de se 1"&}7pe' er que Lobats-
chevsky lul-méme a reconnu que {a Géométrie non euclidienne ne
peut avoir d'application que dans analyse, puisque, selon ‘ui.
les mesures divectes ne nous montrent pas dans la somme des
angles d’un triangle la moindre distinction de deww angles
droits.

On a done le droit de souhaiter que cetie doctrine paradoxale
et contradictoire ne soit pas introduite dans l'e wseignement. ol
clle pourrait fausser 1 telligence des éleves,

M. Frovov (Geneve .
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