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SUR L’UTILITE DIE LA NOTION DE IINFINI

DANS LENSEIGNEMENT

DE LA GEOMETRIE ELEMENTAIRE

Un earactere commun aux Cours de Géométrie plane est
'absence presque totale de notions sur linfini, les points et la
droite de V'infini. 11 suffit de citer, a titre d’exemples et pour cons-
tater le [ait, le traité de MM. Rouché et de Comberousse et les
ouvrages récents de M. Hadamard et de MM. Niewenglowski et
Gérard. Clest évidemment une omission volontaire, ue ne sulfi-
rait pas a expliquer le silence des programmes, dans des ouvrages
qui, avec raison, les completent en beaucoup de points : elle
prouve cue 'introduction dans P'enseignement des notions dont
il s’agit n’a pas été jusqu’a présent jugée utile. Mais enseigne-
ment de la Géométrie est actuellement dans une période de
transformation qu’attestent surabondamment les nombreux
ouvrages parus en I‘rance et a I'étranger depuis le commence-
ment de 1898 ('). Il est donc permis de se demander si omis.
sion des notions sur I'infini en Géométrie est logique et conforme
a la situation générale actuelle de I'enscignement.

« La notion mathématique de I'infini s’est indirectement pré-
« sentée anousdes le début de I'Arithmétique. En formant suc-
« cessivement les nombres entiers, 1l tombe sous le sens que la
suite qu’ils forment ne s’arréte jamais... Cette notion revient

« encore a propos des nombres premiers... Mais ¢’est surtout

(') Yoir Enseignement mathématique, ne 1, p. 56, et, pour les ouvrages de
M. Hadamard et de MM. Niewenglowski et Gérard, les nos 2 et 3 du méme recueil,
Aux ouvrages cités au n° 1, on peul ajouter : en Belgique, Cours de Géométrie
clémentaire, de M. Ad. Mincur; en Allemagne, Lehrbuch der Llementar-Geometria,

INT R - Ty 1 ° 1 A1 f / Z
de MM. J, Henrici et P. Treutlein ; en Amérique, New Plane and Solid Geometry,
; ~ . N *
de MM. W.-W. Beman et D.-II. Smith, ¢t probablement d autres.
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« dans I’étude des fractions que I'idée de 1'infini se présente sous
« une lorme qui nous oblige a l'introduire dans le caleul lui-
« méme : je veux parler de la couversion des fractions ordi-
« naires en décimales, laquelle donne naissance aux fractions
« décimales périodiques... Ce sont encore les fractions qui

-

« amenent pour la premiere fois a I'idée de infiniment petit... »
(C. Ao Larsaxt, La Mathématique, p. 36).

En Algebre, I'idée de l'infini se présente partout : dans les
¢quations du premier degré avee U'interprétation de la f'orme;—: ;
dans les équations du second degré lorsque le coefficient du pre-
mier terme ou le terme tout connu tend vers zéro (racine infiui-
ment grande ou infiniment petite); dans 'étude de la variation
des fonctions, dans celle des progressions, ete. D'ailleurs, la
notion de fonction est indissolublement lice a celle de continuité,
qui tire son origine de I'infini et en implique l'idée (CuasLrs,
Apercu historique, Note XXI1V).

Ainsi, la notion de I'infini se trouve bien nettement implantée
dans l'enseignement de UArithmétique et de 'Algebre ; elle se
retrouve également en Trigonométrie : parexemple, dans I'iden-
tité sin @ ==sin (@ 4 2k%w), pour l'infiniment grand, et dans la

. . sin x . . . .
limite de -————, pour l'infiniment petit. Dans ces conditions,
X

son exclusion de I'enseignement de la Géométrie, qui est la
science la plus propre & en faire saisir 'utilité et les applications,
ne serait justifiée que si cette notion y était inutile ct inféconde,
ou s’1l était impossible de la présenter sous une forme suffisam-
ment simple et élémentaire. Nous allons essayer de prouver qu'il
n'cn est pas ainsi ().

Parmi les ouvrages que nous avons cités, un seul, le Cours de
MM. Niewenglowskt et Gérard, introduit, comme 1l suit, la
notion du point a Uinfini d’une droite. Apres avoir étudié, au
début da Livre 11I, d’une maniere analogue a celle que 'on
trouve dans les autres ouvrages, la variation du rapport % =)
quand le point M décrit la droite indéfinie déterminée par les
points A et B, les auteursdisent (p. 120) : « Done, % prend une

(") Nous ne nous occuperons que de Uinfini (infiniment grand). Llinfiniment petit
est utilisé aux livees TH et TV (périmetres et isopérimetres, airves),
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« fois, et une fois sculement, toutes les valeurs positives ou
« négatives, sauf la valeur - 1. Pour combler cette lacune, nous
« dirons que 4 =1, quand le point M est a l'infini a droite ou
« a gauche, et, pour qu'il n’existe qu’une position de M cor-
« respondant a chaque valeur de %, nous dirons que le point «
« Linfinide droite est le méme que le point a Uinfini de gauche. »

Certes, 11 v a la une indication excellente, et la division har-
monique, que les auteurs exposent ensuite, fournit une applica-
tion 1mmédiate. Mais, cette facon de s’arranger pour combler une
lacune ne peut satisfaire 'esprit qui reste inquiet devant deux
points qui se confondent en un seul bien que paraissant situés a
des antipodes, et cela d’autant plus que ¢’est la premiere fois que
ce mode de raisonnement, qui pourra devenir trés utile par la
suite, se présente. Clest un postulatum tres difficile & admettre
et qui est cependant introduit sans nécessité, car on peut le faire
disparaitre en démontrant préalablement le théoreme suivant :

Unre droite indéfinie x'x, sur laquelle O est Uorigine des vec-
teurs et X' le sens positif, n'a pas deux points & Uinfini, Cun X'
a la distance — «o , Uautre x a la distance -+ oo , mats un seul

point (X'x) a la distance == <.

X «—
* oo

lin effet, tracons un cerele OO’ de rayon arbitraire, tangent
en O ax'x, et suppesons deux courriers, partant de O au méme
instant précis, parcourant le cercle, I’'un dans le sens positif OO,
Pautre dans le sens négatil O1L/O’, en marchant avec la méme
vitessc et dans des conditions absolument identiques. Ils seront
toujours ala méme hauteur ((, U} et ils arrviveront simulianément
au point O" diamétralement opposé 2 O. Chacun d'eux aura alors
parcouru la moiti¢ de la circonférence du cerele (4, 15) ("), que

(1) Les numéros renvoient au Cours de MM. Niewenglowski et Gérard.
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nous désignerons par 2C. Or, le point O est évidemment a la
distance = C de Porigine O 5 1l doit étre coté == €, car 1l est 4 C
du fait du courrier positif'et — C du fait du courrier négatif. 11
en sera ainsi quel que grand que soit le rayon du cercle, et,
quand ce rayvon, d’abord infiniment grand, deviendra, par

8
convention, infini, le point wunique == C deviendra le poini

unique = o. Mais le cercle se confond alors visiblement avec
la droite x'x ; done, etc.

Laplace de ce théoreme est au début du Livre 111, immédiate-
ment apres la définition du sens positil ou négatil des vecteurs

(143), par conséquent avant I'étude (146) de la variation du rap-
MA 395 3 ‘ . ) -
port =5 =g qu il ¢lucide completement. Il conviendra dail-

leurs de montrer sa concordance avec le théoreme que I'on a du
démontrer en Algebre : Uinfini, pas plus que zéro, n’a de signe

’ .y p PRI I I
déterminé ; car, des égalités, telles que — =0, — = o, se-
L

-atent dépouvuaes de signification si, en méme temps que 'on peut
remplacer identiquement o par == 0, on ne ne pouvait pas rem-
placer de méme o« par == oo.

Examinons maintenant quelques conséquences.

On a défini la ligne droite en admettant sa propriété caracté-
ristique : Par dewx points donnés, on peut loujours faire passer
une droite et on n’en peut faire passer qu'unc. On a spécifié,
en général sans autre explication, que la ligne droite est indéfinie
dansles deux sens; un commentaire sur le mot indéfinie ¢t ses syno-
nymes (illimitée, de développement infini, d’arrét impossible ou a
I'infini) n’ett pas été inutile ; nous supposons qu’il a été fait dans
Ienseignement oral et mis en concordance avee les explications
de méme nature déja données au moins en Arithmétique. Un peu
plus loin, on a appelé droites paralleles deux droites du plan qui,
si loin qu’on les prolonge dans les deux sens, ne se rencontrent
pas. On a di faire remarquer alors que, par suite, si deux paral-
leles se rencontrent, ce ne peut étre que dans leur région indé-
finie (ou a l'infini, ou impossible) précédemment indiquée. Done,
des que le théoréme du point a Uinfini d’une droite aura éé
démoniré, il aura le corollaire suivant : puisqu’une droite n’a
qu'un seul point a l'infini, on ne peut faire passer qu'une droite
par un point A et ce point de 'infini ; en d'autres termes, on ne
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peut mener par un point A, qu'une paralléle a une droite don-
nee.

Ce n'est pas une démonstration du postulatum d’Euclide.
puisqu’elle ne vient pas a la place utile; mais c’en est une jus-
lification a posteriori, qui permettrait, lorsque l'on énonce ce
postulatum au Livre 1, de dire : « Nous 'admettons ici comme
un axidme, ou comme une vérité expérimentale et facile a com-
prendre ; nous le démontrerons plus loin. » C'est ce que 1'on fait
pour existence de la bissectrice, de 'aire, et pour bien d’autres
notions qui se completent et se précisent peu a peu et quil est
nécessaire cependant de faire entrevoir le plus tot possible, en
les éclairant par des explications avantqu’on soit en mesure d’en
donner une démonstration.

Peut-¢tre méme serait-il possible d’aller plus loin. En nous
appuyant sur un principe qui n’est guére contesté aujourd’hui,
celui de la marche parallele de I'Algebre et de la Géométrie,
(aisons les hypotheses suivantes : 1° On a commencé I’Algebre,
conlormément au programme, par la définition des nombres
négatils, et entrepris ensuite 'étude de la Géométrie; 2° on a
placé, avec MM. Niewenglowski et Gérard, dans I'Introduction
méme, les premieres notions sur le cercle, comprenant sa divi-
sion en deux parties égales par un diametre OO, puis érabli la
théorie des perpendiculaires, mais pas encore celle des paralleles
(contrairement a l'ordre adopté par les auteurs que nous venons
de citer, mais conformément a l'usage traditionnel et aux pro-
grammes eux-mémes). Rien ne nous semble empécher alors de
définir la tangente en cercle (86), de placer immédiatement
apres le théoreme du point a Uinfini, et enfin, la définition des
paralleles donnée, d’en tirer la conclusion indiquée ci-dessus.
Cette opinion est peut-¢tre contestable; [tt-elle juste, il y aurait
lien d’examiner si Pon doit faire, dans 'ordre des matieres, les
modifications qu’elle comporte. Mais, selon nous, MM. Niewen-
glowski et Gérard, en commencant la Géométrie simultanément
par la droite et le cercle, sont entrés dans un ordre d’idées tres
important et dont il convient d’étudier les conséquences. En
admettanl méme que notre argumentation soit insuffisante, l:
question sulvante peut étre posée : Toute idée de cercle étant
exclue da premier Livre, le postulatum d’Fuclide est reconnu
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y

impossible a démontrer; en est-il de méme dans P'hypothese
contraire ?

Quoi qu'il en soit, le point a I'infini d'une droite ayant été
défini, il y a évidemment lieu d’examiner ce qu'il donne quand
on l'introduit dans les théories des transversales, du rapport
anharmonique, de I'involution, des polaires, ete., puis de montrer
que tous les théoremes concernant les faisceaux de droites con-
courantes subsistant, ipso facto, pour les faisceaux de droites paral-
leles. Un grand nombre d’applications sont possibles.

Apres la notion du point de Vinfini d’une droite, doit venir,
en Géométrie plane méme ('), celle de la droite de 'infini du
plan. Elle est une conséquence immédiate de la premiere : car
une droite est la seule ligne avec laquelle une droite arbitraire
puisse avoir un seul point commun (?).

Comme application, on peut dire : Si lon considére une
droite de direction fixe s’éloignant indéfiniment d'un cercle,
son pole, sur le rayon perpendiculaire, tend vers le centre;
d’ou 1l résulterait, comme premiere apparence, que le centre est
le pole de toutes les droites de I'infini, dans toutes les direc-
tions. Mais un point quelconque du plan ne peut avoir qu'une
polaire par rapport a un cercle donné (232); donc, la consi-
dération de toutes ces droites se conlondant en une seule de
direction indéterminée est justifiéc, comme nécessaire et suf-
fisante. D’ailleurs, il a été démontré (235) que toutes les droites
qui pivotent autour d’un point fixe ont leurs poles en ligne
droite; done, les poles de tous les diametres, points a linfini
dans toutes les directions, sont situés sur une méme droite, la

droite de Uinfini, ete.

|

i‘ (') MM. Bouch¢ et de Comberousse expliquent la conception de la droite de I'in-
- fini d'un plan a la fin da livre V (premier de la Gdéométriec de Pespace) comme
: conséquence de la projeclion perspective. La notion ainsi donnée estindiscutable ;
| mais elle semble tardive. Elle ne devrait venir & cette place, croyons-nous, que
| comme une confirmation des notions données en géométrie plane.— Dans le cours
 de MM. Niewenglowski ¢t Gérard, la notion de la droite de Vinfini est rejetée plus

| loin encore (Gompléments du livre VIII).

. (*) De méme, la conception du plan de linfini de T'espace résulte de ce quun
I plan est la scule surface : 1° qui soit rencontrée par unc droite arbilraire en un
point unique; 2° qui soit coupée par un plan arbitraire suivant une droite unique.
Ainsi l'ensemble des conceptions relatives & linfini résulte de celle du point a

Vinfini d’une droite.
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Toutes ces considérations et bien d’autres que l'on peut ajou-
ter (hexagone de Pascal dont les cotés sont paralleles, triangles
homologiques devenant homothétiques, ete.) sont du domaine
¢lémentaire du plan. En les présentant, on pourra parler d'une
lacune d combler; le raisonnement sera alors compris, parce qu’on
'a déja rencontré et commenté.

Ce qui précede suppose, bien entendu, que les éleves ont
quelques notions sur la continuité. Mais d’abord, ces notions
sont extrémement simples; en secondlieu, on commence a recon-
naitre (Voir, par exemple, les Lecons d’Algebre de M. Bourlet)
qu'il est indispensable de les introduire dans les cours d’Algebre
¢lémentaire, et des lors, on doit en tenir compte dans les cours
de Géométrie, au moins lorsque 'on arrive au Livre 11I. Clest
dans ce livre en effet que 'on étudie la construction des racines
des équations da second degré et ses applications géométriques ;
ces équations et 'étude de variation des fonctions qui en est
lapplication algébrique immédiate, doivent donc étre consi-
dérées comme acquises.

51 'on admet en outre, avec M. Bourlet [et conformément
d’ailleurs aux programmes (classe de premiere scicnces)], que les
géométrie analytique relatives a la droite
doivent accompagner la théorie des équations du premier degré,

premieres notions de

I'introduction en Géométrie de la notion de I'infini sera considé-
rablement facilitée ; car il n’y a qu’un mot a dire pour faire
comprendre que 'équation d’une droite est implicitement homo-
gene, et passer de la a une notion analytique du point alinfini
d’une droite et de la droite de 'infini du plan, confirmant d’une
manicre éclatante, par une simple discussion de coeflicients, les
notions géométriques données.

Nous pensons donc, en résumé, que des notions sur 1'infini
géomdtrique sont tres utiles, que 'on peut les exposer de lacon
qu'elles ne dépassent nullement le niveau des cours de mathé-
matiques élémentaires, et que leur introduction s’impose « fortiori
dans des Traités plus complets, tels que ceux que nous avons
cités et qui ont unanitmement reconnu la nécessité de complé-
ments destinés a exposition des théories de la Géométrie mo-
derne.

L. Rierrr (Paris).
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