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I’ENSEIGNEMENT DE LA GEOMETRIE

ET LES GEOMETRIES NON-EUCLIDIENNES

Quelques analystes intransigeants ont déerété que la Géométrie
ne saurait avoir d’existence propre et qu’elle ne pouvait pré-
tendre qu’a illustrer parfois des concepts analytiques ; d’autres
mathématiciens peut-étre plus clairvoyants ont apprécié dans

Pintuition de 1'étendue une puissance synthétique organisée, une
o b

3
instinctive divination dont la seience du nombre a pu recevoir
quelque lumiere.

Dans le proces de préséance qui reste ainsi pendant entre deux
tendances de 'esprit humain gardons-nous d’alfirmer un de ces
arréts que les progres de la science révisent tous les jours.

Plus modeste et plus précis est le but que je poursuis en ce
moment dans cet article; je constate d’abord le rdle que la
Géométrie joue nécessairement dans la phase primaire de la

culture mathématique : ¢’est unrole d’'initiation; je me demande
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ensuite comment nous pourrons seconder le développement
naturcl de ce role dans l'enseignement élémentaire et dans l'en-
seignement moyen.

Questions pédagogiques ? Sans doute, mais ne sait-on pas
combien cet humble mot ellleure, sans fracas, la philosophie
méme de la science ?

Et nous savons encore que le cerveau vierge de l'adolescent,
éminemment apte a sentir la dignité ou la frivolité des méthodes,
peut recevoir de sa premiére initiation une empreinte inefla-
cable.

La Géométrie est la premiere philosophie de enfant, la plus
accessible & ses sens et a son imagination. Cette premicre école
de logique doit étre, a la lois, simple, intaitive, probe; et dans
la Géométrie primaire mieux vaut énoncer un postulat de plus
qu'un axiome de moins.

La Géométrie de V'enfant doit évidemment rester euclidienne
sous peine de le trop dépasser, mais le postulatum d’Euclide doit
déjalur étre présenté comme un choix de Desprit; les besoins
d’une représentation simple ont fait désirer a 'homme 'exis-
tence de la similitude et ont dirigé la Géométrie d’Euclide ; on
peut déja le faire pressentir al'enfant.

Au contraire, la Géométrie de 'adolescent, celle qui appartient
a l'enseignement moyen peut étre facilement dépouillée de la
spéeialisation  euclidienne et étre exposée treés simplement
comme je le montrerar plus loin.

{1

GEOMETRIE QUALITATIVE ET GEOMETRIE METRIQUE
AU POINT DE VUE EUCLIDIEN

On se rend compte du degré de perfection relative de I'ccuvre
d'Fuclide quand on la compare al'cuvre géométrique de Legen-
dre. Cet analvste distingué avait cra améliorer Euclide en prenant
comme définition de la droite la propriété d’¢tre plus court che-
min cntre deux de ses points. Je crois inutile de rappeler 1c1 les
critiques tres fondées qui farent (aites 4 cette malheurcuse et illo-
gique définition je ferai seulement remarquer que si Legendre
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a mal défini la genese des premiers principes de la Géométrie,
on peut cependant trouver dans son erreur méme le germe d'un
nouveau postulat qu’il est nécessaire de souligner ici.

Pour étre plus clair, rappelons d’abord comment on définit la
droite apres avorr guidé Uintuition de éleve sur la signification
des trois dimensions de 'espace :

Une ligne droite est un ensemble continu de points d’un corps
rigide, ensemble qui peut rester immobile bien que le corps se
meuve ; cet ensemble jouit des propriétés essentielles suivantes :

Un segment quelconque de cette ligne envisagé dans ses deux
sens de pavcours pewl élre superposé a un second segment de
droite d’origine et de sens arbitraires.

On peut alors définir la tonguear d'un segment ¢t formuler
cette autre propriété de la droite qui est sa définition logique

St les deww points A et B font partie d’une droite et sont les
extrémilés dun segment de longueur moindre que | (1 désignant
une longueur fixe mais suffisamment réduile), il n'existera qu’'une
droite possédant les dewr points N et B ; et (aw cas oi la droite
seralt une courbe ﬁ)l'/ﬂé@) sur cetle droite un seul segment ayanl
A et B pour exvirémités aura une longueur moindre que 1.

La longueur de ce segment s’appellera la distance AB.

Apres la définition de la droite on fera connaitre 'existence du
plan ou de la trame triangulaire considérée comme triple trame
de droites, I’¢étude approfondic de cette trame met en jeu le
postulat  swvant tacitement admis dans les démonstrations
usuclles.

Soit O un point quelconque, considérons deux segments rec-

5
tilignes OA et OB passant par ce point,il existe une longuenr fixe
m (moindre que () qui est telle que si les segments OA et OB
sont moindre que 7 on pourra affirmer ue

1° Les deux points A et B seront aune distance réduite moin-
dre que [, suffisante pour définir une droite ;

2° La distance de ces deux points étant représentée par AB on
aura, en désignant par K an nombre fixe :

AB < K (OA + OB)

Ce postulat permet par un procédé de cheminement de ne con-
sidérer d’abord que des figures situées dans un domaine D fini,
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mais sullisamment voisin d'un point O et d’appliquer al’ensemble
des points contenus dans ce domaine la proposition survante.

Dans un domaine D toute droite AB d'un plan sépare ce plan
en deux régions R et R, dont voici la propriété : si deux points
M et M’ appartiennent a une meéme région, le segment propre
qui joint M et M' ne rencontre pas AB. Si deux points M et M
appartiennent a deuxrégions distinctes le segment propre qui les
joint rencontre AB.

Bien entendu on conserve le postulat du double mode de
recouvrement des angles plans égaux, le postulat qui définit la
rotation égale & un tour, et celui velatif i la propriété du demi-
tour,

On peut alors exposer toute la partie de la Géométrie qui est
indépendante du postulatum d’Euclide: ¢’est ce quon peut appeler
la Géométrie qualitative on mieux la Géometrie dicheminement.
Iépithete qualitative vestant alors réservie a VAnalyses situs.

Cette partie de la Géométrie est, depuis la détestable classifi-
cation de Legendre, répartie dans les lLivres I et V' et sur la
Géométrie non métrique de la sphere, mais cet ensemble de la
Géométrie non métrique qui réunit le triangle et le triedre dott
tormer le premier livre de la Géométrie natuvelle.

En particulier, toute distinction entre une Géométrie plane el
une Géométrie de I'espace est illogique car I'étude de la Géome-
trie dite plane nécessite des déplacements de figure hors du plan
ot 'on voudrait en vain se cantonner, que ces déplacement solent
d'ailleurs possibles ou définis. En d'autres termeslanotion d’orien-
tation qui appartient déja a 'étude du plan exige ue lobser-
vateur ait déja prise sur 'espace a trois dimensions avant méme
de s’attacher au plan. — Parmi les théorémes du premier hivre
de la Géométrie naturelle dont je viens d’esquisser 'allure il en
est un (ui offre & mes veux une importance capitale : je veux
parler du théoreme d'Euler sur les déplacements finis d'un
solide cloué sur un de ses points, ¢'est-a-dire de la composition des
rotations finies, envisagées dans un certain ordre.

A ce théoreme, en effet, on peut rattacher la naissance du
second livre de la Géométrie naturelle ; cette Géométrie quanti-
tative a pour objet la fixation des propriétés métriques.

Habituellement celles-ei sont relides par la  similitude au
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lameux postulatum d’Fuclide ; mais je crois qu’il est préférable
meéme dans la Géométrie élémentaire de faire apparaitre la simi-
litude et le postulatum d’Fuclide comme la conséquence directe
de T'adoption da mode le plus simple de composition pour les
vecteurs d’un plan perpendiculaires a une méme droite. L'idée
de la composition des vecteurs et existence de leur groupe
d’équivalence peuvent étre présentées d’une maniere extrémement
simple, et alors méme (que 'on ne voudra pas les conduire jusqu’a
lathéorie des fonctions circulaires, on peut en présenter 'ori-
gine assez neltement pour faire comprendre au débutant ue la
Géométrie euclidienne qu’il étudie dérive d'un choix entre plu-
sieurs Géométries dont on ne le fatiguera pas.

Jindicquerai brievement esprit de cette méthode.

Envisageons dans un certain ordre plusieurs vecteurs V,, V,, ..
Vi, etconcevons que les longueurs de ces vecteurs soient la repré-
sentation de nombres fixes, n, n,, n; proportionnels aux rotations
respectives ¢t simultanées d'un premier solide S, tournant sur
V, par rapport aun solide de vepere S, puis d'unsecond solide S,
tournant sur V, par rapport a S, ete., ete.

Nous pourrons alors concevoir que les nombres n,, n,, ... ng
soient a I'égard d’une variable auxiliaire ¢ variant toujours dans
le méme sens, les mesures des vitesses constantes de ces rota-
tions continues dont nous venons de parler et qui appartiennent
a des systemes solides successivement emboités les uns dans les
autres,

Les postulats de la Géométrie métrique vont étre alors les sui-
vants :

Nous admettons d’abord que dans le mouvement ci-dessus
défini du solide Sg par rapport a S, un point quelconque du
solide aura a chaque instant une gitesse.

Nous admettons ensuite que

[a vitesse d’un point M dans un domaine D d’an solide Sy animé
des mouvements de rotation ci-dessus définis varie d’'une maniere
continue lorsque ce point M se déplace dans le domaine D.

Et, en se reportant a la définition de la (ranslation non eucli-
dienne d'un solide le long d’une droite donnée, axe de transla-
tion, voict d’une maniere précise ce qu'il faut entendre par la
pariation continue d'un vecteur appliqué en M :
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Soit R un vecteur appliqué en M et fonetion de la position
de M; soit R’ ce que devient ce vecteur quand son point dappli-
cation est devenu M. |

Si lorsque MM’ tend vers zéro la différence des longueurs
de R et de R’ tend vers zéro, et si la droite R fait apres wne
translation d’axe M’ un angle avee R qui tend aussi vers zévo,
on dira que le vecteur IR varie d’une maniére continue.

[.a continuité de la variation de R est d'ailleurs uniforme dans
tout domaine D ott R ne s’annule pas.

On peut alors, au moven du théoréme d'Euler de la Géométrie
qualitative, démontrer que les rotations continues définies plus
haut, produisent dans le solide final S; une distribution des
vitesses qui est indépendante de l'ordre des emboitements suc-
cessifs des svstemes S, 8,, ... Sg.

[t en particulier on conclut de laqu’il existe pour des pecteurs

concourants un mode de composition, mode continu, invariant,
commutatif, associatif, et se réduisant sur une méme droite a
Iaddition algébrique des segments.
S S
Pour rechercher ce mode de composition on remarquera

dabord que le pectewr résultant de deux veeteurs concourants
est dans le plan de ceux-c1 et passe par leur point de concours,
puis en considérant autour d’un point O et dans un méme plan un
vecteur R variable qui fait respectivement les angles v et 3 com-
plémentaires avec deux axes rectangulaires OX et OY, on pourra
représenter les deux composantes X et Y par deux fonections
assoclées

g (a) et h () I (2) = g (1droit — 8)

au moyen des formules
N = Rg (=), Y =Rk (o)
alors, les conditions de composition sont, on le vérifie aisément,

exprimées par les équations fonctionnelles et les conditions ini-
tiales sulvantes :

e +8)=h(@g@+0(Hgx) glj=1 giit)=o
(1) glat+8) =8@g@® —h(@)h{f) h{o)=o k(1) =
(a4 8) 4+ g (xa—p) =20() g (B)

On démontre que ces conditions détcrminent d'une maniere
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unique les lonctions g et /i, et cette démonstration peut se faire
sans achever la détermination des fonctions, supposées simple-
ment contenues.

Un vecteur, vitesse de rolation, n’ayant pas de point d’appli-
cation déterminé sur la ligne qui le porte, on est conduit alors
tout naturellement a la notion de I'existence d’un groupe d’équi-
valence pour tout systémc de vecteurs donné.

Etpour achever de constituer ce groupe d'équivalence il reste a
composer les vecteurs d'un plan qui sont perpendiculaires a une
méme droite ; la question d’ailleurs se rameéne au cas particulier
de lacomposition de deux vectears égaux P perpendiculaires (d’un

meme c()té) aux extrémités d’'une meéme droite de longueur o

’
16 résultant d() ces vecteurs I)Gl‘l’)ell(li(ﬁlllili]‘(‘, au segment 2.0 ¢n

son milieu a une intensité qui est nécessairement de la forme :
2PV (2)
et la fonction IY doit satisiaire aux conditions :

F (r 43) 1 F (r—5) =2F () F ()

(2)
s (0)=1

=

la fonction If (I) satis{ait done a la méme équation fonctionnelle

N s 1 o o (o 1 . 1’ a1t o (o) :

(que la fonction g (o), et de méme que lon avait g (o) =1 ona
) [ G \

encore I (o) = 1.

droity —— 5 p'a pl 1c1 analogoue ‘
) e a plus ici son analogue pow

Mais la condition g (1
la fonetion IY ().

La fonction IF () aura done une détermination plus générale
que la fonetion g (o).

Adoptons pour I (x) la détermination tres particuliere

F)=F({)=1

et montrons qu’elle entraine la Géométrie euclidienne,

A cet effet, revenons a nos deux vecteurs I”, et aux extrémités
A et B de leur perpendiculaire commune, ajoutons deux vee-
teurs o égaux et contraires ayant AB comme droite de support;
nous avons formé un groupe de quatre vecteurs équivalent au
agroupe primitif.

Or les deux vecteurs o et P appliqués en A se composent en
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unc résultante partielle R’ appliquée en A, inclinée de o sur la

droite AB et 'on aura
P = R'% ()

Si les deux résultantes partielles se rencontrent sur la résul-
tante générale R sous l'angle 2 3, la décomposition de chaque
résultante R’ suivant la l:igne qui porte R et suitvant la perpen-

.

diculaire a celle-c1 donne :

R = 2R'g (p)

done :
R — 2P g(@)
' h ()
mais par le choix de F(.tzf) = 1 On a aussi :
3 = 2P
done enfin
3) g (%)= 1(2) donc apres unc discussion facile o 4 § = pdroit,

done la somme des trois angles d’un trizmgle 1*ecta11gle est égale
a deux droits, et on en déduit aisément le postulatum d’Fu-
clide.

On aurait pu encore opérer plus vite ainsi : les deuxvecteurs P
coupent une seconde perpendiuﬂairc a leur résultant sous un
méme angle o, si 2 p est le segment AB et si 2 ¢ est le segment
zmalogue détaché parles vecteurs P sur laseconde perpendiculaire
A'B"; en appliquant les deux vecteurs respectivement en A et I/
on trouve pour 'intensité du vecteur résultant :

2Ph (w) ¥ (¢)
on aurait done :

2Ph ((u) F (([) — Pk (p)

mais si I = 1 onaura :

(h (Lu) —1
d'otton conelut facilement :
(4) w — pdroit
et on tirerait méme conclusion de I'équation (4) que de 'équa-
tion (?)).

Indiquons maintenant Ia génération directe de la trigono-
métrie plane,



122 J. ANDRADE

Nous nous appuierons a cel effet sur les théorémes suivants
qui découlent des postulats déja utihisés.

Theoreme [. — l.a vitesse d'un méme point qui est due a la
résultante de plusieurs rotations Composantes est un vecteur (Iui
est la résultante des vitesses dues aux rotations composantes.

Théoreme 1. — Lorsqu'un solide se déplace d’une maniere
continue, le travail 'un vecteur entrainé avee le solide est indé-
pendant du point dapplication que 'on voudra attribuer a ce
vecteur.

Ces théoremes renlerment, avee le théoreme du travail virtuel
pour les corps rigides, la Trigonométrie plane de la Géométrie
générale; mais nous nous placons pour le moment dans le cas
cuclidien de I = 1.

Consitdérons d’abord deux couples de vecteurs qui auraient
méme axe mais dont les bras de levier portés par la méme droite
auraient deux longucurs distinetes ap et 2¢, soient P et Q les
intensités respectives des vecteurs dans les deux couples.

La condition d’¢quivalence des deux couples, toujours sous
Phypothese I' ) =1, est :

Pp=~Ry.
on obtient une seconde condition d'équivalence en appliquant
ensuite le théoreme dua travail virtuel a ces deux couples équiva-
lents ; puis en comparant les deux conditions d’équivalence on voil
que la vitesse d’un point qui tourne a une distance » d’un axe de

rotation animé d'une vitesse angulaire n est de la forme
nr

» étantune constante qui dépend de 1'anité d'angle.

Ceci posé, considérons maintenant un triangle ABO rectangle
en A, et un vecteur V dirigé suivant le coté BA; le travail virtuel
du vecteur V tournant auiour de O d’un angle § sera, suivant
qu'on considere le vecteur comme appliqué en A ou comme
appliqué au sommet de l’aﬁgl_e 5 du triangle :

200 ou bien Aah (B)

en égalant ces deux expressions on aura done

‘.
h—=al (B,
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lormule qui renferme avee la similitude, la Trigonométrie plane
quand on lui adjoint le résultat trouvé déja tout a I'heure.

Infin, pour terminer ce paragraphe, jindiqueral comment la
seule Géométrie qualitative fournit la Trigonométrie sphérique :
il sullit pour cela de décomposer un méme vecteur 1ssu de O
suivant deux systémes d’axes OX, OY, OZ; OX’, OY/, 07/ ayant
en commun les axes OX et OX’ et de comparer les deux modes
équivalents de décomposition.

111

LES GEOMETRIES NON EUCLIDIENNES DANS L,ENSEIGNE)IENT MOYEN

Si 'on considére, et tel est mon avis, la notion d’intégrale
définie comme plus simple que la notion des séries entieres, on
pourra ramener la recherche de la fonction g a celle de la fone-
tion If.

La fonetion I étant continue est intégrale, posons alors :

N
¥ (¥)= f F (u) du

[Z4]

envisageons ensuite deux vecteurs P et R perpendiculaires de
# ’ * r bJ »
méme sens aux extrémités d'une droite AB de longueur ¢, sup-
posons d’ailleurs que la droite AB soit considérée de longueur
C

assez réduite pour que l'on ait, pour o<<x = AB :

Fx)>o

on voit alors aisément que 'on peut déterminer un vecteur m et
deux louguem’s a et b de maniere que U'on ait :

P = 2@y (b)
Q = 2wy (a)
c=a-t}b.

la méthode donnéc par Archimede pour la composition des [orces
paralleles cuclidiennes nous montrera ici que
1°Sur AB le point d’application C de larésultante R des forces

) E 12 - 13 . * ’ . ’,
P et R sera aux distances respectives « et O des extrémités A
et B.
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2o Que la résultante R perpendiculaire a AB a pour intensité
R = 2my (¢)
Il vésulte de la méthode d’Archimede comme d’ailleurs de la
définition de 77 (2) que 'on a d’abord :
7 Hy) =y (e —) 427 () F ()
et parcillement
7 Hy) =70 —x) 42y () F (1)
et par conséquent encore
) L4y =7 ) F () 47 () ¥ ()

la fonction <7 (v} admettant par définition une dérivée, il en scra

done de méme de la fonction I7; et alors en dérivant par rapport
Y Y, . ;g . s
a 16([L1‘d[l()ll prcccdcntc il vient :
Fledy)=Fx)F ) 4+ 0¥ (v
en dérivant la méme équation par ‘apport a y on aurait :
Flx4y)=F ) )+ 7)) F (y)=o
d’ou, en comparant les deux derniers résultats :
7 (¥ () =70) V' (x) = o
ce qui cxige que 'on ait en d('*signzmt par u une constante
B () = ()
en sorte que P'on aura aussi
6) I (e 49y =1 () F () + py {x) 2 (5)

La {ormule (3) permettra d’éerive la valeur précédente de R

Y= 2wy (a-+ b0) = QV (b) -} PI' («).

si clle n’est pas nulle la constante p peut d’ailleurs ¢étre rendue
égale & 4= 1 ou a— 1 par un bll]l])le changement de variable.
I’emploi des postulats cinématiques donnés dans le précédent
paragraphe conduira dans le cas de u> o0 aux propriétés métri-
ques de 'espace de Lobatchcwsky ct dans le cas de w <o aux
propriétés métriques de 'espace de Riemann.
Désignons par S et C les fonctions 7 et If réduites a hypo-

these de {ﬁ: 1.
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- - ., ’ - 7
Nous pourrons résumer les propriétés des fonctions g et i d’'une
part et S et C d’autre part dans les deux tableaux ci-contre

h{x4y)=h{x)g()+h()g® | Sx+r)=5x)C()+5)C«x)
gty =g g —h(@h() || Cla+ty)=C(x)C(y)+2S(x)S(y)
li (o) = o S{o) =o g=—t 1
fo (xeBl o g Clo)=1
gl 51+ g (r—2) = 2g (1) g () || €@ +1) + Clle—)]1=1C (2) C ()
d \
dr C () / d’olt on conclut
daC o\ Cr)—:S2(x) = 1.
= =S () \

Le tableau de gauche sera d’ailleurs ramené comme on l’a vu au

o]

. - , . . 5 oL
tableau de droite par la considération de 1’111‘teg1“alef g (1?) dx.
Les fonctions g, 2, C, S dont les deux derniéres coincident

avec les deux premiéres s1 ¢ =— — 1, sont donc ainsi déter-

?
minées par le seul tableau de droite qui comprend alors le pre-
mier « cela pres que la correspondance entre l'unité concrete et
Uunité analytique d’angle n’est pas encore preécise.

Pour préciser cette correspondance nous chercherons une
solution de I’équation

(7)  Flle+42)]+ ¥ (r—1r)=2F (x) F (y) avec la condition F (0) =1

sous [orme de série entiere ; nous trouverons aisément, & dési-
gnant une constante

3
n ow©
. Y a2n
F(x)=1 - Z (k) !
n =1

1.2.3...2n

forme qui, par le changement de variable,

ap ax
’ {/ mod#k

se raménera a l'une ou 'autre des deux formes,convergentes pour
toute valeur de &

b} ’

3 2 at

Fo(x) =1 — T P =
X2 xt

F,(x) =14 5 -+ W + ...
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la solution la plus géné rale de I'équation (7) sera alors de l'une
ou 'autre des deux formes:

F, (mx), F, (mx), m = constante

biecn entendu en laissant de coté la solution déja étudiée IF ()
- T . . ; .

[—— 4 - A a - P - 7 - ——

=1. En appelant —~ la plus petite racine de I’équation I, (x) =0

nous aurons Cxprimé 1’:ulgle droit avec 1'unité ana]ytique des

anglcs.

Nous arrivons donc ainsi a réaliser dans un enseignement
moyen la fusion de la Géométrie métrique générale, de la Sta-
tique et de la Trigonométrie plane.

Ces trois chapitres si distincts en apparence et si séparés par
la classification usuelle, ne sont, comme on vient de le voir que
les trois aspects d'une scule et méme notion, la notion du
groupe d’équivalence ; et ce groupe a pour symbole analytique
la fonction exponentielle e”.

1V

Mentionnons cnfin, sans le développer, le troisieme livre de
la Géométrie naturelle : la mesure des étendues.

Quel que soit d’ailleurs le point de vue euclidien ou général,
d’ott 'on se place, il est nécessaire et facile de donner des trois
étendues, trois définitions présentant dans ses termes le caractere
invariant. Par exemple la définition usuelle des aires courbes doit
étre rejetée.

\/T

Pour résumer cet article en quelques lignes, il me suflira de
dire que la statique de Poinsot domine sa traduction euclidienne,
elle dérive du théoréme d'Kuler sur les rotations finies, et rat-
tache celui-ci, dans une représentation cinématique, a la théorie
analytique des fonctions circulaires eréée par Iuler. Consciemment
ou non, la Géométrie a éié faite par la Cinématique.

Euler et Poinsot : tels sont les noms qui résument le mieux
la Géométrie naturelle. N'est-11 pas temps que celle-ci soit ensei-
gnée ? Jules Axprape (Montpellier).
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