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L'ENSEIGNEMENT DE EA GÉOMÉTRIE

ET LES GÉOMÉTRIE S NON-EUCLIDIENNES

I

Quelques analystes intransigeants ont décrété que la Géométrie
ne saurait avoir d'existence propre et qu'elle 11e pouvait
prétendre qu'à illustrer parfois des concepts analytiques ; d'autres
mathématiciens peut-être plus clairvoyants ont apprécié dans

l'intuition de l'étendue une puissance synthétique organisée, une
1 instinctive divination dont la science du nombre a pu recevoir

quelque lumière.
Dans le procès de préséance qui reste ainsi pendant entre deux

tendances de l'esprit humain gardons-nous d'affirmer un de ces

arrêts que les progrès de la science révisent tous les jours.
Plus modeste et plus précis est le but que je poursuis en ce

moment dans cet article ; je constate d'abord le rôle que la
Géométrie joue nécessairement dans la phase primaire de la
culture mathématique : c'est un rôle d'initiation; je me demande
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ensuite comment nous pourrons seconder le développement
naturel de ce role dans renseignement élémentaire et dans

renseignement moyen.
Questions pédagogiques Sans doute, mais ne sait-on pas

combien cet humble mot effleure, sans fracas, la philosophie
même de la science

Et nous savons encore que le cerveau vierge de l'adolescent,
éminemment apte â sentir la dignité ou la frivolité des méthodes,

peut recevoir de sa première initiation une empreinte ineffaçable.

La Géométrie est la première philosophie de l'enfant, la plus
accessible à ses sens et à son imagination. Cette première école
de logique doit être, a la fois, simple, intuitive, probe ; et dans

la Géométrie primaire mieux vaut énoncer un postulat de plus
qu'un axiome de moins.

La Géométrie de l'enfant doit évidemment rester euclidienne
sous peine de le trop dépasser, mais le postulatum d'Euclide doit
déjà lui être présenté comme un choix de l'esprit; les besoins
d'une représentation simple ont fait désirer à l'homme l'existence

de la similitude et ont dirigé la Créométrie d'Euclide ; on

peut déjà le faire pressentir à l'enfant.
Au contraire, la Géométrie de l'adolescent, celle qui appartient

à l'enseignement moyen peut être facilement dépouillée de la
spécialisation euclidienne et être exposée très simplement
comme je le montrerai plus loin.

II
GÉOMÉTRIE QUALITATIVE ET GÉOMÉTRIE METRIQUE

AU POIX T DE VUE EUCLIDIEN

On se rend compte du degré de perfection relative de l'œuvre
d'Euclide quand on la compare à l'œuvre géométrique de Legen-
dre. Cet analyste distingué avait cru améliorer Euclide en prenant
comme définition de la droite la propriété d'être plus court chemin

entre deux de ses points. Je crois inutile de rappeler ici les
critiques très fondées qui furent faites à cette malheureuse et
illogique définition ; je ferai seulement remarquer que si Legendre
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a mal défini la genèse des premiers principes de la Géométrie,
on pent cependant trouver dans son erreur même le germe d'un
nouveau postulat qu'il est nécessaire de souligner ici.

Pour être plus clair, rappelons d'abord comment ou définit la
droite après avoir guidé l'intuition de l'élève sur la signification
des trois dimensions de l'espace :

Une ligne droite est un ensemble continu de points d'un corps
rigide, ensemble qui peut rester immobile bien que le corps se

meuve ; cet ensemble jouit des propriétés essentielles suivantes :

Un segment quelconque de cette ligne envisagé dans ses deux

sens de parcours peut être superposé a un second segment de

droite d'origine et de sens arbitraires.o
On peut alors définir la longueur d'un segment et formuler

cette autre propriété de la droite qui est sa définition logique :

Si les deux points À et B font partie d'une droite et sont les

extrémités d'un segment de longueur moindre que 1 (1 désignant
une longueur fixe mais suffisamment réduite),il n'existera qu'une
droite possédant les deux points A et B y et (au cas ou la droite
serait une courbe fermée) sur cette droite un seul segment ayant
A et B pour extrémités aura une longueur moindre que 1.

La longueur de ce segment s'appellera la distance AB.

Après la définition de la droite on fera connaître l'existence du

plan ou de la trame triangulaire considérée comme triple trame
de droites. L'étude approfondie de cette trame met en jeu le

postulat suivant tacitement admis dans les démonstrations
usuelles.

Soit 0 un point quelconque, considérons deux segments rec-
tilignes OA et OB passant par ce point, il existe une longueur fixe

m (moindre que ï) qui est telle que si les segments OA et OB

sont moindre que m on pourra affirmer que :

i° Les deux points A et B seront à une distance réduite moindre

que I, suffisante pour définir une droite ;

a0 La distance de ces deux points étant représentée par AB on

aura, en désignant par K un nombre fixe :

AB < K (OA + OB)

Ce postulat permet par un procédé de cheminement de ne
considérer d'abord que des figures situées dans un domaine D fini,
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mais suffisamment voisin d'un point 0 et d'appliquer à l'ensemble

des points contenus dans ce domaine la proposition suivante.

Dans un domaine D toute droite AB d'un plan sépare ce plan

en deux régions B1 et II, dont voici la propriété : si deux points
M et M7 appartiennent à une même région, le segment propre
qui joint M et M' ne rencontre pas AB. Si deux points M et M

appartiennent a deux régions distinctes le segment propre qui les

joint rencontre AB.
Bien entendu on conserve le postulat du double mode de

recouvrement des angles plans égaux, le postulat qui définit la

rotation égale à un tour, et celui relatif à la propriété du demi-

tour.
On peut alors exposer toute la partie de la Géométrie qui est

indépendante du postulatum d'Euclide ; c'est ce qu on peut appeler
la Géométrie qualitative ou mieux la Géométrie du cheminement.

Eépithète qualitative restant alors réservée a 1 Analysis situs.
Cette partie de la Géométrie est, depuis la détestable classification

de Legendre, répartie dans les livres I et A et sur la

Géométrie non métrique de la sphère, mais cet ensemble de la

Géométrie non métrique qui réunit le triangle et le trièdre doit
former le premier livre de la Géométrie naturelle.

En particulier, toute distinction entre une Géométrie plane cl

une Géométrie de l'espace est illogique car l'étude de la Géométrie

dite plane nécessite des déplacements de figure hors du plan
où l'on voudrait en vain se cantonner, que ces déplacement soient
d'ailleurs possibles ou définis. En d'autres termes la notion d'orientation

qui appartient déjà a l'étude du plan exige que l'observateur

ait déjà prise sur l'espace 'a trois dimensions avant même
de s'attacher au plan. — Parmi les théorèmes du premier livre
de la Géométrie naturelle dont je viens d'esquisser l'allure il en

est un qui offre a mes veux une importance capitale : je veux

parler du théorème d'Eu 1er sur les déplacements finis d'un
solide cloué sur un de ses points, c'est-a-dire de la composition des

rotations finies, envisagées dans un certain ordre.
A ce théorème, en effet, on peut rattacher la naissance du

second livre de la Géométrie naturelle ; cette Géométrie quantitative

a pour objet la fixation des propriétés métriques.
Habituellement celles-ci sont reliées par la similitude au
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Iameax postalatam d'Euelide ; mais je crois qu'il est préférable
même dans la Géométrie élémentaire de faire apparaître la
similitude et le postulatum d Euclide comme la conséquence directe
de l'adoption du mode le plus simple de composition pour les

vecteurs d'un plan perpendiculaires à une même droite. L'idée
de la composition des vecteurs et l'existence de leur groupe
d'équivalence peuvent être présentées d'une manière extrêmement
simple, et alors même que l'on ne voudra pas les conduire jusqu'à
la théorie des fonctions circulaires, on peut en présenter l'origine

assez nettement pour faire comprendre au débutant que la

Géométrie euclidienne qu'il étudie dérive d un choix entre
plusieurs Géométrie» dont 011 ne le fatiguera pas.

J'indiquerai brièvement l'esprit de cette méthode.
Envisageons clans un certain ordre plusieurs vecteurs V1? V2,

\ k et concevons que les longueurs de ces vecteurs soient la
représentation de nombres fixes, /q, nv nK proportionnels aux rotations
respectives et simultanées d un premier solide SA tournant sur
Vj par rapport à un solide de repère S0, puis d'un second solide S2

lournant sur V, par rapport à S,, etc., etc.
Nous pourrons alors concevoir que les nombres /q, /q, /?K

soient à l'égard d'une variable auxiliaire t variant toujours dans
le même sens, les mesures des vitesses constantes de ces
rotations continues dont nous venons de parler et qui appartiennent
ii des systèmes solides successivement emboîtés les uns clans les

autres.
Les postulats de la Géométrie métrique vont être alors les

suivants :

Nous admettons d'abord que dans le mouvement ci-dessus
défini du solide SK par rapport à S0 un point quelconque du

solide aura à chaque instant une vitesse.

Nous admettons ensuite que :

La vitesse d'un point M dans un domaine D d'un solide SK animé
des mouvements de rotation ci-dessus définis varie d'une manière
continue lorsque ce point M se déplace dans le domaine D.

Et, en se reportant à la définition de la translation non
euclidienne d'un solide le long d'une droite donnée, axe de translation,

voici d'une manière précise ce qu'il faut entendre par la

variation continue d'un vecteur appliqué en M :
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Soit R un vecteur appliqué en M et fonction de la position
de M; soit IL ce que devient ce vecteur quand son point d'application

est devenu M7.

Si lorsque MM' tend vers zéro la différence des longueurs
de R et de R7 tend vers zéro, et si la droite R fait après une

translation d'axe MM' un angle avec R7 qui tend aussi vers zéro,

on dira que le vecteur R varie d'une manière continue.
La continuité de la variation de R est d'ailleurs uniforme dans

tout domaine D où R 11e s'annule pas.
O11 peut alors, au moyen du théorème d'Euler de la Géométrie

qualitative, démontrer que les rotations continues définies plus
haut, produisent dans le solide final SK une distribution des

vitesses qui est indépendante de l'ordre des emboîtements
successifs des svstèmes S.A, S.,, SK.

Et en particulier on conclut de là qu'il existe pour des peeteurs

concourante un mode de composition, mode continu, invariant,
commutatif, associatif, et se réduisant sur une même droite à

l'addition algébrique des segments..
Pour rechercher ce mode de composition 011 remarquera

d'abord que le eecteur résultant de deux vecteurs concourants
est dans le plan de ceux-ci et passe par leur point de concours,
puis en considérant autour d'un point 0 et dans un même plan 1111

vecteur R variable qui fait respectivement les angles a et [j

complémentaires avec deux axes rectangulaires OX et OY, on pourra
représenter les deux composantes X et Y par deux fonctions
associées

jf (a) et h (a) h (a) — g (pmt — jy

au moyen des formules

X %(a), Y Rhp)

alors, les conditions de composition sont, 011 le vérifie aisément,
exprimées par les équations fonctionnelles et les conditions
initiales suivantes :

/ h {« + ß) — h (a) g (ß) -f h (ß) o- (a) o- (o) 1 g (idroit — o

(1) I g (a + ß) — g (Y g (ß) — ii («] h (ß) h (o) =0 h (pmt) — 1

'
ér (a + ß) + ^ {« — P) (a) ^ Cß)

On démontre que ces conditions déterminent d'une manière
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unique les fonctions g et />, et cette démonstration peut se faire
sans achever la détermination des fonctions, supposées simplement

contenues.

U11 vecteur, vitesse de rotation, n'ayant pas de point d'application

déterminé sur la ligne qui le porte, 011 est conduit alors
tout naturellement à la notion de l'existence d'un groupe
d'équivalence pour tout système de vecteurs donné.

Et pour achever de constituer ce groupe d'équivalence il reste à

composer les vecteurs d'un plan qui sont perpendiculaires à une
même droite ; la question d'ailleurs se ramène au cas particulier
de la composition de deux vecteurs égaux P perpendiculaires (d'un
même côté) aux extrémités d'une même droite de longueur 2 r,
le résultant de ces vecteurs perpendiculaire au segment ix en

son milieu a une intensité qui est nécessairement de la forme :

1P F (.r)

et la fonction F doit satisfaire aux conditions :

F (,r -f- y) + F (,r y) — 2F (.r) F (y)
(V 1

F (o) — 1

la fonction F (r) satisfait donc à la même équation fonctionnelle

que la fonction g (a), et de même que l'on avait g (o) 1 on a

encore F (o) 1.

Mais la condition g jhdr0ltJ 0 plus ici son analogue pour
la fonction F (.x).

La fonction F (a1) aura donc une détermination plus générale

que la fonction g (a).

Adoptons pour F (.r) la détermination très particulière
F (U F (o) 1

et montrons qu'elle entraîne la Géométrie euclidienne.
A cet effet, revenons à nos deux vecteurs P, et aux extrémités

A et B de leur perpendiculaire commune, ajoutons deux
vecteurs <p égaux et contraires ayant AB comme droite de support ;

nous avons formé un groupe de quatre vecteurs équivalent au

groupe primitif.
Or les deux vecteurs o et P appliqués en A se composent en
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une résultante partielle R/ appliquée en A, inclinée de a sur la

droite AB et Ton aura
P — R7i (a)

Si les deux résultantes partielles se rencontrent sur la résultante

générale 11 sous l'angle 2 p, la décomposition de chaque
résultante R' suivant la ligne qui porte R et suivant la
perpendiculaire a celle-ci donne :

R 1 R'o- (p)

donc :

mais par le choix de F(.r) 1 on a aussi :

R — 2P

donc enfin :

(3) g ([?>) (7.) donc après une discussion facile a -j- t3 ~ idr0lt.

donc la somme des trois angles d'un triangle rectangle est égale
à deux droits, et 011 en déduit aisément le postulatum d'Eu-
clide.

On aurait pu encore opérer plus vite ainsi : les deux vecteurs P

coupent une seconde perpendiculaire a leur résultant sous un
même angle tu, si 2 p est le segment AB et si 2 q est le segment
analogue détaché parles vecteurs P sur la seconde perpendiculaire
A'B'; en appliquant les deux vecteurs respectivement: en A/et B;

on trouve pour l'intensité du vecteur résultant :

,P/t (to) F (r/)

on aurait donc :

<iVh (to) F (q) — aPF {p)

mais si F 1 011 aura :

(h (to) 1

d'où 011 conclut facilement :

(4) to — idroit

et on tirerait même conclusion de l'équation (4) que de l'équation

(3).
Indiquons maintenant la génération directe de la trigonométrie

plane.
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Nous nous appuierons à cet eilet sur les théorèmes suivants

qui découlent des postulats déjà utilisés.

Théorème I. — La vitesse d'un même point qui est due a la

résultante de plusieurs rotations composantes est un vecteur qui
est la résultante des vitesses dues aux rotations composantes.

Théorème II. — Lorsqu'un solide se déplace d'une manière
continue, le travail d'un vecteur entraîné avec le solide est

indépendant du point d'application que l'on voudra attribuer a ce

vecteur.
Ces théorèmes renferment, avec le théorème du travail virtuel

pour les corps rigides, la Trigonométrie plane de la Géométrie
générale; mais nous nous plaçons pour le moment dans le cas
euclidien de F i.

Considérons d'abord deux couples de vecteurs qui auraient
même axe mais dont les bras de levier portés par la même droite
auraient deux longueurs distinctes 2/; et 2 qy soient P et O les
intensités respectives des vecteurs dans les deux couples.

La condition d'équivalence des deux couples, toujours sous

l'hypothèse F .r) 1, est :

Pp — Rq.

on obtient une seconde condition d'équivalence en appliquant
ensuite le théorème du travail virtuel a ces deux couples équivalents

; puis en comparant les deux conditions d'équivalence on voit

que la vitesse d'un point qui tourne à une distance r d'un axe de

rotation animé d'une vitesse angulaire n est de la forme

).n r

A étant une constante qui dépend de l'unité d'angle.
Ceci posé, considérons maintenant un triangle ÀBO rectangle

en A, et un vecteur Y dirigé suivant le côté LÀ : Je travail virtuel
du vecteur Y tournant autour de (3 d'un angle B sera, suivant

qu'on considère le vecteur comme appliqué en A ou comme
appliqué au sommet de l'angle B du triangle :

/6b ou bien )S)ah (B)

en égalant ces deux expressions 011 aura donc :

h m ah (B),
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formule qui renferme avec la similitude, la Trigonométrie plane

quand on lui adjoint le résultat trouvé déjà tout a l'heure.

Enfin, pour terminer ce paragraphe, j'indiquerai comment la

seule Géométrie qualitative fournit la Trigonométrie sphérique :

il suffit pour cela de décomposer 1111 même vecteur issu de G

suivant deux systèmes d'axes OX, 0\, OZ ; OX/, OV, ÖZ7 ayant
en commun les axes OX et OX7 et de comparer les deux modes

équivalents de décomposition.

m
LES GEOMETRIES XON EUCLIDIENNES DANS L'ENSEIGNEMENT MOYEN

Si Ton considère, et tel est 111011 avis, la notion d'intégrale
définie comme plus simple que la notion des séries entières, 011

pourra ramener la recherche de la fonction g à celle de la fonction

F.
La fonction F étant continue est intégrale, posons alors :

vA'r)~ f F (0 du

envisageons ensuite deux vecteurs P et R perpendiculaires de

même sens aux extrémités d'une droite AB de longueur c,
supposons d'ailleurs que la droite ÀB soit considérée de longueur
assez réduite pour que l'on ait, pour o <s m AB :

F (,r) > o

011 voit alors aisément que l'on peut déterminer un vecteur si et
deux longueurs a et b de manière que l'on ait :

P imy (b)

Q m 'ixny^ (a)

c — a + b.

la méthode donnée par Archimède pour la composition des forces
parallèles euclidiennes nous montrera ici que :

i° Sur AB le point d'application C de la résultante R des forces
P et R sera aux distances respectives a et b des extrémités A
et B.
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A° Que la résultante R perpendiculaire à AB a pour intensité

11 — '2wy {<;)

11 résulte de la méthode d'Arehimèdc comme d'ailleurs de la
définition de y f.x) que l'on a d'abord :

x f*+j) =x (•*—r) + 2x MF Q)

et pareillement

x Q + r) x Er — «4 + 2x M F M

et par conséquent encore :

j) y (.r + yj 7 (.r) F (y) + y (j) F (.r)

la (onction y Q admettant par définition une dérivée, il en sera
donc de même de la fonction F; et alors en dérivant par rapport
à .r l'équation précédente il vient :

F (.r «f y) — F (.r) F (y) + y (y) F' (.r)

en dérivant la même équation par rapport a /y on aurait :

F (.r + y) — F (.r) F (y) + y (.r) F' (y) z= o

d'où, en comparant les deux derniers résultats :

x (-4 F'(r)=x(r) F' M 1=0

ce qui exige que l'on ait en désignant par a une constante

F (4 r : y-/ (.r)

en sorte que l'on aura aussi

4) F [x + y) — F (.r) F (y) + 7.7 (.r) y (y)
1

La formule (5) permettra d écrire la valeur précédente de R

R -n {a+ b) ~ QF [h) + PF Q).

si elle n'est pas nulle la constante g peut d'ailleurs être rendue

j égale à -j- 1 ou à— 1 par 1111 simple changement de variable,
j L'emploi des postulats cinématiques donnés dans le précédent
I paragraphe conduira dans le cas de g > o aux propriétés métriques

de l'espace de Lobai chews ky et dans le cas de g < o aux

propriétés métriques de l'espace de Riemann.

Désignons par S et C les fonctions y et F réduites a l'hypothèse

de g2= i.
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Nous pourrons résumer les propriétés des fonctions g et h d'une

part et S et C d'autre part dans les deux tableaux ci-contre

h (x- y) — h (,r) g [y) + h (y) g [x]

g [x + y) — g (.r) g (y) ~ h (.r) Ä (y)

Ä (o) zu O

h i d,'oit zz i
ért> + y]+ s' (<• — 2g (x) g (y-;

S (x +.r) S (x) (y) + S (y) C (.r)

C {x +.)') C (x) C (y) + eS (.x') S (y)
S (o) ZZ O £ zz ± I

c (°) — i
c (x + y) + c [(x-—y)] 2C (x) C (y)

— Cfrl '

d,r I d'où on conclut

i^ îS(xé C2W-®S»W I.
d.r /

Le tableau de gauche sera d'ailleurs ramené comme 011 l'a vu au

tableau de droite par la considération de l'intégrale f g (.r) dx-
Les fonctions g, /g C, S dont les deux dernières coïncident

avec les deux premières si s — 1, sont donc ainsi
déterminées par le seul tableau de droite qui comprend alors le
premier à cela près que la correspondance entre Yunité concrète et
Yunité analytique d'angle n est pas encore précise.

Pour préciser cette correspondance nous chercherons une
solution de l'équation

(7) F [(.r -f-y)] -f- F (.r —y) zz 2F fr) F (y) avec la condition F (o) zz 1

sous forme de série entière ; nous trouverons aisément, k

désignant une constante

f(x)= 1 + V (*„) —f:—/ i .1.5... in
n — i

forme qui, par le changement de variable,

^/modA

se ramènera à l'une ou l'autre des deux formes, convergentes pour
toute valeur de x

F1 {x) zz i — + X*

(x)

Enseignement math.

x-
i + — +

1.2.3.4

x'*

j .2.3.4

+

+
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la solution la plus générale de l'équation (y) sera alors de rune
ou l'autre des deux formes :

iq (mx), I\, (mx), m m constante

bien entendu en laissant de côté la solution déjà étudiée F (:ï)

— 1. En appelant ~ la plus petite racine de l'équation F1 (<:r) o

nous aurons exprimé l'angle droit avec l'unité analytique des

angles.

Nous arrivons donc ainsi à réaliser dans un enseignement
moyen la fusion de la Géométrie métrique générale, de la
Statique et de la Trigonométrie plane.

Ces trois chapitres si distincts en apparence et si séparés par
la classification usuelle, ne sont, comme 011 vient de le voir que
les trois aspects d'une seule et même notion, la notion du

groupe d'équivalence ; et ce groupe a pour symbole analytique
la fonction exponentielle ex.

IV

Mentionnons enfin, sans le développer, le troisième livre de

la Géométrie naturelle : la mesure des étendues.

Quel que soit d'ailleurs le point de vue euclidien ou général,
d'où l'on se place, il est nécessaire et facile de donner des trois
étendues, trois définitions présentant dans ses ternies le caractère
invariant. Par exemple la définition usuelle des aires courbes doit
être rejetée.

Y

Pour résumer cet article en quelques lignes, il me suffira de

dire que la statique de Poinsot domine sa traduction euclidienne,
elle dérive du théorème d'Euler sur les rotations finies, et
rattache celui-ci, dans une représentation cinématique, à la théorie
analytique des fonctions circulaires créée par Euler. Consciemment

ou non? la Géométrie a été faite par la Cinématique.
Euler et Poinsot : tels sont les noms qui résument le mieux

la Géométrie naturelle. N'est-il pas temps que celle-ci soit enseignée

Jules zVndrade (Montpellier).
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