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I1

Ce qui précede permet de constater la grande diversité de direc-
tions (u’ont suivies les premieres recherches sur les espaces a
dimensions multiples durant une période d'environ quinze ans
1187 1-1886). Depuis lors, les difficultés du début étant surmontées
et les arguments des contradicteurs réfutés, activité scientifique
a prodult une si riche littérature que, dans un simple apercu his-
torique comme celui-ci, 1l nous est impossible de mentionner
autre chose que les traits fondamentaux et les résultats caractéris-
tiques de ces travaux,

Bien que d'une maniere générale, la G, ait obtenu gain de
cause, divers travaux ont pour objet de démontrer que cette
science est un développement logique et progressif de la Géo-
métrie (202,333); d’autres tendent a écarter des méprises ou a
oéometres concoivent 'espace a plusieurs

3
dimensions et, en particulicr, 'espace a quatre dimensions (252,

Cxpliquer comment les

147, 240, 183). Il existe de nouveaux procédés qui, par une
transformation a 'espace ordinaire, rendent représentable la Géo-
métrie des hvperespaces (430, 131, 258, 256). Réciproquement,
par un passage inverse, des problemes trouventleur solution. KiLeix
/007) par exemple, définit les coefficients d'une équation du

//771/

degré, comme coordonnées ponctuelles variables dans un R,
et par ce moyen rend possible le dénombrement des ' racines
réelles. Faxo (124) considére une congruence de droites du

eme

2™ ovdre et de n""classe, comme une M, ™ " dans une M?, du
R,. Frarrixt appelle (1 aj), « groupes de 4 dimensions », ceux
dont les éléments peuvent étre caractérisés par & indices. Skare
(389) considere les groupes de 4 points pris isolément dans 4
espaces, Rp, Rg..... , comme éléments d'une M, (o ¢ =
P+ g+ ) Les applications a la P/Lg/si(/ue ne font pas non
plus défaut. Bawe (16) cherche, pour expliquer la nature de
"éther et de la pesanteur, a obtenir un corps homogene élastique,
par le principe d’'un mouvement infiniment petit dans une qua-
tricme dimension. Stareker (4o7) fait correspondre a chaque pro-
bleme de Dynamique celui d’un mouvement d’un point dans un
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R,, dont la solution dépend du méme probleme analytique; il
traite 4o7) une classe remarvquable de mouvements dans un R,
et peut ainsi suivre intuitivement le cours du mouvement.

Bruxsn (57), Axorave (6), Jory (185) s'occupent de générali-
sations analytiques, Kitrixa (19o) ¢tudie de nouvelles configura-
tions se rattachant a cette Géométrie. Dicksrrin (106) et GALDEANO
(138, 139) fournissent des documents sur la littératare du sujet.

Scuexpein (323) remarque que les déterminants de angs supé-
rieurs déja étudids par von Escherich, trouvent leur représenta-
tion natarelle par un groupement de leurs éléments a U'intérieur
d'un corps a plusicurs dimensions correspondant au carré et
au cube.- Suare (392, 393) exprime, par des déterminants de
cette espece, le volume et les autres propriétés de la « figare
réguliere » an dimensions qui est limitée par 72 -+ 1 corps a n— 1
dimensions ; et Ranxsey (3o1) découvre au moyen de déterminants
les propriétés de divers corps a n dimensions,

Aux corps a plusicurs dimensions se rattache d’ailleurs unc
littérature si abondante, que seule, celle de Ta Géométrie projec-
tive dans le R,, peut lut étre comparée. Toute une série de tra-
vaux s'oceupe exclusivement des corps réguliers. Rupen (318)
étend sa méthode de détermination des deux premieres séries de
ces corps se continuant dans tous les espaces, a la troisieme série,
confirmant ainsi les rvésultats de SrriNGrayM. ScHLEGEL (334
338) obtient la représentation de ces trois séries de corps sur le
plan, Heye (1506) fait des modeles de projection des corps régu-
liers a quatre dimensions, mais ne s’en lienl pas a un principe
unique ; aussi ne s’accordent-ils qu'en partic avec ccux conslruits
autrefois par Seniecer. Hacr, Scuovre et Brurckxer étudientles
corps 1‘éguliers da IR, : Hawn (148) construit des formes de corps
de projections pour les trois plus simples, Scuouvre (343, 364)
¢tudie les sections et projections régulicres des cing plus compli-
quées, Brurckser (55) résume les propriétés des six corps en
les reliant aux résultats de la géométrie élémentaire du R,
Il faut encore citer Gavpeaxo (138) qui déerit des modeles de
projection, SCHOUTE (341) qui réunit les propriétés élémen-
taires connues jusqu'a présent des corps cités plus  haut,
Bieryvaxy (97) qui, pav inlégration, détermine la surface et le

volume de la sphére a n dimensions, et un anonyme (183). La
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formation des carrés magigues est ¢tendue par Scnvecer (337) et
plus tard par Awrxoux (7, 211) au cube a 2 dimensions, ct ces
corps numériques sont représentés systématiquement dans e
plan. La premicre série des corps réguliers, avee n 4 1 sommets,
est le sujet de nombreuses études. Leurs volumes sont déterminés
par Loris (234), Liess (220), Crivrorn (¢5) et Crsaro (86, qui
calcule aussi lears médianes ainst que leurs moments d'inertic,
ecl comme application au udcul des pl‘obabum s 3 Horer {173,
1~0) atilise leurs axes d'inertie principaux comme axes de coor-
donndées pour les sommets du corps, 1l caleule pour les corps a n
dimensions ayant 72 - 1 et 7 - 2 sommets, Pexpression [2'dV,

don déterminée par Rovra pour le triangle, le téiraedre le qua-

3
drifatere ct le pentacdre. Svivester el Smawe) 394, 390, 3¢8)
enfin trouvent d'autres proi‘)iz‘xétés de ces COTPS.

Les partages d’espace se ratiachent ala théorie des corps régu-
liers. Dans ce domaine, Esersiaro (111) étend au B, des théo-
remes de Steimner, Huler, Cauchyv, Listing ; 1uss (153, 154) et
Scrrecer (336) atilisent les corps réguliers du R, dans le but de
déterminer, pour Vespace a trois dimensions, de courburve cons-
tante, des partages régulicrs 5 Gounsst (143 passe réciproque-
ment du partage d’espace aux projections a trois dimensions des
corps réguliers du R, Scnovts (345) donne enfin trois sy %t(,mos
de partage pour Pespace an dlmcnﬂons

Les corps réguliers ont pris une plus grande importance par
1"¢tude des {r(mS'/b‘/‘nm{[ous qui ramenent un corps de ce.genre
a lui-méme. Goursar (146), le premier, étend ces recherches aux
corps du It;, en donnant a la théorie de ces corps, par la déter-
mination des groupes de substitutions linéaires i quatre variables
et d'ordre fint, les fondements analytiques qui Ja mettent dans le

vapportle plus étroit aveela théorie de la transformation. FKnsuite,

vax Oss (259) examine les o groupes de mouvements de ces corps,
Mascike (24 1) veprésente le e groupe de rotation, par e diagramme
des couleurs de Cavley; Breraaxy (38, par unc substitution
Itncatve dune variable complexe fait revenir sur eux-mémes les
sommets des corps réguliers du Ry,

On ¢tudie ausst les figures de plusieurs corps non réguliers du
R,. est proeédé a des déterminations mé triques poar le parallé-
hpllwdc par Liescirz (230), pour la pyramide du R, par Lasker
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(214, pour le prismatoide, par Scwouvre (347), ct, par SCHLEGEL
(522/ pour le prisme du R, en commentant cette recherche par un
modele de projection. Poixcarg (293) étend un théoreme
d'Euler sur le polyedre, aux polvedres a » dimensions ; Scuotre
(348, 346) étudie des corps du R, admettant » - 2 inversions ct
donne dans le R, les formes cristallines les plus

systeme régulier,

générales du

Nombreuses sont aussi les extensions de la Geomeétrie éléemen-
taire aux espaces supérieurs. Cassaxt (6g) entreprend ces déve-
loppements systématiquement d’abord pour le IR, dont la Géo-
métrie est en méme temps interprétée comme Géométrie réglée
du R, puis pourle R, Veronese (423) de méme, avec une base phi-
losophique tres complete; une critique de Péano a provoqué
un intéressant échange d’opinions. Dern Pizzo (276 donne un
tableau des postulats, définitions et théoremes fondamentaux
de la géométrie linéaire projective du R,. Cassaxt [72) traite la
meétrigue du R, ; Secre (386) détermine sans caleul, les propriétés
descriptives du IR, par analogie a celle des espaces inférieurs et
donne la démonstration d'un théoreme de Kumix (3-8 relatif
aux conditions sous lesquelles un espace a n dimensions cst
linéaire. Scurecer (335) fixe les différentes formes des groupes
ponctuels du R,, Toxerir (417), Pepoie (266), Berrint dans le
dernier chapitre du 69, 25) trouvent des théoremes sur les inter-
sections d’espaces et sur les espaces avant une partie commune
de dimensions multiples et dordres divers. Buscur (61) étend
au R, les relations harmoniques; Kinxe (212) de méme. Divers
théoremes sont donnés par IHorre (\'178) et pr LA Rive (31 1),
Horre (173, 181,, Cassaxt (68, ~3) et aussi Casterzvovo (74)
s’occupent des angles des espaces linéaires; Jornpax (186 les étudie
analytiquement et Veroxese (419) au moven de la Géoméirie
pure. IHopre (179) et Scuovre (342, VeroNkse (422), ScuLEGEL
(331) traitent respectivement de la congruence et de la syméirie
dans le R,, des configurations, ct des systemes de coordonndées
polaires. .

Dans le domaine des groupes de transformation, les recher-
ches utilisant le R, se sont montrées {écondes en résultats; ce
qui se rapporte aux corps réguliers a déja été mentionné plus
hauat. Notons une étude analytique de Corr (91) sur les groupes
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de transiormations ramenant une sphere a quatre dimensions
2 elle-méme. IKaxTOR (19 L 193\ étudie les transformations ([z(a(lra-

tiques du R, ; Der Przzo (278, 279) el Faxo (128, 129) s’occupent
des transformations de Cremona; Faxo étudie (126, 127) les
oroupes de (ransformations conunius et projectifs servant a déter_—
miner certaines M, algébriques et leurs relations entre elles; 1l
généralise aussi (130) les groupes de Jonquiere. J. BrinL (54)
traite des (ransformations ponctuelles dans le R, et Excer (114,
110) des (ransformaltions infinitésimales. Les groupes de trans-
formations de Lig, en corrélation avee la théorie des formes spa-
tinles ainsi que les groupes transformant un R, _, d’'un domaine
limité, en un autre R,_, du méme domaine, sont étudiés par
KinLixe (201, 204). DL Rey (304) s’occupe des groupes de trans-
formations linéaires a involutions du R,; Pace (261, 262) étudie
divers groupes du R, en particulier certains groupes primitifs.
Laxpsserc (212) enfin, utilise les groupes du R, pour définir
comme ¢lément d'espace, un groupe de m éléments, représente
par un systeme de 72 (n — m) équations, généralisant ainsi, dans
un domaine a n variables, la notion connue de PrLiickEr.

De méme que pour les corps réguliers du R,, on cherche aussi,
par des projections, représentations et applications du prineipe
de correspondance, a faciliter Uintelligence de diverses confi-
gurations a plusieurs dimensions et a établir leurs propriétés.
Dir Pezzo (271) traite d'une facon générale le probleme de la
projection d'une M, et dune M, d’'un espace sur un autre; per Ri
(305) cherche les projections successives des quadriques du R,;
Berrizt (28) considere des courbes planes comme projections de
courbes spéeiales du R,, et Vivaxrt (425) montre que des for-
mules récurrentes de certaines fonctions arithmétiques, formules
que on trouve dans la théorie des types finis (endliche Ordnungs-
tvpen) établie par G. Cantor, ont leur vraie origine dans une pro-
jection de certaines configurations du R, sur un espace inférieur.
Seere (383) représente sur le plan une M)* du R,, Ascurenr (10)
Uespace réglé sur le R, Avroxse (14 et 13) les points d’un plan
sur une M, unicursale et située dans le R, ; Loria (237) rapporte
tes droites d'un R, aux points d’'un R,. Kiuxe (210) donne pour
le R, des représentations conformes dans les espaces supérieurs,
ct Preura (300) le fait pour un systeme de courbes orthogonales
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sur une sphere a quatre et a z dimensions. Paxxerer (264) trouve
une correspondance entre R, et B, qui conduit a la représenta-
tion de Kewix d'un complexe linéaire sur }espaw ponctuel,
Mivust (245) prouve d’une nouvelle manicre, qu'une corrélation
entre le I, et le I,, ne peut &tre continue et univoque en
méme temps; Casterxvovo (77) géunéralise des théoremes de

Cresscrr de Sturm et de Rosanes sar des groupes ponctuels

&
associds; Cusano (go) donne des formules pour les déformations
infiniment petites d'une surface du R Peenry (299) étadie les
déformations continues d'une M,; Scuvr (363, 364) celles des
corps o courbure de Riemann constante et celles d'une My du RR,.

La Géométrie projective, dont les prineipes el raisonnements
onl ¢ié, pour ainsi dire sans exceplion, généralisés de ceite facon,
est un domaine qui se préte spéetalement aux vecherches du R,
ct ces ¢tudes sont presque toutes dues a un groupe de savants
italiens; clles se rapportent aux relations fbnd(zmen{a(cs chez
Ascrert (12) aux postulats chez Faxo (123) et Amopro (3, 4), au
passage dans le i, de théoremes de Ya Géoméirie des droites chez
Busrint (24) et Seeru (366-368), a la théorie des poluires chez
Braxsiees (1) et Warnsen (432, a la détermination de A supc-
ricurs awmoven de M résultant de projections chez Zisvrur (438,
« des relations collinéaires et d'involution chez Lonia (232, 238),

Preperna (2g5), nun Bo (304), a des correspondances chez Bir-

zovakt (31), de Paoris (265), Grusice (144), nen Ru (o2, 303,

Pavarixs (263), Asovro (1, 2), Cnizzoxt (g3), Pmar (a81),

7

Borpic (‘; ), Ascmimrr (8)) a des homownpwcs chez Kxnrours
\

) [ ) i > » ‘
(11(}—115 , (‘L.”m(-—a/‘z,, _iuww( 983, /l),iwn LA )g /,
Ascirens ‘9 11}, Denvyrs (105}, & d(s ((//c'l(//(‘zz.s chez Thinst
(158 et Foxraxe (134), — & des complerves et congruences chez
Bonrnica | /;3 48-30), Bemvaacner (362), Ricer (Jog), Casteistovo
(75, 82), Suere (386, 337, Ce dernier détermine sans ealeal,
les proprwtcs d«fgcupti\ es du i, et étend les prenmueres propriciés
focales des fuisceaux et gerbes de droites du Ry, & ceux et celles
du I%,. ,

On satt que des théoremes de la Géomdétrie plane se démon-
trent souvent le plus factlement par des sections et projections de
figures de Pespace; ce procédé apphiqué aux espaces a plus de

trois dimensions, conduit a de nouveaux vésultals du domaine de
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la G(’*ométl‘ie ¢lémentaire. Clest ainsi que Bownica (4o, 42, 46,

; . - ., o, 5 ° 1 Mo o . \
4=, déduit du R des propriétés de surfaces des 5, 6° et ~°
m‘dleb, ct ¢tend (43) ces considérations aux surlaces de degrdé

I : . , :
— m (m 4 1) du R,,; il donne aussi une représentation plane
l) -

des surfaces réglées normales situées dans le R, (41). Secere (370]
irouve dans le principe de la projection des figures du Ry, la basc
organique de la théorie des surfaces du quatricme ordre avee
conique double ou conique de rebroussement, Il étend ensuite
des théorbmes velatils aux surfaces réglées de genre 1, 2, 3, aux
surfaces d'un genre supérieur quelcongue, (377, 380) et donne
aussi la solution de diverses questions nouvelles relatives a la
Géomélrie ordinaire. On généralise une formule numérique de
Stery sur les surfaces réglées dordre n, de genre p (384), et il
en résulte le théoreme de Crivrorp sur la relation existant entre
une courbe de genre p et d'ordren>2 p — 2 et un R < (n-p)
(385). Finalement Pexamen des M, du R, fournit de nouvelles
surfuces et systemes focaux du Ry, ainsi que des propriétés nou-
velles de configurations connues (388). Les rechcerches de Cus-
rrLNvovo (76) sur la géemétrie des courbes elliptiques, se ratta-
chent aux ¢études de Suere (380). Cosserar (98) utilise enfin le
R, pouar étadier celles des surfaces algébriques qui contiennent
plusicurs séries de coniques.

Lanalogue d'une courbe du plan et d'une surface de Vespace
est une hypersurface (M, | dans R)); ces figures sont Pobjet de
nombreuses recherches. Svivesrer et Suare (3g7) donnent des
théortmes sur leurs polaires; Riccr (3o7) généralise le probleme
des systemes de surfaces orthogonaux; Premra (298) étudie les
surfaces développables les plus générales; Moore (548) étend au
R, les études de Picard sur les surfaces algébriques dont les
sections planes sont toutes rationnelles. Dur Przzo (270) applique
aux hypersurfaces des théoremes de Veroxese (419) sur les espa-
ces tangenls aux courbes du R, ; et développant plus tard ces
travaux 1l est conduit aux surfaces normales de p'™ espécee dans
le R, aux hypersurfaces normales (M <) (273) et a celles des
surfaces du n® ordre du R, qui appartiennent & aucun R <, (274).
Seare (371, 374) entreprend la théorie des surfaces réglées. Drr
Pizzo (268, 277), Nicour (257), Berrizt (29), donnent des addi-
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tions au travail de Segre (366), tandis que Berzorarr (33) et
Naxsox (253) s'occupent spécialement des hvpersurlaces du
2¢ ordre. Ascroxe (13) étend au R, et Secre (3go) au R, des
théoremes sur la hessienne. Exriques (119) étudie les configura-
tions a contacts d’ordre supérieurs des M} dans R,; Seere (382
examine ceux des Mj du R, qui admettent le plus grand nombre
de points doubles. Horrr (174, 182) applique au R, des théoremes
de la théorie de la courbure; Ricer (308) généralise dans le méme
but les formules de la Géométrie mfinitésimale, formules appli-
(quées par Bavaw (17) a celles des M, du R, pour lesquelles Pana-
logie avec les M, du R, n’existe pas. De la méme facon Crsiro
(88, 89 développe les formules de Copazzi, tandis que Moxno
(247), Mropzieroxskr [246), et Staecken (408) développent la
théorie de la flexion des surlaces. Drr Pezzo (269) ¢tend aux
surfaces la représentation de Veronese d'une courbe du R, par
la projection d’une courbe normale, dans le R, (comparer avee
2750); Scnotte (348) et Hover (176) étendent a des espaces supé-
rieurs : le premier les recherches de Casey et Darboux sur
certaines courbes planes et surfaces de Iespace ordinaire, le
second le théoreme de Biermann sur les plans tangents a une
surface. Hiserr (157) étudie les singularités d'une surlace discri-
minante du R,; Vauex (418) délinit enfin, pour R, Ia surface
de Fresnel.

La théorie des courbes donne lieu a des développements analo-
gues dans le domaine des hypercourbes (M, , dans R . lovrs
(177) fait le premier des recherches générales sur ces configura-
tions; il étend a celles-ci les définitions de la tangente, de lanor-
male principale, de la courbure et de la torsion (1 80). Cesaro (8~
développe dans le méme but le principe du caleul baryeentrique
en définissant les coordonnées barycentriques d'un point comme
masses des sommets d'un corps régulier ayant n 4 1 sommets,
dans le R,. Le méme auteur donne plus tard une théorie des
courbes des espaces supérieurs (g1) et généralise en méme temps
les équations de Délastieité. Casrtrizvovo (81) démontre par la
Géométrie pure, au moyen du R, les théorémes fondamentaux de
la théorie des courbes algébriques, théoréemes démontrés par
Clebsch au moyen des fonctions algébriques. Piroxnini (2g1) étend
aux courbes a triple courbure du R, la Géométrie infinitésinale
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ordinaire. Cassaxi(71) et peE Ruyrs (ro4) appliquent les théoremes
sur la cubique gauche aux courbes normales du n'" ordre dans
le R,; Ascuiert (10) étudie les courbes normales rationnelles du
R,; Loria (235, 236) et Berzorart (30) font des recherches corres-
pondantes pour le R,, et Zecca (435) s’occupe spécialement dans
le R

propriétés de certaines courbes sont aussi étendues aux hyper-

. des courbes du (m-1)™° ordre avec points doubles. Les
courbes. C’est ainsi que Faxo (125) étudie la position de la courbe
gauche d'un ordre donné et de genre maximum du R,, Bruxx
158) les courbes sans points d’inflexion, Lasker (215) celles du R,
coupées par un R,_, en n points; Berrixi considere les courbes
planes comme projections de courbes spéciales du R,. Der Przzo
(275) et Fixe (133) s’occupent des singularités des hypercourbes
et Laxossere (213) des courbures de courbes & une dimension
contenues dans les espaces supérieurs.

La Géométrie énumérative londée par Scmupert ouvrit aux
chercheurs un riche champ d’études; 1'objet principal de cette
géométrie considéré dans sa plus grande généralité, consiste &
déterminer le nombre de configurations qui satisfont a un certain
nombre de conditions. ScuusErT lui-méme a résolu dans toute
une suite de mémoires (351-361) des problemes de cette espece
et d’'une complication toujours plus grande ; il traita, entre autre,
a tour de role : les nombres invariants d’espaces linéaires, le
probleme des caractéristiques et des déterminations de nombres
pour la M quadratique et pour la géométrie réglée. Ces travaux
se relient & ceux de Prrr (282, 284-288), qui donne des déter-
minations numériques surles coincidences de droites et les couples
de points ainsi que sur les intersections d’espaces i plusieurs
dimensions; Srere (391) traite a un autre point de vue ces pro-
blemes, ce qui le conduit & de nouvelles généralisations. Cis-
TELNUOVO (78-80, 83) applique la méthode de Scunvsert dans le
meéme sens que Prénr a des questions générales de la Géométrie
¢numérative, a des courbes algébriques et a des involutions
ationnelles. En outre Cassaxr (70) et Axonro (5) s’occupent de
déterminations de nombres de systemes linéairves; Visanir (424)
traite des caractéristiques des systemes de corrélation entre deux
plans; Pixcmerte (29o), Berzovarr (32) et Burarx Forrt (Go)
¢tudient les hypersurfaces et les hypercourbes; le dernier

Enscignement math. 7
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applique au B, o méthode d'Ilalphen pour la théorie des caracté-
vistiques da R,

Fnflin Stopy (412) donne des compléments sur des nombres de
coniques et réussit, par une représeuntation dans le R, de 'en-
semble des coniques planes, aéelaireir la différence existant entre
les conceptions opposces de Halphen et de Chasles (415).

Dyew (110) fournit des généralisations de théorémes de 1.dna-
lysis sitirs du M, et Porvcaré mountre que, dans le sens de ina-
lysis sttus, une surlace n'est déja plus, dans le R, délinie pav
les « 1ndices de conuexion » de Berrr.

La théorie des ensembles de points est étendue au R, d'abord
par son fondateur Caxvor (67), puis par Loria (233). Maccarni
(239 lixe laconditron d’un systeme ponctuel connectil an dimen-
sions ¢t Scuoxrries (340 uatilise, pour la représentation de
cubes adiverses dimensions, te théoréme de Cantor : un ensemble
a n dimensions posstde la méme puissance quun ensemble a ane
dimension,

Les formes d'espace non euclidiennes a n dimensions furent
d'abord ¢tudides en détal par Kivvixe (199, 202, 203 ), au moyen
d’une géndralisation des coordonnées de Weterstrass ; on tiouve
aussi chez Lz (219, ) quelques remarques a ce sujel. Stouir (fog)
¢tend la formule de la surface du triangle sphéiique a la surface
sphérique de Riemann dans Uespace a n dimensions. Scuvvi-
percrr (33g) donne les traits fondamentaux de la géométrie sphé-
rique lincaire a 7 dimensions ; Heve (135) examine les proprid-
tés de la sphere du R,; enfin Brien (53] élablit que ceitains
espaces a courbure négative consianie ne sont contenus dans
aucun R,, mais peavent ¢tre tivés d'un R

La Mécamigice met aussi a profit cette extension de la géome-
tric. Bocinpin (Dg) réussit a développer, au moyen des méthodes
de Grassmann, la théorie des forces agissant sur un corps solide,
duns diverses formes d’espace, a plusieurs dimensions, la théorie
des biquaternions étant ici en défaut. Kinaxe (200) ¢tablit pour
des poinls assujelils a ‘demeurer sur une sphere a n dimensions
du IR, ,,, les bases de la méecanique, des espaces non cucli-
diens ; CoLz (fgj) ¢tudie les rotations dans le R et Canizzo (62)
dans le I,

Le besoin de représenter des fonctions analytiques par des
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figures géométﬁcples, a aussi conduit a utiliser les espaces a plu-
sieurs dimensions ; ainsi Burrazzr (34) étudie les expressions
analvtiques qui représentent, en chaque point du M, une fonce-
tion a n variables véelles, finie et continue dans M,. Vorrerna

(426-430) étend au R,, la théorie de Riemann des variables

(mnph‘\eq il étudie dans les hvperespaces les fonetions conju-

~

gudes et établit 'intégration Gompletﬁ d’un systeme d'équations
ci.Iéren'tieHes p(u‘tlules, h Uintérieur d'un espace sphérique.
(est dans ce méme domaine que se classent les études de Fasnr
“1o1-129), sur les fonctions dans les hyperespaces. ,

Les mémoires sur des nombres complexes d'ordre supéricur se
placent aussi dans la liste des recherches & z dimensions ; car ces
quantités, quoique étant, au premier abord, d'une nature pure-
ment analvtique, forment cependant, comme Grassmann le mon-
tra le premier, la base la plus simple des studes de la géométrie

i1 plusieurs dimensions. Mentionnons encore parmi les travaux
vécents, la démonstration de Waierstrass (433, établissant la
poss;blhto d’une arithm othuc des nombres Comn eXCSs avee un
nombre quelconque d’unités principales, et la conception due a
Duperine (103), des grandeurs hypercomplexes comme nombres
ordinaires plurivalents. A ce dernier tra\'aﬂ, se rattachent les
¢tudes analytiques de Perensex (267), Berrory [(22) et Weven
(434), sur la théorie de ces nombres. Pur contre la représcuta-
tion géométrique en fut donnée par Scmvr (365) qui considere
les composantes d'un nombre complexe a 7 membres, comme
coordonnées d'un poin’c du R, ; il donne pouar établir la liaison
entre ces nombres | mtwpl étation oeometuqae et rattache leurs
relations fonctionnelles a la théorie des transformations de Lie,
¢tude continuée par Srupy (413-414) et Scuserrers (320).

Scuexpit (322) donne des applications des méthodes de Grass-
mann, a la géométrie a plusicurs dimensions ; enfin Stoxy (403)
¢tudie les opérations fondamentales des nombres supéricurs com-
plexes. L'étude de ces nombres et de leurs opérations a éelairel
notablement la manitre de les envisager et simplifié les caleuls,
On reconnut que des symboles incommodes et des calcals sym-
boliques peuvent ¢tre remplacés de la fagon la plus avantageuse
par 'imtroduction de ces nombres ¢t des opérations les concer-

nant; tous ccs essais ont abouti enfin aux unités et opérations
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de "Ausdehnungslehre. Les tentatives d’extension de la théorie
des quaternions a un plus grand nombre d’unités ont eu le méme
résultat ; 'exemple de Chapman qui, a cet effet, utilisa un nou-
veau symbole sans remarquer que celui-ci avait la méme action
que la « multiplication extérieure » de Grassmann, le montre du
reste ; dernierement encore Smaw (399), quoique travaillant dans
un autre but, fit une erreur tout analogue.

Pour terminer rappelons encore la question suivante bien sou-
vent discutée : Quelles sont, parmi les nombreuses formes d’es-
pace abstraites des mathématiques celles qui possedent leur
image concrele dans notre univers, (domaine de 'expérience).
Il est indiscutable aujourd’hul que notre univers n’est pas pourvn
de plus de trois dimensions et que tous les essais tendant a lui
en ajouter une quatrieme sont a rejeter. Il existe par contre une
question encore non résolue, celle de savoir si cet espace est
sans courbure plan ; ou si, d’apres une hypothese émise par Zowe-
NER (439), 1l posseéde une courbure positive, fut elle méme inap-
préciable. Rien ne fait présumer non plus que notre univers se
trouve dans un espace a quatre dimensions existant réellenent
comme un plan dans un espace a trois dimensions. Il est vrai que
Bresca (52) a formulé une hypothese analogue pour expliquer
certains faits chimiques. D’apres Mosr (249) aucun fait physique
ne nécessite une telle hypothese. Simoxy (402) y opposa des con-
sidérations sur la matiere.

On connait une série de phénomenes cinématiques qui sont
impossibles dans un espace a trois dimensions et qui, par contre,
sont exécutables dans 'espace a quatre dimensions. Clest ainsi
que NEwcoms (252) montra qu'au moyen d’un passage par l'espace
a quatre dimensions, une surlace matérielle fermée pouvait, par
flexion, étre transformée de telle facon que le c6té intérieur
devienne coté extérieur et vice versa, Horpr (171-172) et Dunice
(109) qu’une certaine courbe gauche fermée et pourvue d’un lacet
pouvait en étre privée par un passage au travers de l'espace a
quatre dimensions, passage durant lequel la courbe reste fermée.

Si on considere pour clore cet apercu, tout le développement
actuel de la Géométrie a n dimensions, développement qui est
encore loin d’é¢tre terminé, on doit reconnaitre que l'apparition
de cette branche des mathématiques marque une eére nouvelle




LA GEOMETRIE A n DIMENSIONS . 97

dans 'histoire de la Géométrie ; de nouvelles voies sont ainsi
ouvertes aux chercheurs dans des domaines inexplorés, et la
Géométrie, méme en restant dans son ancien domaine intuitif,

est [ructifiée et enrichie & bien des égards.

D" Victor Scuircer (Hagen, Prusse).
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