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SUR LE DÉVELOPPEMENT ET L'ÉTAT ACTUEL

DE LA GÉOMÉTRIE A n DIMENSIONS (')

Une nouvelle branche des sciences mathématiques, la Géométrie

à n dimensions, s'est développée progressivement dans la
seconde moitié du siècle. Dans le vaste domaine qu'elles se sont
ouvert, ces recherches ont été fécondes en résultats importants
et, de plus, la Géométrie limitée au champ déjà connu leur doit
des points de vue nouveaux faisant apparaître en particulier les

méthodes dans leur signification la plus claire.
Actuellement, il semble que renseignement doive commencer

ii tenir compte des développements que nous venons de signaler,
et cela d'autant plus que l'étude des domaines avec plus de quatre
dimensions a provoqué des améliorations et des extensions dans
la représentation géométrique en général. En essayant de résumer

pour cette revue les travaux considérables relatifs à ce sujet et
en les référant à une nomenclature aussi complète que possible,
nous espérons que notre tentative sera bien accueillie par les
lecteurs que les questions nouvelles intéressent.

I

On ne saurait dire que la notion d'espaces et de figures à

dimensions multiples doive son origine aux recherches géométriques

contemporaines. Elle existait depuis longtemps en germe :

P) La première partie de ce mémoire a paru en 1886 dans le recueil allemand
Leopoldina et l'auteur a rédigé la seconde partie, qui donne à ce travail son actualité,

pour son insertion dans l Enseignement mathématique. Il est accompagné
d'un Index bibliographique dans l'ordre alphabétique des auteurs cités; c'est à cet
Index que se réfèrent les numéros mis entre parenthèses dans le texte.

Enseignement math. (>
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puisqu'on avait reconnu que le mouvement par lequel la droite
résulte du point, le plan de la droite et l'espace du plan implique

chaque lois l'existence d'une dimension de plus, on pouvait
par la pensée continuer indéfiniment ce mode de génération, bien

que Vintuition (l) des figures cessât d'être possible. Toutefois, le
caractère empirique de la Géométrie fit d'abord condamner cette
incursion au delà de l'intuitif comme inutile, contraire a l'expérience

et même absurde. La notion dont il s'agit trouva dans la
Géométrie analytique un puissant élément de progrès. La
représentation des lignes et des surfaces par des équations a deux et
trois variables conduit a la question : comment les équations a

quatre variables doivent-elles être interprétées Dans d'autres
domaines l'analyse forçait directement la Géométrie à sortir de

l'intuitif : les racines imaginaires font admettre un champ qui
n'est pas réel et la notion de l'infiniment grand implique des

figures infiniment éloignées ; or, par l'emploi de ces innovations
les restrictions de certaines propositions de Géométrie
disparurent.

Ge fut en essayant vainement de démontrer le postulatum d'Eu-
elide que l'on franchit pour la première fois les limites de la
Géométrie expérimentale. Déjà en 1792, Gauss (i4°) concevait
le principe d'une Géométrie dans laquelle le postulatum n'est pas
valable, et Boutai en 1 802 (3g), Lohatschuwky en iBdo (201)
le développèrent avec une ampleur de déduction telle que ces

deux savants sont les fondateurs d'une Géométrie transcendan-
taiefy) caractérisée en particulier par ce fait que la somme des angles
du triangle < 2 droits. Mais il n'existait aucun domaine qui permît
de contrôler par des résultats valables ce qui pouvait sembler des

paradoxes et ces recherche# restèrent ignorées. Puumaxx en

i8o4 (310) et IIulmjioltz en 1868 (102) furent conduits, par des

recherches analytiques sur la différentielle de l'élément linéaire,
à imaginer des espaces satisfaisant a certaines formules générales
dont l'espace euclidien est un cas particulier. Ceci constituait un
double progrès : d'une part, aux deux possibilités de la Géométrie

(1) Par intuitif Fauteur entend susceptible d'être vu in lui ti veinent ou immédiatement.

(-) Cette géométrie est appelée par Gauss non euclidienne, par Bolvai absolue,
par Klein hyperbolique.



LA GÉOMÉTRIE J n DIMENSIONS 79

euclidienne et de celle de Lobatsehewsky venait s'en ajouter une

troisième, à savoir que la somme des angles du triangle > 2 droits ;

de Lautre, les résultats nouveaux s'appliquaient aux espaces a

dimensions multiples. L'introduction de la notion de courbure

permettait de caractériser avec précision le domaine de la G éométrie

non euclidienne. Beltrami en 1868 (20) avait montré que la surface

a courbure négative constante réalisait les résultats de

Lobatsehewsky ; on put constater que la troisième possibilité
avait pour champ d'interprétation la surface sphérique a courbure

positive constante. Ainsi se formèrent les conceptions aes

formes d'espace de Lobatschewky à courbure constante négative
et de itxeinami (positive) pour un nombre quelconque de

dimensions.
C'est d'un tout autre point de départ que procédèrent les

travaux de Grassmann que je 11e fais que mentionner ici, leur objet
essentiel étant le calcul géométrique. Par une conception
d'importance fondamentale, il créa, sans rien emprunter à la
Géométrie analytique, une analyse parfaitement adéquate à la recherche

géométrique, réalisant l'idéal entrevu par Leirmz (216).
Cette méthode capable d'extension dans le domaine des dimensions

multiples fut exposée dans toute sa généralité dans I'Ausdehxuxcs-

lehre en i844 x4ö)- Let ouvrage contient tous les principes d'une
Géométrie a 11 dimensions, et il faut en signaler la portée en ce

sens que la Géométrie réelle apparaît comme l'application de la
science abstraite de l'extension à l'espace représentable. Les

principes établis par Grassmann f 14ö) ont été énoncés plus tard

par Erdmanx (120) sous une forme nouvelle.
Toute une série de travaux se rattachent à ceux de Riemann et

de Ilelmholtz et sont essentiellement analytiques. Il s'agit de fonctions

de n variables, de problèmes de transformations, d'expressions

pour la mesure de la courbure, et les résultats géométriques
sont plutôt des interprétations des résultats analytiques que le but
qu'on se propose. La généralisation d'une formule il deux ou
trois variables est indiquée comme s'appliquant aux Mn (x). Dans
cette catégorie se rangent les travaux de Kroxecker (20p),

0 £uns ce qui Suit 011 emploie les abréviations suivantes : R11 signifie espace
linéaire (droite, plan, etc.) a u dimensions; Mf espace courbé (courbe, surface,
etc.) a r dimensions et d ordre y;; Gu, Géométrie à n dimensions.
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Beez (19), Lipschitz (221-228)31 Christoffel (94)? etc. Les
géomètres spécialistes se tenaient sur la réserve à l'égard de ces

incursions dans le transcendantal, bien justifiés en pensant qu'il
y avait encore beaucoup à trouver dans l'espace euclidien et dans
le plan ; mais les expressions propres à la Cn se naturalisaient
dans le langage mathématique et la nécessité de relier aux
autres connaissances ce nouveau domaine s'imposait de plus
en plus. Bien que la Géométrie du plan et de l'espace eût été

libérée des liens de l'analyse par Steiner dont la force d'imagination

donnait à ses recherches une valeur indépendante de sa

méthode, et que Grassmann eût depuis longtemps trouvé un
mode de calcul propre a la Géométrie abstraite, c'est encore aux
méthodes usuelles de la Géométrie analytique qu'ont recours la

plupart des savants dont il faut rappeler les noms. Betti (35)
s'est occupé des principes généraux d'une Géométrie analytique
à n dimensions et a traité entre autres des rapports linéaires, de

la limitation et du fractionnement des Mn. Lie (217, 218) a étudié

les figures correspondant aux lignes et aux surfaces, l'intersection

orthogonale, la sphère à n dimensions et a donné une
extension du théorème de Dupin. Jordan (186-188) a établi les
conditions des directions parallèles et perpendiculaires de champs

plans, a étudié leurs invariants-simultanés et a étendu le principe
de la substitution orthogonale et ceux de la théorie des courbes
relatifs a la courbure ; de plus 011 lui doit des recherches trigo-
nométriques et cinématiques. Une partie de ces résultats, ce qui
concerne le principe d'Euler sur la rotation autour d'un point fixe,
avaient été aussi obtenus par Schlaefli (327). Frahm 136) a

considéré ce même problème de Mécanique dans un Rn + 1. G. Cantor

(63, 64) 2 montré comment le nombre des variables dont
dépend la position d'un élément dans le Kn se réduit lorsque cet

espace cesse d'être continu et a étudié les relations de deux

points dans des champs de cette nature. Netto (204) a démontré

(pie la relation réciproque entre deux champs à m et à n dimensions

11e peut pas être en même temps continue et univoque.
S. Kantor (189) a étudié les transformations linéaires dans le

Rn dont Eichler (112) s'était déjà occupé. Pilgrim (289) a déterminé

le nombre de parties dans lesquelles un IL est partagé par
n PWl. Brunei, (56) a étudié les propriétés métriques des cour-
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bcs dans le Rn et Kretkowsky (208) a donné les coordonnées

d'un point equidistant de n -j- 1 points dans un Rn. Enfin Genoc-

chi (142) a attiré l'attention sur le fait que celles des recherches

de Cauciiy (84) qui peuvent être rattachées à la Gn sout
antérieures à 1847.

Les travaux déjà mentionnés de Beez et Lipschitz font partie
d'une autre catégorie concernant les multiplicités avec courbure,

comprenant aussi les recherches d'Ovmio (260) sur les rapports
des métriques, de Killing (194) sur diverses formes d'espaces,
de Schering (324) sur les figures dans ces champs, et sur la

pesanteur et autres forces, de Beltrami (21) sur les lignes géo-
désiques, de Geiser 14G sur une question de maximum, enumeration

qui n'a pas la prétention d'être absolument complète.
Entre temps il faut signaler des tentatives pour transporter

dans un domaine représentable les résultats de la Gn. En 1870,
Cayley (85) considéra les coefficients de l'équation d'une courbe

assujettie à certaines conditions comme les coordonnées d'un
point dans une multiplicité. Spottiswood (4o4, 4°3) attaqua
directement, le problème en partageant en groupes de trois
éléments les variables d'une équation, le dernier groupe pouvant
renfermer deux ou une variable. Si l'on considère alors les
éléments d'un groupe comme des variables et les autres comme des

paramètres, l'équation constitue pour chaque groupe un svstème
de surfaces et tous ces systèmes dans leur ensemble donnent
l'image géométrique de l'équation. Halphen (i49< projeta une
Mn _ 1} sur [n—2) IG et Veronese (419~4S 1 ^ appliqua d'une
manière systématique le principe de la projection et de l'intersection

à l'étude des relations projectives. Ce Aie (99) représenta une
surface, donnée par deux équations à quatre variables dans R-,

par une surface dans R3 satisfaisant à la condition de similitude
des éléments infinitésimaux. Il faut rappeler des essais de
représentation d une M. dans 1\3 ion dés dans la plupart des cas sur la
substitution d un élément représentable, la densité par Schettler

(3a 1), la coloration par Most (249) à la quatrième dimension.

Les considérations par lesquelles Duiiring (107) assimila la
Mécanique de Lagrange a une G. rentrent dans cet ordre de
travaux ; la plus ancienne des tentatives de ce genre est sans doute
celle du spiritiste anglais Henry More au xvuc siècle qui, du reste,
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comme l'a montré Zimmermann ^oßj, ne cherchait pas clans une

quatrième dimension un élément analogue aux trois dimensions.
Ces essais ne semblent pas avoir amélioré Ja représentation des

figures et de plus il est fâcheux d'introduire un élément étranger
a îa recherche mathématique pure. Dans cette question il ne
reste d'autre parti à prendre que de sacrifier les dimensions
d'ordre élevé et de ne représenter les figures que par leurs
projections d'après les méthodes usuelles, et ce procédé n'est réalisable

que s'il s'agit de passer d'un champ au champ immédiatement

inférieur.
lui méthode projective donne lieu au procédé probablement le

meilleur pour obtenir la compréhension des Mu. fin se guidant sur
le passage du plan a l'espace, on peut passer de R3 a ih, et aller au
delà en renonçant à toute représentation. Cette manière de procéder
s'est montrée féconde ; elle a conduit a la conception du corps a

quatre dimensions limité par des corps à trois dimensions. Aux
plus anciens travaux de ce genre appartiennent ceux de Rudel
(3 i 4-3x6) sur les rapports des points, droites, plans et espaces
dans Pu, sur les plans qui se croisent et sur la congruence et Ja

svmétrie. On doit à JIorrE loq-ificg une série importante de

recherches dans lesquelles, partant d'une extension plane d'un

grand nombre de conceptions spatiales, il a découvert une foule
de propriétés des Mn et donné un ensemble de résultats intéressants

sur la métriqne de Ru La considération de la figure limitée
a conduit plusieurs des auteurs cités auxquels il faut joindre
Dur eue 108) a l'extension du principe d'Pul er sur les polyèdres
aux M?î, G. Cantor ..63-66 a étendu a Rn ses recherches sur les

multiplicités de points. Kantor (Ago) s'est occupé, ainsi que
ScnuREicr ufig, 35o) des configurations dans R% tandis que
Study '411)? V'dv A méthode des déterminants, a donné un grand,
nombre de propositions sur les angles, les pyramides et les

puissances par rapport a un cercle. Un ouvrage de Mehmke (afiuj
traite les mêmes sujets et par l'application de la méthode de

Gi'assmann donne l'extension des propriétés des points singuliers

du triangle. Cette même méthode a servi à Schleueu ('] (daHi

pour étendre les propriétés des points harmoniques, des média-

f1) L'autour du présoul nn'inoire
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nés et du centre de figure du triangle aux figures analogues
dans R

Les nouvelles notions représentatives ont aussi trouvé leur

application dans la Géométrie projective. Déjà en 1872, dans ses

recherches sur les équations différentielles partielles, Dàrboux

(101) était arrive à déterminer les transformations de contact
dans Rn. Des recherches ultérieures (102) l'on fait renoncer a

l'emploi de projections tirées de R4, à cause de son dé la ut d utilité

pratique. En connexion avec les travaux de Lie, Klein (200,

206) a établi la liaison entre la Géométrie réglée et la Géométrie

métrique de R4 avec extension à Rn. Sèche (366, 867, 870) a

donné un exposé détaillé des propriétés des surfaces du
quatrième ordre à double section conique, en les considérant comme
projection centrale, de la section de deux figures quadratiques
à trois dimensions dans R,, sur R3.Dans l'ouvrage de Meyer (420,
424) sur l'apolarité et sur les courbes rationelles, des extensions
d'une grande généralité sont obtenues au moyen des ressources
de l'Algèbre moderne.

Il faut parler ici d'un problème d'un intérêt spécial consistant
à déterminer les figures régulières de l'espace plan à quatre
dimensions qui correspondent aux polygones et aux polyèdres
réguliers. Vu l'irrégularité présentée par le fait qu'il existe une
infinité des premiers et seulement cinq des seconds, l'attention
est attirée sur ce qui a lieu dans R,. Rappelons seulement que la

figure ne doit être limitée que par des polyèdres réguliers et que
à chaque sommet et sur chaque arête le même nombre de ces
solides se joignent. Citant pour mémoire un essai insuffisant de

Emsmann i i 3) pour trouver les figures correspondant au triangle
et au tétraèdre, il faut mentionner Hoppe (109) qui a défini cette
ligure et déterminé son volume ainsi que ses analogues dans les

champs plus élevés. A cette série Sciieffler (821) a joint celle
qui commence par le carré et le cube, et montré qu'en laissant
de côté la condition d'égalité des arêtes, la solution dans R;i est
celle des racines d'une équation du degré. Rudel (817), qui
trouva ces mêmes séries, donna onze procédés pour construire les

figures régulières de R-, ; mais les deux seuls utilisables conduisent

aux deux séries ci-dessus et c'est en construisant leurs
projections sur R3 qu'on parvient aux autres figures. Ces projections
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sont des figures composées d'un certain nombre de polyèdres. On

peut les obtenir de deux manières : soit en procédant du dedans

vers le dehors par une formation progressive, soit du dehors

vers le dedans par une décomposition. Stringham (4°6) et

Hoppe (170) ont obtenu la solution complète du problème, en

employant l'un ou l'autre des procédés. Schlegel (Sag) a employé
le second procédé également avec succès. Il résulte de ces recherches

que l'on connaît dans II. six figures régulières respectivement

limitées par 5, 16, et 600 tétraèdres, 8 hexaèdres, 24 octaèdres

et 120 dodécaèdres (x). De plus, Stringham a établi que les

trois séries commençant respectivement: 1) par le triangle, le

tétraèdre, le pentaédroïde (limité par cinq tétraèdres) ; 2) par le

carré, l'hexaèdre, l'octaédroïde (limité par huit hexaèdres) ; 3)

par le carré, l'octaèdre, l'hexadécaédroïde (limité par 16 tétraèdres)

continuent dans toutes les multiplicités et que dans tout
Rn supérieur à R4 il n'existe pas d'autre figure régulière. Qu'il
me soit permis d'ajouter qu'en renonçant h la régularité des

figures limites j'arrive à une plus grande généralité pour les figures

elles-mêmes et que j'obtiens nombre de résultats relatifs à la

courbure et à la théorie métrique. Forchhammer (.1 35) est également

parvenu aux solutions mentionnées ; Puchta (296, 297), a traité
la question par l'Analyse. Sciiapira (319) a remarqué que les

nombres figurés qui se présentent dans la multiplication abé-
lienne de séries infinies trouvent leur signification dans les

figures régulières de multiplicité élevée.
Des recherches de ce genre ont de l'importance en raison des

nouveaux aperçus qu'elles ouvrent sur la Géométrie du plan et
de l'espace, sur le Calcul différentiel et la Mécanique. C'est ainsi

que Lie (219) en a tiré une nouvelle méthode d'intégration. La

dépendance des propositions analogues dans le plan et l'espace
est élucidée par l'extension à Gn. 11 arrive aussi qu'on obtient des

résultats nouveaux en spécialisant les propositions relatives a R;l.
Le théorème de Halphen (149) sur hî nombre de points doubles
dans une courbe du miùmc ordre en est un exemple.

(*) Des modèles des solides de projection sont fournis par la librairie Martin
Schilling, à Halle.
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II

Ce qui précède permet de constater la grande diversité de directions

qu'ont suivies les premières recherches sur les espaces a

dimensions multiples durant une période d'environ quinze ans

f ï 8y i " 1886). Depuis lors, les difficultés du début étant surmontées
el les arguments des contradicteurs réfutés, l'activité scientifique
a produit une si riche littérature que, dans un simple aperçu
historique comme celui-ci, il nous est impossible de mentionner
autre chose que les traits fondamentaux et, les résultats caractéristiques

de ces travaux.
Bien que d'une manière générale, la Gn ait obtenu gain de

cause, divers travaux ont pour objet de démontrer que cette
science est un développement logique et progressif de la
Géométrie (202,333) ; d'autres tendent à écarter des méprises ou à

expliquer comment les géomètres conçoivent l'espace à plusieurs
dimensions et, en particulier, l'espace à quatre dimensions (202,
147, 240, v83). Il existe de nouveaux procédés qui, par une
transformation a l'espace ordinaire, rendent représentable la
Géométrie des hyperespaces (43o, 131, 258, 206). Réciproquement,
par un passage inverse, des problèmes trouvent leur solution. Klein
(207), par exemple, définit les coefficients d'une équation du
11 "'me de gré, comme coordonnées ponctuelles variables dans un Rn,

et par ce moyen rend possible le dénombrement des ' racines
réelles. Faxo (124) considère une congruence de droites du
Riems orc|re ei de 7zw/"eclasse, comme une M0 m 11 dans une M2, du

1 - 4

R... Frattixi appelle (187)3 groupes de k dimensions », ceux
dont les éléments peuvent être caractérisés par k indices. Segre
(38q) considère les groupes de h points pris isolément dans k

espaces, \\p, Ry comme éléments d'une M: (oil c

P + <( + )• Les applications à la Physique 11e font pas 11011

plus défaut. Ball (16) cherche, pour expliquer la nature de
l'étirer et de la pesanteur, à obtenir 1111 corps homogène élastique,
par le principe d'un mouvement infiniment petit dans une
quatrième dimension. Staeckel (4°7) lait correspondre à chaque profil

ème de Dynamique celui d'un mouvement d'un point dans un
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Rn, dont la solution dépend du même problème analytique ; il
traite (4°7) une classe remarquable de mouvements dans un lin,
et peut ainsi suivre intuitivement le cours du mouvement.

Brunel (%), Andrade (G), Joly 18 5 s'occupent, de généralisations

analytiques, Killing (190) étudie de nouvelles configurations

se rattachant à cette Géométrie. Richstein (106) et Galdeano
138, 109) lournissent des documents sur la littérature du sujet.

Schendel (12?)) remarque que les déterminants de rangs
supérieurs déjà étudiés par von Escherich, trouvent leur représentation

naturelle par un groupement de leurs éléments à l'intérieur
d'un corps à plusieurs dimensions correspondant au carré et
au cube. Shade (09:2, 390) exprime, par des déterminants de

cette espèce, le volume jet les autres propriétés de la « figure
régulière » l\n dimensions qui est limitée par 11 -j- 1 corps à 11— i
dimensions ; et Bahnsen (3oi) découvre au moyen de déterminants
les propriétés de divers corps à n dimensions.

Aux corps à plusieurs dimensions se rattache d'ailleurs une
littérature si abondante, que seule, celle de la Géométrie projective

dans le Rn, peut lui être comparée. Toute une série de

travaux s'occupe exclusivement des corps réguliers. Rudel (3ï8)
étend sa méthode de détermination des deux premières séries de

ces corps se continuant dans tous les espaces, à la troisième série,
confirmant ainsi les résultats de Stringiiam. Schlegel (334-,

338j obtient la représentation de ces trois séries de corps sur le

plan. IIeyl (i56) fait des modèles de projection des corps réguliers

à quatre dimensions, mais 11e s'en tient pas à un principe
unique ; aussi ne s'accordent-ils qu'en partie avec ceux construits
autrefois par Schlegel. Hall, Sciioute et Belegener étudient les

corps réguliers du IT, : Halt, (i48) construit des formes de corps
de projections pour les trois plus simples, Sciioute (443, 364)
étudie les sections et projections régulières des cinq plus compliquées,

Belegener (55) résume les propriétés des six corps en
les reliant aux résultats de la géométrie élémentaire du Rv.

Il faut encore citer Galdeano 138) qui décrit des modèles de

projection, Sciioute (341 ([ul réunit les propriétés élémentaires

connues jusqu'à présent des corps cités plus haut
Bieemann (97) qui, par intégration, détermine la surface et le

volume de la sphère à n dimensions, et un anonyme (i83). La
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formation clos carrés magiques est étendue par Serina:err (33y) et

plus tard par Àrxoux (7, an) au cube à 11 dimensions, et ces

corps numériques sont représentés systématiquement dans le

plan. La première série des corps réguliers, avec 11 + I sommets,
est le sujet de nombreuses études. Leurs volumes sont déterminés

par Loria (a. 34), Liras (220), Clifford (9 5) et Ce sa 110 (86,: qui
calcule aussi leurs médianes ainsi que leurs moments d'inertie,
ceci comme application au calcul des probabilités; Hoppe (170,
176) utilise leurs axes d'inertie principaux comme axes de

coordonnées pour les sommets du corps, il calcule pour les corps à n

dimensions ayant 11 -f- 1 et 11 -f- 2 sommets, Lexpression fzndV,

déjà déterminée par Routh pour le triangle, le tétraèdre le
quadrilatère et le pentaèdre. Sylvester et Sharp) 3cj4, 396, 3q8)
enfin trouvent d'autres propriétés de ces corps.

Les partages d'espace se ratlacliont à la théorie des corps réguliers.

Dans ce domaine, Eberhard (mi) étend au Rn des théo-
r è m es de S teine r, E u 1 e r, C a u c hy, L is ti n g ; 11 k s s 353, 1 5 4 j c t

S ciiiu:ce L (336) utilisent les corps réguliers du R. dans le but de

déterminer, pour l'espace à trois dimensions, de courbure
constante, des partages réguliers ; Coursât (ï43j passe réciproquement

du partage d'espace aux projections a trois dimensions des

corps réguliers du R Schotte (345) donne enfin trois systèmes
de partage pour l'espace à 11 dimensions.

Les corps réguliers ont pris une plus grande importance par
l'étude des transformations qui ramènent un corps de ce .genre
a lui-même. Coursât (146), le premier, étend ces recherches aux
corps du R,, en donnant à la théorie de ces corps, par la
détermination des groupes de substitutions linéaires à quatre variables
et d'ordre fini, les fondements analytiques qui la mettent dans le

rapport le plus étroit avec la théorie de la translormation. Ensuite,
Vax Oss (209) examine les groupes de mouvements de ces corps,
IMascum: (241) représente le groupe de rotation, par le diagramme
des couleurs de Cayley ; Bifruaxx (38), par une substitution
linéaire d une variable complexe lait revenir sur eux-mêmes les
sommets des corps réguliers du R;;.

On étudié aussi, les ligures de plusieurs corps non réguliers du
Rn. 11 est procédé a des déterminations métriques pour le
parallélépipède. par LmscujTz (a3o), pour la pyramide du Rn, par Lasker
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(214) pour le prismatoïde, par S citout e (347), Par SchlegKL
(322) pour le prisme du 11- en commentant cette recherche par un
modèle de projection. Poixcark (293) étend un théorème
d'Euler sur le polyèdre, aux polyèdres à 11 dimensions ; Schotte
(348, 346) étudie des corps du Rn admettant n -f- 2 inversions et
donne dans le 11- les formes cristallines les plus générales du

système régulier.
Nombreuses sont aussi les extensions de la Géométrie élémentaire

aux espaces supérieurs. Cassaxi (69) entreprend ces

développements systématiquement d'abord pour le R4, dont la
Géométrie est en même temps interprétée comme Géométrie réglée
du 116, puis pour le Rn Veronese (4^3) de même, avec une base

philosophique très complète; une critique de Péano a provoqué
un intéressant échange d'opinions. Del Pezzo (276) donne un
tableau des postulats, définitions et théorèmes fondamentaux
de la géométrie linéaire projective du lln. Cassaxi (72) traite la

métrique du 11.; Segre (386) détermine sans calcul, les propriété,s
descriptives du R-, par analogie à celle des espaces inférieurs et
donne la démonstration d'un théorème de Kleix (878 relatif
aux conditions sous lesquelles un espace a n dimensions est

linéaire. Schlegel (335) fixe les différentes formes des groupes
ponctuels du Rnj, Toxelli (417), Peddie (266), Bertixi dans le

dernier chapitre du 69, 20) trouvent des théorèmes sur les
intersections d'espaces et sur les espaces avant une partie commune
de dimensions multiples et d'ordres divers. Busciie (61 étend

au Rn les relations harmoniques) Kühxe (212) de même. Divers
théorèmes sont donnés par Hoppe (178) et de la Rive (311).
Hoppe (178, 181), Cassaxi (68, 78) et aussi Castelxuovo (74)
s'occupent des angles des espaces linéaires; Jordax (186)les étudie

analytiquement et Yeroxese (419) au moyen de la Géométrie

pure. Hoppe (179) et Schotte (34^), Veroxessî {422), Schlegel
(331) traitent respectivement de la congruence et de la symétrie
dans le Rn, des configurations, et des systèmes de coordonnées

polaires.
Dans le domaine des groupes de transformation, les recherches

utilisant le Ra, se sont montrées fécondes en résultats; ce

qui se rapporte aux corps réguliers a déjà été mentionné plus
haut. Notons une étude analytique de Coee (91) sur les groupes
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de transformations ramenant une sphère à quatre dimensions

è elle-même. Kastor (191-193) étudie les transformations quadratiques

du Rn; Del Pezzo (278, 279) et Faso (128, 129) s'occupent

des transformations de Cremona; Faso étudie (126, 127) les

groupes de transformations continus et projectifs servant a déterminer

certaines Mn algébriques et leurs relations entre elles; il
généralise aussi (i3o) les groupes de Jonquière. J. Brill (54)

traite des transformations ponctuelles dans le Rn et Excel (i ï4-*

115) des transformations infinitésimales. Les groupes de

transformations de Lie, en corrélation avec la théorie des formes

spatiales ainsi que les groupes transformant un Rn_â d'un domaine

limité, en un autre Rn_4 du même domaine, sont étudiés par

Killing (201, 204). Del Rey (5o4) s'occupe des groupes de

transformations linéaires à involutions du Rn ; Page (261, 262) étudie

divers groupes du iL, en particulier certains groupes primitifs.
Laxdsrerg (212) enfin, utilise les groupes du IL. pour définir

comme élément d'espace, un groupe de m éléments, représenté

par un système de m (.n — m) équations, généralisant ainsi, dans

un domaine a n variables, la notion connue de Plücker.
De même que pour les corps réguliers du R-, 011 cherche aussi,

par des projections, représentations et applications du principe
de correspondance, à faciliter l'intelligence de diverses

configurations à plusieurs dimensions et à établir leurs propriétés.
Del Pezzo (271) traite d'une façon générale le problème de la

projection d'une M2 et d'une Mr d'un espace sur un autre ; del Re

(3o5) cherche les projections successives des quadriques du R„ ;

Bertïxi (28) considère des courbes planes comme projections de

courbes spéciales du Rn, et Vivant 1 (425) montre que des

formules récurrentes de certaines fonctions arithmétiques, formules

que l'on trouve dans la théorie des types finis (endliche Ordnungstypen)

établie par G. Cantor, ont leur vraie origine dans une
projection de certaines configurations du Rn sur un espace inférieur.
Segee (383) représente sur le plan une M/ du Rn, Aschieri (10)
l'espace réglé sur le R-, Autonne (i4 et i5) les points d'un plan
sur une M2 unicursalc et située dans le Rn ; Loria (237) rapporte
les droites d'un R3 aux points d'un R,. Kühne (210) donne pour
le Rn des représentations conformes dans les espaces supérieurs,
et Pcchta (3oo) le fait pour un système de courbes orthogonales
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sur une sphère à quatre et à n dimensions. Panxeeli (264) trouve
une correspondance entre R3 et R., qui conduit a la représentation

de Klein d'un complexe linéaire sur l'espace ponctuel,
Mllesî (aqb) prouve d'une nouvelle manière, qu'une corrélation
entre le lllu et le Ru, ne peut être continue et univoque en
même temps; Castelnuovo (77) généralise des théorèmes de

Clebscu de Sturm et de Rosanes sur des groupes ponctuels
associés; Cesaro (90) donne des formules pour les déformations
infiniment petites d'une surface du Ru; Pucuta (299) étudie les

déformations continues d'une Mu; Schur (363, 364; celles des

corps à courbure de Riemann constante et celles d'une 3L du R/(.

La Géométrie projective, dont les principes et raisonnements
ont été1 pour ainsi dire sans exception, généralisés de cette façon,
est un domaine qui se prête spécialement aux recherches du Ra,

et ces études sont presque toutes dues a un groupe de savants

italiens; elles se rapportent aux relations fondamentales chez

Àsciiieiu (12) aux postulats chez Fano (128) et Amodeo (3, 4), au

passage dans le IF de théorèmes de la Géométrie des droites chez

Bkktini (24) et Sec re (366-368), a la théorie des polaires chez
Bha31 aiLEA 01) et YYaelsch (43n), a la détermination de I\î
supérieurs au moyen de M résultant de projections chez Zinduer (438) 7

a des relations collinéaires et ddinvolution chez Loiua 232, 238),
Predella (290), del Re (3o4)? à des correspondances chez Ber-
zolahi (31), de Paolis (260), Giudice 144)? j)EL 61 e (3o2, 3o3

Palatini (263), Amodeo (i, 2), Ciiizzonï (q3), Pieti F281),
Bgrdica (44), Asciiïeai (8), à des homographies chez Enriques
(116-1 18), Se g r E (069-372)., Bertixi (20, .26, 27), Predella (294),
Ascuierç. (9, 11), Deeeyts (io5), à des correlations chez IIirst
(108) et Eontené 134)? —• a des complexes et congruences chez

Boildica (do, 48-00), Schumacher (36a), Ricci (009), Castelnuovo
(70, 82), S eu re (386, 387). Ce dernier détermine sans calcul,
les propriétés descriptives dull, et étend les premières propriétés
focales des faisceaux et gerbes de droites du R.,„ à ceux et celles
du Rv.

On sait que des théorèmes de la Géométrie plane se démontrent

souvent le plus facilement par des sections etprojections de

figures de l'espace; ce procédé appliqué aux espaces à plus de

trois dimensions, conduit à de nouveaux résultats du domaine de
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la Géométrie élémentaire. C'est ainsi que Bordiga (4o, 42, 46,

4~ déduit du Re des propriétés de surlaces des 5% 6fï et yc

ordres, et étend (43) ces considérations aux surfaces de degré

_L m (m -g- 1) du R„,nï ; il donne aussi une représentation plane

des surfaces réglées normales situées dans leRn(4i). Segue (3~o)

trouve dans le principe de la projection des figures du Il. la base

organique de la théorie des surfaces du quatrième ordre avec

conique double ou conique de rebroussement. R étend ensuite

des théorèmes relatifs aux surfaces réglées de genre 1, 2, 3, aux
surfaces dhm genre supérieur quelconque, (877, 380) et donne

aussi la solution de diverses questions nouvelles relatives a la

Géométrie ordinaire. On généralise une formule numérique de

Sturm sur les surfaces réglées d'ordre n3 de genre p (384), et il
en résulte le théorème de Clifford sur la relation existant entre

une courbe de genre p et d'ordre n > 2 p — 2 et un R < [p-p)

(385). Finalement l'examen des 315 du R4 fournit de nouvelles
surfaces et systèmes focaux du R3, ainsi que des propriétés
nouvelles de configurations connues (388b Les recherches de Cas-

O \ *

telnuovo (76) sur la géométrie des courbes elliptiques, se rattachent

aux études de Segrh (38o), Cosse hat (98) utilise enfin le
R, pour ^étudier celles des surfaces algébriques qui contiennent
plusieurs séries de coniques.

L'analogue d une courbe du plan et d'une surface de l'espace
est une hypersurface (31n_i dans Rn) ; ces figures sont l'objet de

nombreuses recherches. Sylvester et Sharp (897) donnent des

théorèmes sur leurs polaires; Ricci (807) généralise le problème
des systèmes de surfaces orthogonaux ; Puchta (298) étudie les
surfaces développables les plus générales; Moore (548) étend, au
R„ les études de Picard sur les surfaces algébriques dont les
sections planes sont toutes rationnelles. Del Pezzo (270) applique
aux hypersurfaces des théorèmes de Veronese (419) sur Los espaces

tangents aux courbes du Rn ; et développant plus tard ces
travaux il est conduit aux surfaces normales de ^>ieme espèce dans
le Rn, aux hypersurfaces normales (M<2) (278) et à celles des
surlaces du ii° ordre du Ru qui appartiennent à aucun R<n (274)-
s KG RE (871, 874) entreprend la théorie des surfaces réglées. Del
Pezzo (268, 277), Nicoli (207), Bertini (29), donnent des addi-
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(ions au travail de Segre (366), tandis que Berzolari (33) et
Nanson (a53) s'occupent spécialement des hvpersurfaces du
2° ordre. Ascioxe (i3) étend au R, et Segre (3qo) au Rn, des

théorèmes sur la hessienne. Enriques (119) étudie les configurations

à contacts d'ordre supérieurs des M;] dans I bf ; Segre (38a
examine ceux des Mf, du R- qui admettent le plus grand nombre
de points doubles. Hoppe (174, 182) applique au Rn des théorèmes
de la théorie de la courbure; Ricci (3o8) généralise dans le même
but les formules de la Géométrie infinitésimale, formules appliquées

par Banal (17) à celles des M3 du Rv pour lesquelles l'analogie

avec les M, du R3 n'existe pas. De la même façon Cesaro

(88, 89) développe les formules de Codazzi, tandis que Monro
(247), Mlodzieionski (246), et Staeckel (4o8) développent la
théorie de la flexion des surfaces. Del Pezzo (269) étend aux
surfaces la représentation de Veronese d'une courbe du Rrn, par
la projection d'une courbe normale, dans le Rn (comparer avec

270) ; Sc holte (34 8J et Hoppe (176) étendent a des espaces
supérieurs : le premier les recherches de Casey et Darboux sur
certaines courbes planes et surfaces de l'espace ordinaire, le
second le théorème de Bier mann sur les plans tangents a une
surface. Hilbert (107) étudie les singularités d'une surface
discriminante du Rn ; Vaiilex (418) définit enfin, pour Rn, la surface
de Fresnel.

La théorie des courbes donne lieu a des développements analogues

clans le domaine des hypercourbes (Mn_2 dans Rn). Hoppe

(177) fait le premier des recherches générales sur ces configurations;

il étend à celles-ci les définitions de la tangente, de lanor-
male principale, de la courbure et de la torsion (180). Cesaro (87')

développe dans le même but le principe du calcul barycentrique
en définissant les coordonnées barycentrique s d'un point comme
masses des sommets d'un corps régulier ayant n -J- 1 sommets,
dans le Rn. Le même auteur donne plus tard une théorie des

courbes des espaces supérieurs (91) et généralise en même temps
les équations de l'élasticité. Castelxuovo (81) démontre par la
Géométrie pure, au moyen du Rn, les théorèmes fondamentaux de

la théorie des courbes algébriques, théorèmes démontrés par
Clebsch au moyen des fonctions algébriques. Piroxdixi (291) étend

aux courbes à triple courbure du R4 la Géométrie infinitésimale
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ordinaire. Cassani^i) et deRuyts (io4) appliquent les théorèmes

sur la cubique gauche aux courbes normales clu niéme ordre dans

leRn; Aschieri (10) étudie les courbes normales rationnelles du

11,; Loria (235, 236) et Be a Zola ni (3o) font des recherches

correspondantes pour le Rn, et Zecca (435) s'occupe spécialement dans

le Rn? des courbes du (m-j-i)6n,e ordre avec points doubles. Les

propriétés de certaines courbes sont aussi étendues aux hyper-
courbes. C'est ainsi que Faxo (120) étudie la position de la courbe

gauche d'un ordre donné et de genre maximum du Rn, Bruxx
(58) les courbes sans points d'inflexion, Lasker (21a) celles du Ra

coupées par un Rn_1 en n points ; Bertini considère les courbes

planes comme projections de courbes spéciales du Rn. Del Rezzo

(275) et Fixe 133) s'occupent des singularités des hypercourbes
et Laxdsberg (213) des courbures de courbes à une dimension
contenues dans les espaces supérieurs.

La Géométrie énumércitive fondée par Schubert ouvrit aux
chercheurs un riche champ d'études ; l'objet principal de cette
géométrie considéré dans sa plus grande généralité, consiste a

déterminer le nombre de configurations qui satisfont à un certain
nombre de conditions. Schubert lui-même a résolu dans toute
une suite de mémoires (351 -361 des problèmes de cette espèce
et d'une complication toujours plus grande ; il traita, entre autre,
à tour de rôle : les nombres invariants d'espaces linéaires, le
problème des caractéristiques et des déterminations de nombres

pour la M quadratique et pour la géométrie réglée. Ces travaux
se relient à ceux de Piéri (282, 284-288), qui donne des
déterminations numériques sur les coïncidences de droites et les couples
de points ainsi que sur les intersections d'espaces à plusieurs
dimensions; Segre (891) traite à un autre point de vue ces
problèmes, ce qui le conduit à de nouvelles généralisations. Cas-
telxuovo (78-80, 83) applique la méthode de Schubert dans le
même sens que Piéri à des questions générales de la Géométrie
énumérative, à des courbes algébriques et à des involutions
rationnelles. Lu outre Cassaxi (70) et Amodeo (5) s'occupent de
déterminations de nombres de systèmes linéaires ; Visai,lt (42.4)
traite des caractéristiques des systèmes de corrélation entre deux
plans; Pixciierle (290), Berzolari .(3a) et Burali Forti (60)
étudient les hypersurfaces et les hypercourbes; le dernier

Enseignement math. n
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applique au Rü la méthode d'Halphen pour la théorie des

caractéristiques du R3.

Lnbii Study {'41 ^) donne des compléments sur des nombres de

coniques et réussit, par une représentation dans le IL de
l'ensemble des coniques planes^ a éclaircir la différence existant entre
les conceptions opposées de Halphen et de G liasi es ('zjioj.

Dyck q io) fournit des généralisations de théorèmes de VAnalysis

situs du Mn et Pôfxcailé montre que, dans le sens de VAnalysis

Silas, une surface n'est déjà plus, dans le II-,, définie par
les a indices de connexion » de Bern.

La ihcorie des ensembles de points est étendue au Rn, d'abord

par son fondateur Caxtof. (67), puis par Loina (nob). Maccafeiu
(209) fixe la condition d'un système ponctuel connectil à n dimensions

et Scuöxflies (b.40) utilise, pour la représentation de

cubes a diverses dimensions, le théorème de Cantor : un ensemble

a n dimensions possède la même puissance qu'un ensemble a une
dimension.

Les formes ddespace non euclidiennes à n dimensions furent
d'abord étudiées en détail par Kilefag (199, 202, 20b au moyen
d'une généralisation des coordonnées de Weierstras S ; on trouveo y

aussi chez Lie (219,9 quelques remarques a ce sujet. Stouff (409)
étend la formule de la surface du triangle sphérique a la surface

spîiérique de Riemann dans l'espace a n dimensions. Sculem-
11 eh ger (boq) donne les traits fondamentaux de la géométrie sphérique

linéaire a n dimensions ; Heye (i 55) examine les propriétés

de la sphere du Rn; enfin Biull (5b) établit que certains

espaces a courbure négative constante ne sont contenus dans

aucun R-, mais peuvent être tirés d'un IL.
La Mécanique met aussi à profit cette extension de la géométrie.

Bochheim (09) réussit a développer, au moyen des méthodes

de Grassmann, la théorie des forces agissant sur un corps solide,
dans diverses formes d'espace, à plusieurs dimensions, la théorie
des biquaternions étant ici en défaut. Killing (200) établit pour
des points assujettis à demeurer sur une sphère à n dimensions
du Rtl i, les bases de la mécanique, des espaces non euclidiens

; Cole (97) étudie les rotations dans le R et Canizzo (62)

dans le IL.
Le besoin de représenter des fonctions analytiques par des
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ligures géométriques, a aussi conduit à utiliser les espaces a

plusieurs dimensions ; ainsi Bettazzi (34) étudie les expressions

analytiques qui représentent, en chaque point du Mn, une fonction

à n variables réelles, finie et continue dans Mn. \ outerr a

(4a6-43o) étend au RnP la théorie de Riemann des variables

complexes ; il étudie dans les hvperespaces les fonctions conjuguées

et établit Y intégration complète d'un système d équations
différentielles partielles, à l'intérieur d un espace sphérique.
(fest dans ce même domaine que se classent les études de h abri
'121-122), sur les fonctions dans les hyperespaces.

Les mémoires sur des nombres complexes d'ordre supérieur se

placent aussi dans la liste des recherches à n dimensions ; car ces

quantités, quoique étant, au premier abord, d'une nature purement

analytique, forment cependant, comme Grassmann le montra

le premier, la base la plus simple des études de la géométrie
ii plusieurs dimensions. Mentionnons encore parmi les travaux
récents, la démonstration de Wëierstrass (433), établissant la

possibilité d'une arithmétique des nombres complexes avec un
nombre quelconque d'unités principales, et la conception due il

De i)i:k ix i> (io3), des grandeurs h vpereomplexes comme nombres
ordinaires plurivalents. A ce dernier travail, se rattachent les

études analytiques de Peter sex (267), B er lot y (22) et Weyer
f434)i sar théorie de ces nombres. Par contre la représentation

géométrique en fut donnée par Schur (365) qui considère
les composantes d'un nombre complexe à n membres, comme
coordonnées d'un point du Ru ; il donne pour établir la liaison
entre ces nombres l'interprétation géométrique et rattache leurs
relations fonctionnelles a la théorie des transformations de Lie,
étude continuée par Study (413-4*4) M Schaeffers (82o).

Sehexdel (322) donne des applications des méthodes de Grass-

mann, à la géométrie à plusieurs dimensions ; enfin Simony (4o3)
étudie les opérations fondamentales des nombres Supérieurs
complexes. L'étude de ces nombres et de leurs opérations a éclaire!
notablement la manière de les envisager et simplifié les calculs.

O I
On reconnut que des symboles incommodes et des calculs
symboliques peuvent être remplacés de la façon la plus avantageuse
par l'introduction de ces nombres et des opérations les concernant;

tous ces essais ont abouti enfin aux unités et opérations
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de rAusclehnimgslelire. Les tentatives d'extension de la théorie
des quaternions à un plus grand nombre d'unités ont eu le même
résultat ; l'exemple de Chapman qui, à cet effet, utilisa un nouveau

symbole sans remarquer que celui-ci avait la même action

que la « multiplication extérieure » de Grassmann, le montre du
reste ; dernièrement encore Shaw (^99), quoique travaillant dans

un autre but, fit une erreur tout analogue.
Pour terminer rappelons encore la question suivante bien

souvent discutée : Quelles sont, parmi les nombreuses formes d'espace

abstraites des mathématiques celles qui possèdent leur
image concrète dans notre univers, (domaine de l'expérience).
Il est indiscutable aujourd'hui que notre univers n'est pas pourvu
de plus de trois dimensions et que tous les essais tendant à lui
en ajouter une quatrième sont a rejeter. Il existe par contre une
question encore 11011 résolue, celle de savoir si cet espace est

sans courbure plan ; ou si, d'après une hypothèse émise par Zöllner

(439), il possède une courbure positive, fut elle même
inappréciable. Rien 11e fait présumer 11011 plus que notre univers se

trouve dans un espace a quatre dimensions existant réellement

comme un plan dans un espace à trois dimensions. Il est vrai que
Bresch (5n) a formulé une hypothèse analogue pour expliquer
certains faits chimiques. D'après Most (249) aucun fait physique
ne nécessite une telle hypothèse. Simony (402) y opposa des

considérations sur la matière.
On connaît une série de phénomènes cinématiques qui sont

impossibles dans un espace à trois dimensions et qui, par contre,
sont exécutables dans l'espace à quatre dimensions. C'est ainsi

que Newcomb (202) montra qu'au moyen d'un passage par l'espace
à quatre dimensions, une surface matérielle fermée pouvait, par
flexion, être transformée de telle façon que le côté intérieur
devienne côté extérieur et vice versa, Hoppe (i71-172) et Dureoe

(109) qu'une certaine courbe gauche fermée et pourvue d'un lacet

pouvait en être privée par un passage au travers de l'espace a

quatre dimensions, passage durant lequel la courbe reste fermée.
Si on considère pour clore cet aperçu, tout le développement

actuel de la Géométrie à n dimensions, développement qui est

encore loin d'être terminé, on doit reconnaître que l'apparition
de cette branche des mathématiques marque une ère nouvelle
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dans l'histoire de la Géométrie ; de nouvelles voies sont ainsi
ouvertes aux chercheurs dans des domaines inexplorés, et la

Géométrie, même en restant dans son ancien domaine intuitif,
est IVnotifiée et enrichie à bien des égards.

D1' Victor Schlegel (Hagen, Prusse).
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L'ENSEIGNEMENT DE EA GÉOMÉTRIE

ET LES GÉOMÉTRIE S NON-EUCLIDIENNES

I

Quelques analystes intransigeants ont décrété que la Géométrie
ne saurait avoir d'existence propre et qu'elle 11e pouvait
prétendre qu'à illustrer parfois des concepts analytiques ; d'autres
mathématiciens peut-être plus clairvoyants ont apprécié dans

l'intuition de l'étendue une puissance synthétique organisée, une
1 instinctive divination dont la science du nombre a pu recevoir

quelque lumière.
Dans le procès de préséance qui reste ainsi pendant entre deux

tendances de l'esprit humain gardons-nous d'affirmer un de ces

arrêts que les progrès de la science révisent tous les jours.
Plus modeste et plus précis est le but que je poursuis en ce

moment dans cet article ; je constate d'abord le rôle que la
Géométrie joue nécessairement dans la phase primaire de la
culture mathématique : c'est un rôle d'initiation; je me demande
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