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434 L. VAN EMELEN

la théorie des coniques la démonstration des propriétés métri-
ques des foyers. Suns les rattacher a ces théorémes généraux,
et sans 1'’emploi des points associés, on peut élablir trés simple-
ment ces propriétés métriques en notant que I'¢quation des tan-
gentes mendes d'un point (2, 3,v), ot v == 1, 4 une conique

1
[ (%, y, z) = o est
(®f'a 4 51" 4 = P — 4 (afy) [ (xyz) = o.

Sile point (a, 3, v) estun foyer, les tangentes passant par ce
point ont pour coefficients angulaires - 7 et — 7, les axes coor-

donnés étant rectangulaires. On voit done qu’on doit avoir

4F (o, Byy) [y, =) = (f w+ 5[ + 5 P — ¢ [(x — ) (y — )2,

¢ étant unce constante,

Cette équation montre que le rapport des distances d’ un point
de la conique auw foyer et a la directrice cerrespondante est cons-
tant, pourvu que le foyer n’appartienne pas ala courbe. Ce der-
nier cas ne sc présente que lorsque la conique dégénere en un
systeme de deux droites. Le théoreme énoncé permet d’établiv
les autres proprictés métriques focales.,

On voit done combien la définition des foyers proposée par
Plitcker et la notre sont parfaites au pointdevue de laméthode :
¢’est V'une de celles-cl qui, nous semble-t-il, doit étre uviilisée
dans I'ensecignement supéricur.

IT. — DETERMINATION ANALYTIQUE DES FOYERS
6. Partant de la définition : (ou si Von veat de la propriété)
un foyer d'une conique est un point tel que deux droites perpen-
diculaires quelconques qui s’y rencontrent constilue un systeme
de deux droites conjugudées par rapport a la courbe, nous allons
indiquer un procédé de détermination sans changement d axes
coordonnds des foyers, d'une conique dans les cas ol celle-ciest
définiec par une équalion soit en coordonnées cartésiennes ordi-

naires, soit en coordonnées carlésiennes tangentielles,

. Coordonnées cartésiennes ordinaires., — Considérons une
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coniquc représentée par une équation homogéne du second
degre
£ @7, %) = o,

x et y étant les coordonnées courantes d'un point par rapport a
des axes rectangulaires, et 5 étant égal a l'unité.
Soient o et 3 les coordonnées d’un point F, et

¥y — Ax — (f — aA) == o,
x4 by -— (a — i) = o,

les équations des deux droites perpendiculaires qui s’y rencon-
trent.

Ce systeme de deux droites varie en méme temps que A. La
condition nécessaire et suflisante pour que ce systéme soit cons-
tamment constitué de deux droites conjuguées par rapport a la
conique est que I'expression

1 /1 Y
T fa']/ ! pz 1
7 17 1y .
f\ry Iy /1/: A
7 /1 (T o
f‘“ ys 5 (2 i")‘)
). — 1 3 %A 0

s annule, quelle que soit la valeur de ). Cette condition est aussi
celle pour que le point I soit au foyer de la conique.
Le développement de ce déterminant peut s’écrire, en posant

1/ I /7 /! / 3
f.ry Y3 fa']j f!j!/ o fécr fg:/: f;;/z fé/y

0
I YRR 1l oo | T 1 p
25 s fz: fg/: xy 1 ys| 2y f}/y
1opr T T 14 1oy
2P — fy]/ fy; . fTL f_z-: . f.l‘y wy —28 X a2y + (N2 @2) T f{r]/
Ty Ty Ty : 1o s : ’
f]/z f;: f.l‘: e 25 Jys f.’c/: fg/: { i/l/ fll/ly

Q (1 — A%) + 2PA.

Done la condition nécessaire et sulfisante pour que le point If
soit un foyer est que ses ccordonnées satisfassent simultanément
aux deux équations

(1) P—o, Q=o.

La détermination des foyers et la solution de ce systeme sont
done deux problémes identiques.
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8. Pour simplifier I'éeriture, nous poserons :

| AN Ve |
0, 1 1 i
5| T f ol |1 o |
g el

Représentant les coordonnées o et 3 par & et y et utilisant les
relations précédentes, le systeme des équations(1) prend la forme

0 ( Q= axy + bx 4+ ¢y + d = o,
) ( oP=a(x®—y3) + 2cx — 20y + f = o.

Les racines de ces deux e’quations satisfont a I’équation

aP + 2pQ = a (2 — 5% 4 2pxy) + 22 (¢ + bp) — 2y (b — cp)
+ [+ 2pd = o,
v. étant une constante arbitraire,

Donnons a cette constante une valcur telle que le premier
membre de 'équation précédente se décompose cn deux facteurs
linéaires. Il convient a cet effet de donner a p une valeur racine
de I'équation

a pa c 4+ b
La —a — (b —cu)|= o.

le +bp —(b—cp) [-+2dp

Cette équation est du troisieme degré ; mais ses racines se cal-
culent tres facilement : cette équation peut s’écrire, en dévelop-
pant le déterminant précédent et en laissant de coté les détermi-
nants qui sont identiquement nuls :

oalb o a c a o b a o ¢
aoc | +lao—b|p+lo—ac |p+lo—a—Dbl=o,
b ¢ ad be f ¢ — b od c —b f
ou bien
o a b ia 0
a o ¢ p—}—o—a—b [1 -+ p?] = o. (II)

b e ad c — 0

9. Cette équation mise sous cette forme esttrés remarquable.
llle permet d’abord de mettre facilement en évidence une pro-




DEFINITION EI DETERMINATION DES FOYERS D'UNE CONIQUE 437

priété que nous avons déja établie trés simplement dans la pre-
mibre partie. Cette propriété s’énonce en disant que les foyers
sont les intersections des tangentes menées a la conique par les
deux points singuliers (ou circulaires) silués a Uinfini dans le
plan.

Pour montrer la vérité de cette proposition, il suffit évidem-
ment de montrer que les équations
( oP+2Q =a (x4 9yi) 4+ 2 (c + bi) (x i)+ f+ 2de = 0
(=) ( 2P —2iQ =« (x —yi)2 2 (¢ —bi) (x — yi) + f—odi =0
représentent chacune deux tangentes de direction —-iet —u.
Voici comment on peut établir facilement ces dernieres pro-
priétés :

Considérons, par exemple, un point M situé sur 'une des deux
droites P -7Q=0 ou P=—7Q. En supposant que ce point M
ne soit pas un foyer (ce qui revient a dire que la valeur corres-
pondante de P (x, y) est différente de zéro), on sait que les bis-
scetrices de 'angle formé par les deux tangentes menées par ce
point a la conique (le point étant supposé ne pas se trouver sur la
conique) ont des coelficients angulaires racines de ’équation

Q(xr + 2% + 2Pl =o

Cela a lieu en vertu de ce qui est dit au n° 4.
Dans le cas qui nous occupe, cette équation prend la forme

ou
e P {1 — NP =o0.
D’ailleurs, P étant différent de zéro, on a une racine double
b= 1.
Les deux bissectrices de Vangle en question se confondent done
et ont pour direction commune )=

On doit en conclure que la droite passant par M et faisant par-
tie du systeme P -7 Q = 0 est une tangente a la courbe,

1o. Il est utile de faire remarquer que les deux équations (2) pré-
cédentes rameénent la détermination des foyers a la réselution de
deux équations du second degré, qui malheureusement sont com-
pliquées de coelficients imaginaires. Aussi, dans le cas ou Iéqua-
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tion f(x, y, 5) == o0 de la conique ne renferme pas de coefficients
imaginaires, il est préférable, nous semble-t-il, de procéder
autrement.

11. On considérera la troisieme racine de l’équation (H).

[<1le est donnée par la relation

oa b a o ¢
ao c¢lu 4o —a—bl=o, (I1I)
b e ad , ¢c —b f

équation que 'on transformera en avant égzu‘d aux relations (w2>.
Il vient ainsi

0o a b _ f;/r fa/:/y f;/:
wo o= muetad = b =ohafy | G
b e od aoy Yy f;/: /7,/ ,: f;:
© ot o oy | T T T
0 —a—bl=a{——af)if] — o, f/T/T f]’/ | Fag Fg Tooad -
e WL Vi T
Si
L
1l

la courbe est une parabole ; elle n’a qu'un foyver qui se détermine
par la solution du systeme (1) constitué¢ alors de deux équations
linéaires,
Si
Fau {25 T
Loy 13y 1= o

Lty 1

S3

la courbe se compose de deux droites, de méme que toutes les coni-
ques P - u. Q =o0. Mais ces coniques ont toutes le méme centre
que la courbe f/r, y, 7j=o.

On en déduit que les droites P 4-u, Q =0 sur lesquelles sont
situés les fovers ne peuvent rencontrer les droites P 41, Q =o,
auxquelles appartiennent également les foyers qu’en un point : le
point d’intersection des deux droites f{x, v, 5) =o.

Par suite, une conique se réduisant a deux droites n’a qu’un
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foyer; sont point double unique. Siles droites sont paralleles, le
foyer est a 'infini.
Enfin, st aucun de ces eas ne se présente, la relation (III) prend
la forme
f.— 1 .C//y

{ . ———_— .
fL_“ '/

zy
Pour cette valeur de u, I'équation
P+ pQ=o0

représente deux droites passant par le centre de la conique /=0
et paralleles aux deux droites

Sl

fm Y

2 e ————— 2y == 0.

—-J 7
2 oy

a2

Ces deux droites sont donc les axes de la conique.

Donc, les foyers d'une conique sont situés sur ses a.xes.

Pour déterminer les foyers d'une conique, on commencera
done par voir si la courbe ne se réduit pas a une parabole ou a
deux droites. S’il en est ainsi, on procede comme il a été dit plus
haut concernant ces cas spéeiaux. 5'il n’en est pas ainsi, la courbe
admet deux axes dont on déterminera chacune des équations. On
combinera ensuite chacune de celles-ciavecl'une des équations (1).

La détermination se fait ainsi par la résolution de deux syste-
mes de deux équations dont I'une est du premier degré et I'autre
du second par rapport aux inconnues.

On emploie cette méthode sans aucune modification dans le
cas général ; mais dans certains cas particuliers, on peut pour la
rapidité des calculs utiliser les relations (1) mises sous laforme @

Q=1/,1,—>f, =0
oP = fJ” - f:ﬁ — 2]”(\' f;’z — /”\ — o.

(*) Pour vérifier ces résultats il suffit de remplacer dans ces équations 2f,

fv: et fy/ respectivement pour chacune des expressions
2l apll o pll gl ! '
fee + 7y + Pl b o2xyfey o2yl + o2,
1% 1 N
xfn + ;nyr + :fzvl
Wl wa ol
oy + 01y + oy

d'effectuer les opérations indiquées et de réduire a leur forme la plus simple les
. o s £ s L 7 /3 . 1
expressions ainsi ob —_ o (.- — [ — )
I tenues de fIfy 2/](1‘3/ et de [, fy Zf(f;/ [y
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D’aprés ces équations, on voit que si fi=0 ctsifi=/f 1l
n’existe qu'un loyer qui est le centre du cercle représenté par
/v, y, 5) ==o.

Si f,,==o0, on obtient les foyers par la solution de chacun des
deux systemes

fl=o0 et fé:o

=ty — i) =0 2= af(Fl =) =0,

Y

Si fl,=/,; les coordonnées des foyers sont les racincs des
deux systemes.

fLf,—offl, =0 o  fuf,—>ffl,=o0

ry

fL+ =0 fL— [, =o.

12. Coordonnées cartésiennes tangentielles. — Afin de résoudre
le méme probleme en coordonnées tangentielles, considérons
deux droites perpendiculaires d, («,, v,) et d, (u,, ¢,), s¢ rencon-
trant en un point fixe I représenté par I'équation

au + by + 1= o.

On a done, les axes coordonnés étant supposés rectangu-
laires,
wu, + vvy = o,
aw, + by, + 1 == o,
au, + by, +1 = o.

Les deux prcmiéres équations donnent

u, vy, I

—, u, &y, — bu,

Cherchons la condition pour que les droites «, et d, soienl
deux droites conjuguées. Le pole de d, est

wf, + ] =0,
ou .
—wfl -+ wf + (avy — buy) f! = o.

Ce pole sc trouvant sur d,, on doit avoir

— ¢ 151 —+ ulft/‘1 + (av, — bu,) ! =—o,

N
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ou, en tenant compte des relations,

oy A £17 7/ /!
7u1 - nl/;tu + Vlfub -+ fuo

! x £17 /!
f;’l 4 ruv v'/"UZU + Lw’

/ /1
f;{‘l uifzu,(r + Y1l pro + ww)

)

I

I

et
aw, + by, = —1,

) /
— vy (I if i) 4w (ufy] o)) + (av buy) (wif ), + ot )
o [——. s)lfu/r,v ulfb‘/l{) Jl_ (Cl&’i - blt1) fu(‘:{} ((Lll.l + ])V1> =9

Les diverses propriétés énoncées devant avoir lieu, quelle que
soit laposition de la droite d,, pourva que cette droite passe cons-
tamment par F, il faut et il suffit que la relation précédente ait
lieu quelles que soient les valeurs de «, et de ¢,.

On trouve ainsi, en égalant a zéro les coefficients de u?, w9,
et ¢ 2, les trois équations de condition

/1 7 _
uv /;m - fvw {— ab ww -0
L1 £1/ 1/ I 1 r/ A LN e
Mfuu + fm‘ +aﬁcw ——])[Uw afuzu b vw 7 e + b fww"— ’
/1! /7 —_—
- LLU_l—(leU+ bf, uz —ab zow'_ s

Les coordonnées (a, b) des foyers de la conique f(u, ¢, w) =0
sont done les racines du systéme

—_— o __. /1 1 —
) ( abf,! —af!l —bf! - fI' —o,
1
/ 2 ]2 /) 1 /I —o (1
((t ]) > UZU (f Zl)f';’l() Nu f ==l ( ).
On voit d’abord que si f,,, = o, 1l n’y a qu'un foyer qui s’ob-

tient par la solution de deux équations (1') qui sont linéaires ;
on sait que la courbe se réduit alors a une parabole.

Si la courbe n’est pas une parabole, on procédera, pour résou-
dre (1), de la méme facon que dans le cas de coordonnées car.
tésiennes ordinaires. .

A cet effet, on notera que les équations (1') sontde la forme (I).

Si donc on représente par Q et par 2P respectivement les pre-
miers membres des équations (1’), les équations

P+i1Q=o et P—-—iQ=o0

(") Les relations (1) et (1) peuvent aussi se déduire immédiatement les unes des
autres d’apres une transformation connue.
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se décomposent chacune en deux facteurs lindaires. Cela a licu,
ainsi (ue ce que nous avons encore a dire en vertu de ce qui a ¢été
é¢tabli au n° 1o.

Au moyen de ces deux derniéres équations, la détermination
de a et celle de b se font par la résolution séparée de deux équa-
tions du second degré, dont les coeflicients sont malheurcusé-
ment compliqués d’tmaginaires.

Aussi, si les cofficients des variables dans l'équation de la
conique /' (w, ¢, w) = o sont tous réels, il est préférable de con-
sidérer la valeur du p, racine de 'équation linéaire

/! /! /! s
0 . R &
0w fcu) (RN O fuw
" — — fU {11 .
2w o wee [ T o 201 vIv —= O
/] /1 o 11 ! 17 /! £11
— —_— 2‘ — s
v uio uv fuw v /uu /ur

ou, en divisant le premier membre par /!

e

1/ /!
uv Qw i 3 5
El’_[ 112 ___ //2_____/](1// —_ //‘> »//Jzo.
I/ /7 [ wwe v \ 1 uu vo) T
uw W

Pour cette valeur de w1l'équation PP - u Q == o se décompose
en deux f{acteurs linéaires.

Pour obtenir les coordonnées (@, o) des points foyers, on com-
binera chacun de ces facteurs égalés a zéro avee 'une des équa-
tions (1’). La solution du probleme se [ait ainsi au moyen de
deux systemes d’équations, dont I'une est du premier, 'autre du
second degré par rapport aux inconnucs.

Notons encore que, d’apres I'équation linéaire qui donne la
valeur de wetd’apres ce quiest ditau 2° 11, la condition nécessaire
et sulfisante pour que la conique f («, ¢, w) == o rapportée a des
axes coordonnés rectangulaires se réduise a un cercle est quel’on
ait simultanément

/!l
uv o

] f// vt uu ! vv vie T
wio Lo

o I 1[I I T
=0, et /;,H(,' f ( ) !

-

L. Vanx Exurex (Louvuin).
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