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414 M. LELIEUVRE

Théoreme de Poncelet. — 1l résulte de la que si la relation (1)
détermine un polygone proprement dit de m ¢dtés inscrit dans V,
elle en détermine une infinité de ce méme nombre de cotés, et U'on
peut prendre un sommet de Uun d’entre eux en un point quelcon-
que de la courbe. Fn effet I'équation I' (z, #) = o doit étre véri-

fide iden liquement.

Application avx coniques. — Supposons que la courbe unicur-
sale U soit une conique C: les lignes brisées correspondantes a (I
et inserites dans C seront, comme on 1’a vu, circonscrites a unc
conique fixe I' . Les points S; seront les points de C d’otr les tan-
gentes menées a I' seront confondues: ce sont done les points
communs aux deux coniques C et I'. Les points T; seront les points
de C d’ott une des langentes menées a I' sera aussi tangente a C:
ce seront donc les points de contact avec C des tangentes com-
munes a G et a I'. 5’1l existe un polygone de m cotés inserit dans
C, eirconserit a I', ot wutre que les quatire solutions replices du cas
général, 11y en aurva une infinité. Lorsque m ne dépasse
pas 5, on peut toujours construire une conique I' inscrite daus
un polygone quelconque de m c¢otés inserit dans C; d'une
maniere générale, quel que soit m, pour que le théoreme de
Poncelet soit applicable aux coniques C et I'y 1l faut ct 1l sulliv
qu’on puisse nscrire dans C et circonscrive a I' une ligne briscée
fermée de m cOtés commencant en un point de C awire que les
points P, ou Q; trouvés ei-dessus, par exemple en Uun des points
S, ou T, Leemple : je joins deux points A et B de € et je mine
la tangente BT a C aupoint B. Si je construis une conique I’ tan-
gente a AB en A et a BT en un pomnt arbitraive, il y aura une
infinité de triangles inscrits dans C et circonserits a I', & cause
de Vexistence du triangle particulier dont les cotés sont AB, BT,

BA, suivis successivement en partant de A.

11

Lguation {Z’Ezzler'("). — Les variables @ et y liées par la rela-

tion (I} satisfont a ['équation diflérentielle obtenue de la facon

suivante :

(') Yoir LAacour, N, A. de Mathématiques, 1899, p. 293..
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On a en différentiant (I) et en désignant par P, Q. R les
polyndmes obtenus en remplagant.x par y dans P, Q, IR :
(2Py+4 Q)dy + (2P x4 Q))dx = o0;
Mais en vertu de (I) on a:
2Py + Q ===/ QP— 4PR =+ /X
en désignant par X le polynome biquadratique (* — 4PR (qui
peut s’abaisser a un degré moindre, une de ses racines au moins
devenant infinie). Sijappelle Y ce que devient X par la permu-

tation de y et de &, je vois que 2 et y vaviant, ils demeurent lics
par 'équation

, dx dy
(1) — = ==
"/ AN V Y

On appelle équation différentielle d’fuler toute Céquation de
cette forme, dans lagquelle X0 est le polynome général du qua-
tricme degré en ., et Y le méme polynome en Y, soit par
exemple :

N = aprt 4= a0 a0 - a4 a. .

Réciproguement, toute équation d Luler (11} s'integre a Laide
d'une relation algébrigue 1) entre x et y. — 1l sutfit de choisiv
fes polynomes PP, Q, R de la relation (1) de sorte que Ton ait
identiquement : Q* — 4PR == X. Or, interprétons équation 1)
comme une correspondance entre deux points d'une conique (
situés sur la méme tangente a une autre C()Ili({tl(’. I

St je me doune € arbitrairement, je devrai choisir I de telle
sorte que les quatre point S; communs a I et C soient preéciscé-
ment ceux dont les paramétres v sont les racines de X = o,

La question se réduit alors a coustruire une conique purlicu-
liere D passant par ces quatre points, que le polvnéme N déter-

-
’

mine sur €

Sije représente par C =0 et D = o les équations des eoni-
ques G et D, la conique I' sera une quelconque de celles du fais-
ceaun linéaire ponctuel :

D+i)C=o0

9 . . - ® A . 3 ¢
¢t Parbitraire % jouerale role de la constante d'intégration, dans
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générale obtenue en éerivant la condition qui exprime

que la corde MM’ joignant les points de parameétres & et y sur C,

l’intégrule

est tangente a .
D’ailleurs 1l est facile d’avoir une conique pzu'ticu]ibre D du

faisceau linéaire : car je puis rapporter la conique C a un trian g'l ¢

de véférence 7 =—o (3: 0 v == o tel que son écqquation par rapport
@ ce triangle soit :
o
Czﬁz —ay == o.

[.es coordonnées homogenes «, 3,y d'un point courant M de C

seront alors défintes en fonction du parametre & par :

oc__.@__y

X2 x 1

Par suite s1 'on considere la coni([ue d’('\quation :
D= ay2* 4 a; o3 + a,3* 4 a,py 4-a,y* =

1l est évident que les parametres v de ses points communs avee (.
seront les racines de X = o : d’ou timmédiatement 1’intégm§{‘

générale algébrique de Péquation d’Euler.

Représentation elliptique de la correspondance (I). — Dans
I'équation (1I), les variables étant séparées, on peut aussi inté-
grer directement par quadrature des deux membres. Pour cela
on devra (dansle cas général), recourir aux fonctions elliptiques :
on sait(") construire une fonction elliptique bipolaire I (1) d'une
variable « vérifiant I'équation différenticlle :

[ dF(U) jd = @l 4 a, F? + a,1? + 1" + «,

du
K . . . Y, . 5
en supprimant, pour simplifier]’écriture, 'argument # ausccond
membre). Les périodes 20 ct 20 de I¥ <u) seront déterminées en/
fonction des coefficients a du polynéme X. Si daus I’équation (H
on pose alors

x = Fu), y = I(v),

clle deviendra :

du—=t+ dy =0 dou wuy —= conslante.

(') Voir par exemple ArprLL et Lacour, Traite élémentaire des fonclions ellip-

lrgues, p. 251,
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4

N . ) A 3 T

Dailleurs on sait qu'en appelant s la somme des poles de I {u)
on a, quel que soit-p : F(s—¢)= F(vj) ; par suite un seul signe
sulfit devant ¢ dans lintégrale générale, qu'on peut des lors

éerive

¢ =u-+C

§ désignant une constante arbitraire. Ainsi, en posant.w ==1" «)
dans toute relation (1} engendrant Uéquation (11}, les deux valeurs
correspondantes de y seront de la forme y =F (40" et
y' =T (u+T"), T et T’ désignant deux quantités indépen-
dantes de « et convenablement choisies ; d’ailleurs si l'on rem-
place « par w4 ', les valeurs correspndantes a y seront par
suite F (¢ 42T et F (« - G" +0"); I'une d’elles doit étre v : en
général ce sera la seconde en sorte que I’on peut toujours suppo-
ser O 0" ==o.

Ainsi a toute relation \1/ correspondent une fonclion elliptique

I (u) et une constante G, telles que si Uon y pose : x =1 (u), les
dewr valeurs correspondantes de v sont I (u—-G) et I’ {u — ‘G).

Remarquons que ce théoreme revient au théoreme d addition de
la fonction elliptique I (u).

Application auwx lignes briséesinscrites dans une unicursale. —
Si nous inscrivons dans une ligne unicursale U une ligne brisée
déterminée par la velation (I), quand nous aurons construit la
fonction I («) et caleulé la constante ‘G correspondante, nous
pourrons déterminer les parametres & des sommets successils
par des arguments x# en progression arithmétique de raison G,
soit w, u 4G, u + 2C... w4 m'G... Par suite, la corde qui ferme
la ligne brisés inscrite de m cotés joindra les points d’argument
et u—-(m— 1) G : quand u varie, ¢'est-a-dire quand on change
de ligne brisée, les extrémités seront liées par la relation biqua-
dratique symétrique entre I (1) et F[u 4+ (m — 1) G], qui corres-
pondra par conséquent a la méme équation d'Euler [obtenue par
élimination de la constante (m — 1) G| que larelation (I) : elle ne
différera donc de cette relation (I) que parla constante d'intégra-
tion. D’olice théoreme particulier au cas ot U est une conique C :
St un polygone de m cités est inscrit dans une conique C el si
m— 1 de ses cdlés restent tangenls & une conique fixe U, le m™ ™
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I~

coté enveloppe une conique appartenant aiw méme faiscean linéaire
ponctuel que Cet ',

Enfin la condition de fermeture de la ligne brisée inscrite de m
cOtés sera s ' (u+mG)=F(u), d’oli, en appelant s la somme
des poles de I («) :

w-+mG =u ou ui mG=s—u(mod. 20, 20",

La premiere équation est vérilice, quel que soit u, pourvu que
mS =:0 : le théoreme de Poncelet est alors applicable.
[La seconde au contraire détermine le sommet d’argument «
par ia relation
ou = 5 — mC + 2k -2k,

K et K' ¢tant deux enliers arbitraires; on peut des lors réduire
tout avgument « qui v satisfait a 'une des quatre valeurs :

o o o o
s — mO S — moO s —moO s —moO

! !

Ce sont les arguments des sommets initiaux des quatre lignes
brisées repliées qui sont, en général, les seules solutions de la
question,

Ainsi la condition de fermeture de toute ligne brisée inscrite de m

coles est

IIICE;._:_O.
Reéduction « une forme canonique. — Il est commode de

ramener la relation (I} a une forme telle que le polygone X cor-
respondant, dans Uéquation d’Euler (1I), ait une des formes cano-
niques de Weierstrass ou de Legendre. On sait que la réduction
de X dune telle forme peut se laire par une substitution homo-
graphique, qu’on effectucra a la fois sur x et sur y. Mais on peut
y arriver plus simplement ainst :

Interprétons la relation (1) comme une correspondance entre
dewx points d’'une conique G situés sur une méme langente a une
autre conique I : il sulfit, pour obtenir le résaltat demandé, d'un
choix convenable du triangle de rélérence auquel on rapporte
Cet T, et de la réprésentation paramétrique de C.

Choisissons en effet, comme ci-dessus, un triangle de référence
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formé de deux tangentes & C:a==o0, y==o0 et de leur corde de

s, . .»4 I ("2
cantact B =o ensorte que I'équation de Csoit: C= 3" —ay==0.

Représentons de plus un point de C en fonction du parametre &

par les éqllfltiODS :

Pour que le polynome X soit réduit par exemple ala forme de
Weierstrass '
X —

’1'3 — O 1’ — (I'.

o2 o3

r
—

il [aut d’abord que I'un des points communs aux deux coniques

Y

C et T, déterminés par X ==o, corresponde a x infini sur la
conique C:on prendra done un des quatre points communs a G

Y4

et a T, soit S, pour sommet 5 o du triangle de référence,

d'olt le ¢61é y==o0 qui sera la tangente a C en ce point; puis, un
choix convenable de lorientation du cdété P=o permettra de
faire que X soit privé de termes en 22, L’équation de la conique I'

sera des lors, d’aprés ce qu'on a vu, ramenée a la forme :

e /4 N . 2 ) —
U= 4af — g,07 — 8¥ + 4A(B2 —ay) = o.

La (onction I' (1) sera maintenant réduite & p (u, g,, &) (que
jéeriral simplement : pu), et les parametres des sommetls suc-
cessils d'une ligne brisée considérée sevont: pu,p(u—+D)...
p (u—mG)... En particulier, au point S, v est infini : si 'on pose
alors @ ==pu, on pourra prendre en ce point «w==o0 : done pC
sera la valeur de x au sommet suivant, c¢’est-a-dire au point de
rencontre de G avec la tangente a I’ en S. Comme cette tangente

a pour équation : 5 — ky== 0 on voit que 'on aura :
]J%O =k

ce qui flee G (au signe pres). Il résulte aussi de la que les valeurs
de % pour lesquelles I' dégénere en deux droites doivent étre
celles des parametres x des points communs a C et a I' autres
que S, c’est-a-dire les racines de U'équation 44* — g,k —g,=o0 ;
d’ott on déduit immédiatement 1'équation en X discriminante du
faiscean linéaive (C, I'), par rapport au triangle de reférence de
réduction; prenons 1'équation du faisceau sous la forme

I'4- 2 C==o0 : l'invariance des racines de I'équation en A donnera
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immédiatement les relations entre & (ou0), g,, g, et les invarianls
simultanés des deux coniques C et I’ rapportées a un triang]e de

référence quelconque. Si par rapport a un tel triangle, I’équation
en A du faisceau, I' -7 C==0 est :

AN 0240, + A, = o,
on trouve les formules suivantes, dans lesquelles o désigne un
{acteur arbitraire tenant a ce que le choix du triangle de réfé-

rence ne sulfit pas a fixer completement les formules de latrans-
formation de coordonnées :

49° ] 2;21)%0 29/)"% p"(\)’
A e T e,y
Conditions analyliques de fermeture. — Pour que la relation (I/

définisse des polygones inscrits fermés de m cotés il faut et il
suffit que la constante ‘G correspondante satisfasse a : mC ==
c’est-a-dire a : pmG== o. D'olt une premiere méthode évidente
pour exprimer cette condition : chercher a exprimer pm en fonc-
tion de pC, g,, g, ; on pourra ensuite revenir de la aux invariants
simultanés A; @, ©, A ; on est ainsi conduit au probleme de la
multiplication de 'argument.

Multiplication de Uargument (1) — La fonection doublement
périodique paire pmu doit étre une lonction rationnelle de pu.
Cherchons cette fonction rationnelle 2 'aade de la formule

g(m - 1) us{m — 1)u

s2musiu

(1) pmu— pu = —

On a d’autre part :

1 2 2
pmi— pu = — — { d Lomu — .d L(o-u)m'l]

m? du? dut
¢’est-a-dire :

I d? TINU

mu — pu == — - :
pmu l m?:  du? (gu)m?

\ gmu

Cect conduit i considérer lafonction auxiliaire 4, (1) = el

On voit immédiatement qu’elle est doublement périodiquc aux

(*) Voir Ltvy, Precis sur les fonctions elliptiques, p. 19y, — ‘GrREENHILL, Trailé,
p. 454. La méthode suivie ici est plus simple que celles de ces deux ouvrages.
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périodes 20 et 207, et n’a d'autres poles que « =o a la multipl-
3 iy ! i . / .
cité m®> — 1; elle est donc une fonction entiere de pu et p'u:

dailleurs, sa parité est celle de m - si m est pair, elle sera done
une fonetion entiere de pu, et si m est impair, le produit de p'u

par une telle fonction. Le calcul de pmu se ramene alors facile-

Y, car la formule <Ij‘. donne 1mmeédia-

I

ment a celui des fonctions

tement :

N s 2
. e U Wby () T d
1) pnu — pu = Tnd (1) : m?  du?

L'v!’m(u\‘

/

d'ol la relation de récurrence Loh je supprime "éeriture delar-
gument wj

3 2 ! —_— |1 12
()> m '~'{uz+i Yin—l = Ym Y m Y e

11 suffit done de connaitre Lf)l et :J, pour déduire de la les sui-

T2U

! ! ) LI I O A
vantes; or on a: v =1 ety, == rrna d'ordre 3; d'ou aussitot:
! o - '5‘\1[ 4
'«) —_— — ])'/u. On en déduit facilement par la formule 3
"j . 3))!2 L I )u:)_ ’l/ _— )/,v T )I!" \th
»3_‘11 1] "}—1‘\[} [‘{J .
On aura ensuite pmu par (1)
p'l’%n — Ui 1 Yt
mu = ! L :
P 'Ednzz

D’ailleurs, une fois les deux termes exprimés en fonction
rationnelle de pu, la fraction est irréductible : car U, sera un
polynone entier en pu de degré m* — 1, puisque « == o est pole
d'ordre 2/m* — 17 de la fonetion ; or pmu doit précisément deveniv
wfint par m*— 1 valeurs finies de pu, correspondantes a mu = o.
w=o0 c¢tantexcepte,.

La condition de fermeture des lignes mscrites de 72 cotés sera

[ g % | o por \ .
done : &3, (6, =E (p'6)==0, E désignant un polynome entier de
e L 2
dogze mi—1.
On revient facilement de la aux conditions invariantes relatives
aux deux coniques Cetl':1ln'va qu‘h substituer aux quantités

PO, & &, les invariants simultanés par les formules ci-dessus ;
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pour m==3 par exemple, on retrouve aussitét la condition
connue 40\ —0* =o.

Théoreme de Cayley. — Cayley est arrivé autrement a la con-
dition de fermeture par la remarque suivante : pour que m'c ==
i faut et il suffit qi’il existe une fonction doublement pério-
diyiwe D (0, enticre par rapport « puw et p'u, qui n'ail d aulres
rucines que la racine muliiple dordre m : u="0.

Fon effet, toute fonction entiere de pu et p'u ne peut avoir d’au-
tres poles que w==o0; la somme de ses poles dans un méme pa-
rallélogramme de périodes sera done==o; par suite, 1l ensera de
méme de la somme de ses racines, de sorte que st elles sont
toutes ¢gales a'C et en nombre m, on devra avoir mG =o ; réei-
proquement, cela sutfit pour qu’on puisse construire cette fone-
tion par la formule de la décomposition en produit, sous la
forme :

Lol — O )
Plu) = A — )

= (A, constante arbitraire).
s(u— mO)(zu,m1
Pour appliquer 1ici ce théoreme je remarque (ue je puis
’m)»‘rn / \“ ~ . ) 2 19 \‘ / n 2y .1,;*'.—1 .
¢evive @ (u) sous la forme I (pu; - p'u I, (pu), en désignant
par et I, des polynémes entiers en pu; on choisira aisément les
degrés de IPet de I, suivant la parité de m, de facon que v == o
soit pole muluple d'ordre 72 de la fonction : dans tous les cas, on
trouve que le nombre total des coefficients de I¥ et I est e,
Prenons pour variable p==pu; 1l faut et 1l sullit qu’on puisse
P |
choisiv les cocefficients de I et de IY,, de sorte que la lonction

I . | E A /3 2 . P At o ‘ v o1 - } C\/a a3 ' dr »
Fo) 41, (¢ \/qv — g’y — g, admetie la racine ¢ = p© a lordre
de multiplicité  m. Je fais alors la substitution linéaire

- Ao~ :
p==pO-} —, ) étant la nouvelle variable.

’

L.a fonction deviendra :

e e g B AE - A
EQ) 4+ K (A)k//; <1/ O +T> a1 <])LO —+ 7 >_g:;

o et étantentiersen A et respectivementdes degrés de Fetl.

On reconnait alors sous le radical 1)1‘écisémentle pl'emie rmembre

de Péquation discriminante du faisceau ' A C==o0, pris sous la




DEFINITION ET DETERMINATION DES FFOYERS D’UNE CONIQUE 425

forme réduite : on peut le remplacer par le premier membre

7= " A 2 « 3 - . . SN .
b =& 8, h— 072 A% On développera alors \/A{4) su
vantles puissances entiéres croissantesde s ; et on égalera a o les

m premiers coelficients du développement de I (7, +E, (2 \_/A (7
quienrésulte, ce qui donnera 7 relations linéaires et homogenes
entre les coefficients des polvnomes E et E, : annulation de leur
déterminant donnera la condition cherchée sousla forme indiquée
par Salmon ‘sections coniques, p. 584 .

M. Levievvee (Caen .

DEFINITION ET DETERMINATION ANALYTIQUE

DES FOYERS D'UNE CONIQUE

PRELIMINAIRES

Pour plus de clarté nous avons divisé cet article en deux par-
ties. Dans la premiere, nous étudions au point de vue de 1'ensei-
gnement les diverses définitions qui ont été emplovées pour
désigner les fovers d'une conique. A ces définitions, nous en
avons ajouté une nouvelle, qui nous semble destinée a tre
utilisée dans P'enseignement.

Dans la deuxieme partie nous montrons comment cette nou-
velle définition condwt naturellement a an procédé de détermi-
nation des foyers d'une conique, procédé bien plus élégant et
plus commode que les procédés connus. Nous v avons présenté
nos résultats sous une forme condensée en laissant de coté tous
les caleuls que le lecteur peut facilement effectuer lui-meéme.
Afin de ne pas trop étendre notre travail, nous n'avons indiqué
ce procédé de détermination que dans le cas ol la conique est
rapportée & des axes coordonnés rectangulaires: la méthode est
d’ailleurs la méme dans le cas d’axes obliques.

Ce procédé possede un certain intérét au point des résultats ;
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