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410 M., LELIEUVRE

les systemes de logique algorithmique ; les uns et les autres sont

d'atlleurs parfaitement compatibles. attendu qu’ils sont radicale-
) i

ment difl'érents en principe et ne sauraient en aucune maniére se
rempylucer. L. C.

SUR LES POLLYGONES DE PONCELET

La recherche des conditions que doivent remplir deux coniques
pour qu'on puisse inserire dans 'une un polygone circonserit a
I'autre, est une question bien connue: elle se résume dans le
théoreme suivant. énoncé par Poncelet : s'il existe un polygone
de m cdtés inscrit dans une conique O et circonserit a une autre I',
tlen existe une infinité d’ autres du méme nombre de cotés. Beau-
coup de problemes qui se rattachent a cette proposition ont été
résolus par des méthodes variées et il est par conséquent utile,
ct d'un incontestable intérét, au point de vue de 'enseignement
surtout, d’envisager la question dans son ensemble : ¢’est ce que je
me suis proposé de faire, en suivant un beau chapitre d’Halphen
sur le sujet ('). Je diviserai cel exposé en deux parties: l'une,
toute élémentaire qui ramene en somme le probleme a ses élé-
ments les plus sumples, la seconde qui le rattache a la théorie
des fonctions elliptiques, et qui suppose la connaisssnce des fon-
dements de cette théorie.

Relation [)i{/UﬂJ/'ali(/ue symétrique enire deurx variables. — l.es
deux sommets sitaés sur un coté d’'un polygone mserit dans une
coniqgue (. et circonscrit a une autre conique I' sont deux pmnts
M et M de la conique C qui se correspondent sur cette 1igne par
la condition que la droite qui les joint soit tangente al’. On peul
de cette maniere laire correspondre a tout point M de C, deux

N MarLvueN, Zraile des fonctions elliptiques, t. 11, c¢h. x.
pPreques, 5




SL'-J{ LES POLYGONES DE PONCELLET 411

autres points M’ et M” de cette conique situés sur les tangentes
a I qui sontissues de M ; d'ailleurs, au point M’ de C, correspon-
dront de cette maniere deux points de C dont I'un sera M. Sup-
posons alors que les points de C, qui est unicursale, soirent
déterminés individuellement en fonction rationnelle dun para-
métre, de sorte que les coordonnées homogenes de chacun deux
sont proportionnelles a des polvnomes quadratiques par rapport
a ce pzn'mnétre s les paramétres xrety de deux points correspon-
dants M et M’ seront liés par une relation biquadratique syme-

(rigue (ui pourra s'éerire :

(T Ary? L Bav(e +3) 4+ Clx? +2Y + Doy +Er +3v + F =0

ou encore :

v2(Ar2 4+ Br 4+ C) (B2 Dr+E)+ Cr? - Ex +F=P»? 4+ Qv+ R=o.

Les coellicients des termes semblables des polvnomes entiers
en ., P, Q et R, forment un déterminant svmétrique.

Réciproguement, toute relation de la forme 1" peut étre inter-
prétée comme établissant entre deux points M et M de C, de
paramétres v et y, une correspondance telle que la droite qui les
joint soit tangente a une conique fixe I' : car cetle relation revient
a une relation quadratique entre .« -~ y et &y, et par conséquent
équivaut & une relation quadratique homogene entre les coordon-
nées homogenes w, ¢, w de la droite MM', qui sont, comme on
sait, proportionnelles a des fonctions linéaires de & - y et vy.
La conique I' peut, bien entendu, dégénérer en unc variété
tangentieile formée de deux points, dmuucts ou conlondus. .

()bsm\ons dailleurs que cette correspondance entre M et M
revient a la suivante : les deux points M et M’ sont conjugués par
rapport ala conique C, telle que I' soit la conique covariante de
C et de C,, enveloppe des cordes que ces deux coniques divisent
harmoniquement : 1l est bien [ucile de déduire de la relation g
Iéquation de C,. De la résulte la corrélation entre le probleme
des poly gj(mes de Poncelet et celui des polygones inscrits dans
une conique C et conjugués par rapport a une autre C,: l'étude
du premier probleme équivautacelle du second.

Remarcuons enfin que la correspondance que nous établissons
entre deux points M et M de C peut étre remplacée par celle des




412 M. LELIFUVRE

deux tangentes a I 1ssues d’'un méme point de C: dans la sulte

o
nous emploierons seulement la premiere.
généralement, la relation fondamen-
tale (I) établit entre deux points M et M’ d’une courbe wnicursale

Généralisation. — Plus

quelconque U, définis individuellement, 'un par le parametre .,
l'autre par y, une correspondance telle qu'au point M en corres-
pond deux autres M et M”, et qu'a M’ en correspondent deux dont
Uun est M. 11 s’en suit ue la relation (I) peut étre regardée comme
définissant une famille de lignes polygonales inscrites dans U :
car partons d'un point M, quelconque de U comme sommet
initial de la ligne brisée ; le sommet suivant sera un des points
que lui fart correspondre larelation(l), soit M, ; alors le troisieme
sommet sera déterminé sans ambiguité : ce sera le correspondant
de M, autre que M, et ainsi de suite. Nous allons maintenant

:ldoptel' cette interprétution de la relation (I)

Corres[)onclzzm'e entre les extremités des lignes brisées de m

coles. Au sommet initial M, choist pour une ligne brisée ins-
crite de m cotés, correspondront sur U deux extrémités possibles
E" et E” pour cette ligne, suivant le choix du second sommet.
Réciproquement, a Uextrémité E' correspondront les deux som-
mets initiaux possibles dont 'un sera M. Donc le parameétre w
de M, et le parametre = de Uextrémité doivent étre liés par une
relation de la forme (1), soit I (&, 5) = o, biquadratique et symé-
trique en v et s,

Il est clair qu'on pourrait former cette relation de proche en
proche, car la relation (I} permet évidemment d’exprimer ration-
nellement par rapport aux parametres x et y des deux premiers
sommets, ceux de tous les sommets suivants.

Lignes brisées replices. — La relation (I) [ait correspondre
a x deux valeurs y' et y” de y, généralement distinctes de x et
distinctes entre elles. Il y a exception pour les valeurs de x telles
que y' =1y"; elles sont les racines (finies ou infinies) de I'équa-
tion (du quatrieme degré en général): Q* — 4 PR = o. Il y a
également exception pour les valeurs de x telles qu'une valeur
correspondante y' de y soit égale a & ; ces valeurs de x sont les
acines de l'équation du quatrieme degré obtenue en fasant
dans (I) y = «. Appelons Si¢ (i ==1, 2, 3, 4) les (uatre points
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de U qui correspondent aux valeurs de x telles que y' = y" et
T, ceux qui correspondent aux parametres . tels que ' =ua. S1
dans le tracé d’une ligne brisée inscrite, mnous Arrivons en un
point S; comme sommet, la ligne ne pourra se continuer au dela
de ce point qu’en se repliant sur elle-méme et le sommet qui sui-
vra S; se confondra avec le précédent. Si nous arrivons en un
point, T;, en supposant que le sommet précédent corresponde a
la valeur de y qui differe du paramétre v du point T;, le sommet
sutvant sera confondu avec T, et le ¢dté corrvespondant sera la

)

tangente a U au point T, considéré ; puis la ligne ne pourra se
continuer qu’en se repliant sur elle-méme.

Polygones inscrits de m c¢étés. — La relation (I) peut-elle déter-
miner des lignes brisées fermées d’an nombre donné m de cotés,
inserites dans U? Pour cela, 1l faut que le (m 41" sommet
obtenu par la construction indiqué coincide avec le p.omier. Or
le puramétre a du premier sommel et celul = du (im - I:)C"“e sont
liés par une relation biquadratique symétrique IY (&, =) = o.
Le parametre @ devra done étre une des quatre racines (finies ou
non) de 'é¢quation de fermeture: IV (v, x) == o0; d'ou générale-
meni qualre solutions. Elles sont {aciles a prévoir: supposons
d’abord m pair, soit m = 2 n; partons d'un point S; comme som-
met 1nitial et construisons le (# — 1)"™° sommet P; qui en résulte
sans ambiguité ; une des lignes brisées inserites de sommet ini-
tial P, sera formée d’abord de celle qu'on vient de construire
pour obtenir P;: S; sera son (n+41)™ sommet et elle ne pourra
se continuer au dela qu'en se repliant sur elie-méme pour revenir
a P; comme (m - 1)* sommet : on aura alors construit une
ligne brisée fermée répondant a la question. Soit au contraire
m impair, égal a 2 n 4 1: partons d'un point T,, prenons un
premter ¢oté non tangent a U et allons jusqu’au 2™ sommet Q; :
une ligne brisée d’origine Q;, formée d'abord de celle qu’on
vient de parcourir, arrivée en T; comme n™ sommet s’y repliera,
en se continuant par la tangente en T, et en revenant 4 Q; comme
(m 4 1) sommet.

Comme 1l y a quatre points S; et quatre points T;, on a donc
ainsi les seules solations de la question dans le cas

énéral, et
ce ne sont pas des polygones proprement dits.

o
O

Enscignement math.




414 M. LELIEUVRE

Théoreme de Poncelet. — 1l résulte de la que si la relation (1)
détermine un polygone proprement dit de m ¢dtés inscrit dans V,
elle en détermine une infinité de ce méme nombre de cotés, et U'on
peut prendre un sommet de Uun d’entre eux en un point quelcon-
que de la courbe. Fn effet I'équation I' (z, #) = o doit étre véri-

fide iden liquement.

Application avx coniques. — Supposons que la courbe unicur-
sale U soit une conique C: les lignes brisées correspondantes a (I
et inserites dans C seront, comme on 1’a vu, circonscrites a unc
conique fixe I' . Les points S; seront les points de C d’otr les tan-
gentes menées a I' seront confondues: ce sont done les points
communs aux deux coniques C et I'. Les points T; seront les points
de C d’ott une des langentes menées a I' sera aussi tangente a C:
ce seront donc les points de contact avec C des tangentes com-
munes a G et a I'. 5’1l existe un polygone de m cotés inserit dans
C, eirconserit a I', ot wutre que les quatire solutions replices du cas
général, 11y en aurva une infinité. Lorsque m ne dépasse
pas 5, on peut toujours construire une conique I' inscrite daus
un polygone quelconque de m c¢otés inserit dans C; d'une
maniere générale, quel que soit m, pour que le théoreme de
Poncelet soit applicable aux coniques C et I'y 1l faut ct 1l sulliv
qu’on puisse nscrire dans C et circonscrive a I' une ligne briscée
fermée de m cOtés commencant en un point de C awire que les
points P, ou Q; trouvés ei-dessus, par exemple en Uun des points
S, ou T, Leemple : je joins deux points A et B de € et je mine
la tangente BT a C aupoint B. Si je construis une conique I’ tan-
gente a AB en A et a BT en un pomnt arbitraive, il y aura une
infinité de triangles inscrits dans C et circonserits a I', & cause
de Vexistence du triangle particulier dont les cotés sont AB, BT,

BA, suivis successivement en partant de A.

11

Lguation {Z’Ezzler'("). — Les variables @ et y liées par la rela-

tion (I} satisfont a ['équation diflérentielle obtenue de la facon

suivante :

(') Yoir LAacour, N, A. de Mathématiques, 1899, p. 293..
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