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CORRESPONDANCE

SUR LE POSTULATUM D’EUCLIDE

25 juin 19o0o0.

De méme qu’il fut difficile jadis & Lobatschewsky de se faire compren-
dre, lorsqu'il voulut exposer la Géométrie nouvelle qu’il venait d'inven-
ter en rejetant le postulatum d’Euclide, de méme il est difficile aujour-
d’hui de se faire entendre de ceux pour quila question de ce postulatumn
n’est pas encore épuisée par toutes les recherches sur la Géométrie
non-euclidienne, quoique ces recherches forment déja une littérature
considérable, et qui continuent encore a penser que ce postulatum
est démontrable. Cet état de choses est regrettable, car, sinon la
science elle-méme, l'enseignement pour sir gagnerait beaucoup a
I'échange des différentes opinions sur ces questions difficiles ; on par-
viendrait enfin de cette maniére a écarter tous les doutes qui peuvent
encore subsister. Vous faites donc trés bien d'ouvrir les colonnes de
votre excellent journal U'Enseignement Mathématique aux partisans des
deux opinions opposés sur le postulatum d'Euclide, comme je l'ai
appris par le numéro que vous avez eu la bonté de m’envoyer a cause
des renseignements qu’il contient sur le congres international des ma-
thématiciens qui aura lien & Paris cet été. En vous remerciant de cet
aimable envoi, je vous demande la permission de profiter de votre
décision pour vous envoyer les réflexions suivantes sur le postulatum
d'Euclide. -

La possibilité d’existence des autres Géométries que celle d’Euclide,
notamment celles de Lobatschewsky d'une part et de Riemann de
I'autre, prouve-t-elle vraiment que le postulatum est indémontrable ?

Pour moi, non. La droite d' Euclide posséde une propriété caracté-
ristique qui manque aux droites de Lobatschewsky et de Riemann, celle
d’engendrer par son mouvement de rotation autour de deux de ses
points maintenus f{ixes une surface de révolution renfermant un volume
¢gal & zéro; cette droite existe dans la nature, d’aprés la trés juste
remarque de M. Andrade, comme l'axe de rotation d'un corps rigide
autour de deux points fixes. En rejetant le postulatum d'Euclide, on
fait perdre ala ligne droite cette propriété caractéristique ; done I'exis-
tence des Géométries non euclidiennes démontre seulement qu'il existe
un lien intime entre le postulatum d’Huclide et cette propriété de la
droite ; de sorte que si l'on définit la droite complétement, sans que la
propriété mentionnée lui manque, le postulatum doit s’ensuivre.
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Il est arrivé au postulatum d’Fuclide la méme chose qu’au théoréeme
fondamental de ’Algébre (chaque ¢quation a une racine de la forme
a —+ b\/:_I); tant quon restait sur le terrain propre de I'Algébre,
considérant les valeurs particulieres du polynéme, on nc pouvait pas
le démontrer; mais dés qu'on a passé sur le domaine de Ja théorie des
lonctions, en considérant le polyndwe comme variable, on en a obtenu
plusieurs démonstrations. De méme, comme je vais le wontrer, on
aura une démonstration du postulatumn d’Euclide, si F'on passe du
domaine de la Géowmdtrie, qui traite les figures fixes, par conséquent
invariables, sur celui de la Cinématique, qui les considére comme en
mouvement et par consé¢quent variables.

D’abord je fais la remarque suivante : si l'on méne par le milieu D de
la’base AD d'un triangle isocele AGB une séeante I'DE, sa partic exté-
rieure I'D sera plus graude que la partie intérieure DI 5 en cffet si l'on
plie la figure suivant la base AB du triangle, le point I tombera cn I
en dehors du triangle, 'angle I'BD étant obtus tandis que I'angle CBD
est aigu; on aura donc I'D > I'D ; mais KD = ED, comme cela ré-
sulte-de I'égalité des triangles BDI/ et ADE, dans lesquels on a:

N
; BDEY/

5 - /\ //\ /\\ nE S RS B ~
BD=DA, I'BD =DAI{; —ADE; donconal'D>DE, ¢. q.f.d.
Si I'on abaisse une perpendiculaire CG du point G sur la ligne I'DE,

1]

on voit par ce qui précéde que pour deux angles ¢gaux, ayant le ménwe
sommet en G, comme FCD et DCE, celul qui intercepte entre ses
cotés le plus grand segment de la droite I'G perpendiculaivement a
CG, sera celul dont les ¢otés sont plus déviés de cette perpendiculaire
CG, ou, autrement dit, plus inclinés sur la droite G ; car Pangle CDG
est moindrg que GEG, comme on le démontre parla théorie des riangles
égaux. - '

La différence des deux c¢dtés d'un angle DCE étant plus grande que
la projection de DI sur le coté CE, le moins dévié de la perpendicu-
laire CG, et cette projection augmentant lorsque 'angle DCE prendra
la position FCD parce que : 1° I'D est = DE, 2° langle CDIE est
moindre que l'angle CEG, la différence mentionnée augmentera elle-
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méme lorsque 'angle DCE prendra la position FCD. On en conclut
que laccroissement d'une droite inclinée CE a FFG, répondant a un
méme angle, dont on augmente la déviation de la perpendiculaire GG,
sera d'autant plus grand, qu'elle est plus déviée de cette perpendi=-
culaire.

L’angle DGE pouvant étre aussi petit qu'on le voudra, il s’ensuit,
que si Pon fait tourner uniformément la droite CE, inclinée sur I'G
autour du point G, sa longueur Gli, comprise entre le point C et cette
droite G, s’accroitra de plus en plus rapidement pour devenir égale &
Vinfini lorsque la déviation de la perpendiculaire CG atteindra une
certaine limite, soit «, « ¢tant égal a Pangle droit pour Euclide ct
moindre que cet angle pour Lobatschewsky. Autrement : le point I,
ou la droite Cli rencontre la droite F'G pendant sa rotation uniforme
autour du point G, s’éloignera du point G d'un mouvement de plus en
plus aceéléré jusqu’a ce que sa distance CE devienne infinie, au moment
ou l'angle LG G atteindra une certaine limite ».

Cela posé, considérons deux droites AB et CD, dont la premiére
ADB est perpendiculaire a une troisieme EIY) Vautre, CD, inclinée
sur L3I,

Sur le prolongement de EIY, au dela de CD, prenons un point O
sullisamment ¢loigné des deux droites pour que la différence des per-
pendiculaires OF sur AB, et OG sur CD, soit assez petite par rapport
a leurs longueuars. Menons par le point O une droite OK qui couperait
la droite GD en un point L, situé¢ du coté de la droite OE, opposé a
celui ot se trouve le point G. Si Uonfait tourner uniformément la droite
Ok autour du point O, de maniére que K s’éloigne du point IS, L
s éloignera aussi du point G, et les deux points, K et L s’¢loigneront
I'un et Tautre du point immobile O, mais le second L plus rapide-
ment que le premier I, la droite OL étant plus déviée de la perpen-
diculaire OG a GD que ne I'est la droite OK (qui est la méme droite)
de la perpendiculaive O & AB ; lorsque I'angle LOG atteindra la va-
leur limite o, Ol deviendra infinie, tandis que OI, n’¢tant dévice de la
perpendiculaire OE que de Pangle & — EOG, aura une valeur finie.
Done le point L, qui ¢tait en deca du point I sur la droite OK, passant
au dela pendant que cette droite tourne de l'angle « — LOG dans le
mouvement de rotation uniforme autour du point O, doit nécessaire-
ment passer par i a un certain instant précédent ; mais alors on aura
OL =0k, et par conséquent les deux droites AB et CD se rencontre-
ront. Le postulatum est done démontré. Quelques doutes pourraient
se soulever dans L'esprit de ceux qui s’attachent a la Géométrie de
Lobatschewsky, lorsque 'angle FOG serait d’une petitesse sulfisante
pour faire sentir I'influence de la différence des longueurs des perpen-
diculaires O el OG sur 'angle o5 ces doutes peuvent étre écartés de
la manieve suivante. En pliant la figure autour de la ligne AB on ob-
tiendrait une ligne G/D’ symcétrique de CD ;5 Uangle entre les perpendi-
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culaires abaissées d'un point O sur CD et C’D’ serait plus grand que
celui entre les perpendiculaires & CD et AB ; mais siles lignes AB et
(D ne se rencontrent pas, les lignes CD et G/’ ne se rencontreront pas
non plus, se trouvant de cdtés différents de la droite AB ; d’autre part,
si les droites GD et C/D’ se rencontrent en un point P, la droite AB
passera nécessairement par le méme point, & cause de la symétrie.

On pourrait augmenter davantage l'angle entre les perpendiculaires
aux deux droites, en considérant, au lieu des droites données les
droites A'D’ symétrique de AB par rapport a GD, et A"B”, symétrique
de AB par rapport a C'D’".

Remarquons encore que la méthode de démonstration des proposi-
tions, en pliant la figure suivant une droite, est exclusivement propre
a la Géométrie d'Euclide, parce qu’elle suppose la propriété caracté-
ristique de la droide d’Euclide, indiquée plus haut.

Agréez, etc.

M. TixnoManprITZKY (Kharkow).
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