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Pl L. RIPERT

SUR LA NOTION DE L'INFIXNI

EN GEOMETRIE ELEMENTAIRE

M. Appell a publié, dans le numéro de mai de I'finseignemen:
matlematigue, un court article par lequel il rejette fort loin une
idée que javais émise, dans le numéro précédent, sur utilité
et la possibilité de T'introduction de la notion de linfini dans
Ienseignement de la Géométrie élémentaire. Navanl aucun goit
pour la polémique, et éprouvant d'ailleurs uelque scrupuale aen
cngager une avec mon ¢minent contradicteur, je me serais born¢
a soumettre a son appréciation les observations ue ses critiques
me suggéraient s'il n’avait bien voulu m’engager de la facon la
plus aimable a publier ma réponse et a y joindre méme les
réflexions que je pouvais avoir a faire sur deux objections for-
mulées par M. Niewenglowski dans le méme numéro du Jour-
nal (1. Jaurai soin, dans ce qui suit, de reproduire, aveeles cri-
tiques contenues dans 'article de M. Appell, quelques observa-
tions complémentaires qui résultent de la correspondance

¢changée ; le lecteur aura ainsi entre les mains tous les ¢léments
de la question,
1. « LaGéométrie élémentaire, — dit M. Appell, — a heureu-

« sement échappé jusqu'icl aux innovations qui, sous couleur de
« progres scientifique, ont entrainé les mathématiques spéerales
« dans une voie dangerecuse. Aussi suis-je bien loin de partager
« Lopinion de M. Ripert sur 'introduction, dans la Géométrie
« élémentaire, de Uinfini, au sens que M. Ripert donne a ce
« mot. »

Je ne discuteral ici en aucune facon ce qui constitue une opinion
de M. Appell, opinion qu'il a d’ailleurs précisée ainsi: « Quand

O

(1) Yoir Enseignement mathématique, 1goo (n” 2, p. 127; n® 3, p. 205 et 219).
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je parle d'innovations en Géométrie élémentaire, je veux parler,
non de changements dans la démonstration ou l'ordre des théo-
réemes, — ce qui serait exclure tout perfectionnement dans len-
seignement, — mais de changements dans lesprit de la Géomé-
trie élémentaire aussi considérables que I'introduction de l'infini
d'une facon systématique, ou encore, l'introduction des éléments
imaginaires, ete. »

Il est évident que 'introduction des éléments imaginaires serait
absolument contraire a l'esprit de la Géoméirie élémentaire ;
mais il ne me semble pas qu’il en soit de méme pour la notion
de U'infini, dans les modestes proportions que jar proposces et
d'une facon qui, dans ma pensée, n’'a rien de'svstématique. Il est
possible, au reste, que je me soismal [ait comprendre a ce sujet:
i v reviendrar plus loin.

Muais est-il Dien vrai que la Géométrie élémentaire ait échappd
jusqu'iel aux innovations . Est-il méme désirable quelle vy échappe
completement, les améliorations qui sont dans Desprit de la
Géométrie étant, bien entendu, hors de cause ?

Lorsque, dans leur Cours, MM. Niewenglowski et Gérard pla-
cent la premiere notion du cercle dans U'introduction méme, cote
a cote avec celle de la ligne droite, au lieu de la réserver pour le
Livre IT ;lorsqu’ils intervertissent I'ordre d’exposition desthéories
des paralleles et des perpendiculaires ; lorsquils introduisent,
dans I'enseignement méme, la Géométrographie, ete., ils nous
mettent bien en présence de nouveautés. Je m'empresse de re-
connaitre que ces nouveautés, ue, pour ma part, je trouve
excellentes, ainsi que je l'ai dit, sont de celles que M. Appell
admet comme conformes a U'esprit de la Géométrie, et 1l m'a
méme déclaré qu'il partageait entierement, surces divers points,
la maniere de voir des auteurs cités. Si je rappelle ces innova-
tions, c'est que, dans ma pensée, Uintroduction élémentaire de
la notion de 'infin1 n'est pas sans relations avec la premiere, la
Géométrie débutant par la notion du cercle considérée comme
ausst intuitive que celle de la drotte.

Une nouveauté d'une extréme importance, inaugurée, si je ne
me trompe, par MM. Rouché et de Comberousse, est1'adjonction
a la Géométrie plane d'un livre ou sous-livre de compléments
consacrés a exposition des théories de la Géométrie moderne,
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La plus grande des innovatious, pour laquelle il est inutile
d’ailleurs d’examiner si elle est conforme ou contraire a 'esprit
de la Géométrie, mais qui, si elle est adoptée, modifiera prolon-
dément les méthodes d’enseignement, est la fusion de la plani-
métrie et de la stéréométrie. Je n’ai pas a savoir st M. Appell en
est ou non partisan ; mais 1l est certain qu’elle a, sartout en
ltalie, des partisans éminents et convaincus. Ainsi que 'ont dit
MM. Lazzeri et Bassani, dans la préface de leurs Elementi di
Geometria ('), cette 1dée, qui fut considérée comme une utopie
lorsque De Paolis 'émit 1l y a seize ans seulement, a fait rapi-
dement beaucoup de-chemin.

Rappellerai-je enfin que, dans son premier numéro, 1'Fn-
seignement mathématique signalait 'éclosion simultanée des
Traités ou Cours de MM. Hadamard, Guichard, Niewen-
glowski et Gérard, ete., dans notre pays qui possede déja le
Traité que 'on peut dire classique de MM. Rouché et de Combe-
rousse, comme un indice du besoin que 'on semble éprouver de
reviser dans une certaine mesure l’enseignement de la Géométrie
¢lémentaire. Depuis, d’autres Traités ont para a D'étranger. 1l y
a laun fait sur la signification duquel il est inutile d’insister.

2. Dans mon article élémentaire, javais donné au mot linfini
son sens le plus élémentaire, en le considérant comme la limite
de Tinfiniment grand. M. Appell m’a fait observer que « 'idée
de 'infin1 en Géométrie est essentiellement relative et tient au
mode de coordonnées employées. On parle plus habituellement
de la droite de linfini parce que l'on emploie habituelle-
ment les coordonnées cartésiennes, ou mieux les coordonnées
homogenes. Mais, en coordonnées polaires, si on rend I’équation

Il ) X k2 S 2
F (z, ) = o homogene en remplacant x par -;,lespomts a 'in-

x
fini correspondent a z=—o, et il est commode de les regarder
comme confondus en un point unique (p=o0). »

Cette observation est. d’une justesse incontestable ; mais il
reste a savoir si, en Géométrie élémentaire, ou l'on n’emploie
aucun systeme de coordonnées, il est vraiment impossible de

() Yoir Ensecgnement mathematique, 1899, no 1.
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donner une explication laisant apparaitre 'idée de I'infini1 d'une
facon correspondant a celle que I'on emploiera lorsque I'on
abordera la Géométrie analytique par les coordonnées cartésien-
nes et implantant ainsi, dans l'esprit des éleves, une premiere
notion importante.

M. Appell explique ensuite pourquoi, a son avis, introduc-
tion de la notion de 'infini ne peut venir utilement qu’en mathé-
matiques spéciales; ceci est une opinion, et je m’abstiens de la
discuter.

3. Je viens de parler d'une exvplication ; dans mon article,
Javais dit wne démonstration, et M. Appell a répondu : « Vouloir
« démontrer, comme une vérité absolue, par un théoréme énoncé
« de la méme facon que les théorémes relatils aux angles inscrits,
« qu'une droite n'a pas deux points & Uinfini mais seulement un,
« c'est une idée 1nadmissible. »

J'ai en effet employé le mot théoréme, et en conséquence,
javais cherché a préciser un énoncé. J'admets volontiers que ce
mot théoréme est ici impropre, et je Vabandonne. Mais je n’avais
pas parlé de vérité absolue; javais au contraire insisté sur les
mots conceplion et congeention. Cect dit, la contestation me parait
surtout porter sur la forme. Que, au lieu de parler de théoréme,
on dise : « On peut (aire comprendre, par telles considérations,
la conception de la droite de l'infini, son utilité, sa nécessité
méme pour expliquer les faits », c’est une nuance que les profes-
seurs sauront bien établir, et, dans ces conditions, la véritable

(question est : Que vaul Cexplication )

4. « Quant a la démonstration proposée, — dit & ce sujet
« M. Appell, — je n'y insisterai pas ; elle repose sur un mode
« de transformation vague d’un cercle en une droite, et elle per-
« met de démontrer tout ce qu’on veut pour les points i infini
« de la droite, suivant le mode de correspondance qu’on établit
« entre les points du cercle, ou d’une portion du cercle, et ceux
« de la droite ».

J'observerai que, m’étant proposé de faire un article ne rele-
vant que de la Géométrie élémentaire, j’ai di éliminer toutes les
considérations quine sont pas ordinairementinvoquées en Géomé-
Lrie élémentaire, telles que celle des modes de correspondance
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quon peut établir entre les points d'un cerele et ceux d'une
droite. M. Appell, précisant sa critique, m’a éerit: « Si jai dit
que votre démonstration était vague, ¢’est qu’elle pourrait s’ap-
pliquer a d’autres courbes. Ainsi, vous pourriez faire le méme
vaisonnement pour un demi-cercle, A et B é¢tant les extrémités du
diametre perpendiculeire & OO/ (voir la figure, n® 2, p. 129), le
point A allant a I'infini d’un ¢oté etle point B de 'autre ».

Celane fait pas doute ; mais, dans Uesprit de la Géométrie élé-
mentaire, on ne considere pas d’antres courbes que le cercle, et,
bien que 'observation relative au demi-cercle soit exacte, 1l y a
tieu d'examiner si, 'idée de théoréme écartée, mon explication
demeure contraire a Pesprit de la science en cause ot sielle n’est
pas de nature a faire saisiv par les ¢léves une convention impor-
taufe, quand elle aura ¢té précisée de maniére a ne plus donner
prise a ce reproche de pague que lut adresse M. Appell.

Ceci m’amene a examiner les objections de M. Niewenglowski
(n” 3, p. 219).

5. La premicre est : « Le point O a pour limite, quand le
« rayon du cercle grandit indéfiniment, le point & Uinfini sur la
« perpendiculaire ala droite ¥’ menée par O. Il ne peut donc
« servir a définiv le point & Uinfint sur a'w. » — 1l est absolu-
ment vrai que, st Pon considere le point O/ comme se déplacant
sur le diametre OO0’ normal a 2w, sa (imite est le point a l'in-
fini sur OO, et ceux qui sont fixés sur la question peuvent méme
dive qu’il est tout aussi bien al'infini en bas qu’a I'infini en haut.
Mais il est vrar aussi que, st 'on regarde le cercle comme en-
gendré, ainsi que je lai dit (n° 2, p. 129), par deux mobiles

\
\

partant de O et parcourant dans des conditions identiques la

circonférence, — mode de génération qui exclut I'intervention
du centre et des diametres ('), — on ne peut arriver a O qu’en

(') Je me suis servi, pour désigner O', de T'expression usuelle : point diamétra-
lement opposé @ O. Mais il esl visible que le diametre n'est pas, au fond, dans la
question et que Uon peul se borner o dire que O est le point de rvencontre des
deux mobiles. La nolion de longucur, et méme celle d’aive, sont intuilives; clles
résullent, dés le débutl, de la considération d'une circonférence et d'un cercle. —
Enfin, jai placé la nolion de Vinfini au commencement dua livre 1115 on peut la
veporter, si Uon veut, & la fin du livee IV, pourvu qu'elle reste en Géomdtrie
plane. Silidée est juste, de parcils détails ne peavent suffire pour la faire rejeter.
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passant par toutes les positions intermédiaires ; pour y arriver
quand le rayon, pm‘mljypothése, dex;icn't infini, il est indifférent
de prendre la voie O ou la voie O/, et, comme, dans cette
hypothese, on ne peut plus sortir de ', si cela ne démontre pas,
»

cueur, que le point a Uinfini sur 2’x est unique, cela
C

montre au moins que 'on ne saurait en concevoir deux, ce qui,

en toute ri

au point de vue explication, est sensiblement la méme chose.
D’ailleurs, cette explication peut étre précisée, et ¢’est un de
ces détails que tout professeur aurait trouvé aisément. Apres
avoir insisté sur ce [ait que, sur le cercle, il n'y a qu'un seul
point O acquis simultanément par les deux mobiles et qui ne
peut étre coté que Z=C (2C étant la longueur totale de la eircon-

[¢rence ou du trajet & parcourir), on peuat dire : Ouvronsle cercle
en O au moment préeis ol ce point est acquis, et développons-
le sur 2w, de part et d'autre de O ; nous aurons une droite
limitée 0’00, ayant O pour milieu et pour extrémités deux
points O provenant 'un et 'autre du point O' du cercle et cotés
Pun comme 'autre, =2C. [l en sera de méme quels que sotent Pam-
pleur du cerele considéré, et par suite, 1’é¢loignement des deux
extrémités O de la droite limitée, ete.

6. M. Niewenglowski remarque en second lieu, que « le cerele
« ne se confond pas avee la droite 2’2 quand son rayon grandit
« indéfiniment ; sa limite se compose de dewxr droiles : lu
« droite 2’z et la droite de l'infini du plan considéré ». Cette
remarque peat ¢tre rapprochée d'une note & peu pres identique
que 'on trouve a la page 205 du tome I du cours Niewenglowski-
Gérard : « Lin réalité, le cercle G a pour limite un systeme de
« deux droites: Ia droite A et la droite de 'infini. »

Oui, cela est vral s1 Pon admet que la droite de l'infini existe,
qu’on peut la considérer comme normale a OO’ si Uon veut, que
le cerele qui, en prineipe, est une courbe f(ermée, s’ouvrira laté-
ralement a la limite, aux points a I'infini situés sur le diametre
perpendiculaire a OO’ ; que, Q étantle centre, et bien que 'on ait
toujours OQ=0Q0', on aura, a la limite, OQ==00 et Q0 =0, si

I'on veut, ete. La note de la page 205 a visiblement pour objet
d’éviter une objection ; mais cette note est incompréhensible
pour les lecteurs da tome I, puisque la notion de la droite de
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I'infini est rejetée, a la fin du tome II, dans les compléments sur
les coniques, 2 moins qu’ils n'aient un professeur qui, en dépit
du programme, leur a donné quelques explications. D’ailleurs,
cette observation n’est pas faite pour répondre a une critique
par une critique, mais seulement pour montrer que les auteurs
cussent été plus a 'aise s’ils avalent eux-mémes, au préalable,
donné ces explications.

Pourquoi d’ailleurs ne pourrait-on pas dire, couramment et
proyisoirement, que lalimite d'un cercle dont le rayon croit indé-
finiment est une droite ?

Est-ce qu’on ne parle pas couramment de la corde commune &
deux cercles, sans se croire obligé d’ajouter qu'il 'y a, en réalité,
deux cordes communes, celle que 'on considere ct la droite de
Vinfini 2

Iist-ce que l'on ne dit pas couramment que la parabole est la
limite soit d’une ellipse, soit d’une hyperbole, variant dans telles
et telles conditions ? it peu de proflesseurs se croient dans la
nécessité d’ajouter que, en réalité, la limite se compose de deux
portions de coniques, celle qui devient la parabole et une autre
rejetée a I'infini et que l'on abandonne, cette demi-conique s’apla-
tissant, par convention, avec tous ses éléments, sur la droite de
I'infini, si bien que 'on peuat dire que la parabole a son centre
et un sommet (trois, si I'on veut) a l'infini, que la droite de
I'infini est un axe, une tangente, une asymptote double, la demi-
conique elle-méme, etc. Ce sont des choses bien peu conformes
a la réalité et qui ne deviennent explicables que lorsque 'on
s’est familiarisé avec la conception de Poncelet et les conventions
(qui en sont la conséquence,

La vérité est donc que : 1° toutes ces notions sont inintelligi-
bles, tant que 'on n’a pas expliqué la droite de l'infini; 2° on
peut tres bien, tant que cette explication n’a pas été donnée,
dire qu’une droite est la limite d’'un cercle, parce ue cette no-
tion, sans étre rigoureusement exacte, est en quelque sorte
parlante ; 3° lorsque 'on sera sullissamment avancé, on observera
quil y a une portion de cercle a 'infini, se confondant, par
congention, avec la droite de l'infini et qu’il faut considérer
comme venant s’ajouter a la portion du cercle qui subsiste et qui
se confond en réalité avec la droite 2'.v.
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7. M. Appell observe que la notion de l'infini doit venir en
mathématiques spéciales comme une conséquence de la transfor-
mation homographique du plan. C’est en effet ainsi qu’elle devrait
étre logiquement enseignée ; malheureusement, I’homographie
ne fait pas partie des programmes classiques (‘). On peut dire
cependant qu’elle est, par le fait, dansla Géométrie élémentaire,
puisque tous les traités de Géométrie élémentaire, depuis celul
de MM. Rouché et de Comberousse, contiennent, comme je 1'ai
dit, un Livre de compléments. Cela étant, je me borne a dire
« Quelques notions sur les éléments de l'infini peuvent et doi-
« vent trouver place dans ces compléments ». Jai exposé mon
idée telle que je la comprends; je ne me dissimule nullement
que, a cause de mon inexpérience en matiere d’enseignement,
elle est susceptible de modification dans les détails et dans
Capplication ; mais, la croyant juste et utile, je la verrais avec
regret 1‘ejetée dans son pri/zc'ij)e sans un examen suflisant.

L. Rirert (Paris).

(') Yoir H. LAureNT, Les Mazf/ze’nmzfigues spéciates en France (Enseignement ma-
thematique, 1899, no 1, p. 40).
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