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THEORIE DE I’EQUATION QUADRATIQUE

La théorie courante de l'équation quadratique peut étre cta-
blie comme il suit :

Une équation quadratique a coellicients réels a, soit deux
racines réelles, soit deux racines imaginaires, le cas de sépara-
tion ayant lieu lorsque les racines sont égales. Sil'¢quation est
représentée par :

2 sax—+b=o

les deux racines sont :

xi:——a—%—‘/a‘"— b

et

a"gz——-a-—‘/a,?—b

Si a® est plus grand que b, le radical se préte a une simple
addition algébrique avec — @, et les deux racines sont réelles.
Les deux termes peuvent étre représentés par des segments
d’une scule et méme ligne droite et leur somme est aussl un
simple segment. Mais quand «® est plus petit que b, cest

/i—a2 qui est réel et les deux racines sont représentées par :

a‘1:~a—{—\/—1 \/l)—(@z xgz_——a—\,/—lyb—a'-",

On sait que, comme le terme radical est allecté du svmbole
/—1, il ne peut étre combiné avec — « par simple addition. On
sail que les deux termes ne peuvent étre représentés par des
segments d’une seule et méme ligne droite, mais que le terme
radical doit étre représenté suivant une ligne formant un angle
droit avec celle sur laquelle — a est représenté. Pour cette rai-
son, la racine est dite complexe et on sait que le plan est néces-
saire pour sa représentation adéquate. Comme conséquence, on
sait que /71 indique que l'axe pour le terme imaginaire est a
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angle droit sur 'axe pour le terme réel, autrement dit, cela
démontre que 'axe réel lourne d’un angle droit.

Le point de vue auquel je me place est le suivant :

Dans tous les cas, la signification de /=7 est scalaire; ce
symbole ne signifie rien de plus que 'indication qu’il doit don-
ner, c’est-a-dire que le carré du terme allecté est négatil. II ne
s’en suit pas que deux segments d’ane ligne dont 'un est affecté
de ‘/:—1 et Pautre ne lest pas, ne se¢ composent pas en (uelque
chose de réel; je montrerat que leur simple addition correspond
a une réalité géométrique. De celte manicre de voir, on déduit
que les racines ont toujours une signification scalaire.

Mais dans les deux cas, les racines se prétent aussi a ce que
nous pouvons appeler une signification planaire. Soit que 3 re-
présente un axe de longueur ¢gale a unité, et soit 2* égal a1
alors dans le dernier cas, lorsque a® est plus pelit que 0,

) =— a4+ yo—a @/——1 B
représente une (uantité complexe circulaire, tandis que dans le
pl‘emier cas
x, = —a —}—\/a? — b3
représente une quantité complexe hyperbolique.
La preuve que cette quantité hyperbolique satisfail 2 I’équa-

tion est la suivante :

2=+ > — b — 2{1V{L3 — b B

P
+ 2ax, = —2a* S o2ayat —b 8
4+ b =0

22+ 2ax, + b =o + o.

Le toul est égal, a o, parce qu’il se dé(:(')mpose en une partie
scalaire et une partie vectorielle qui sontséparément égales a o.
La méme preuve s’applique a la quantité complexe circualaire,
Conformément a cette théorie, le symbole /=7 est caractéris-
tique de la quantité complexe civenlaire, tandis qu'il est absent
dans la quantité complexe hyperbolique ; et ceci s’accorde avee

ce {ait u]gébrique, que

a2 — y% = (x 4 3) (x — y)
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tandis que
24t ey =T) V)

La signification de la quantité complexe scalaire résultera de
la considération de la Trigonométrie d'un angle complexe

Soit (fig. 1) que AOP représente un angle circulaire, et
POQ un angle hyperbolique; OA et OB
sont les demi-axes du cercle, OP et OD
ceux de I'hyperbole équilatere. Menons
PM et QK paralleles a la tangente en A,
et par suite perpendiculaires a OA; puis
QN parallele a la tangente commune
en P, et par suite perpendiculaire a
OP. De N, menons NL et NR paral-
leles a PM et OA, respectivement.
Représentons par u et ¢, respective—

o] MULA

Fig. 1.

ment, les angles circulaire et hyberbolique ; alors, comme
M. Laisant I'a montré dans son Essai sur les fonctions hyper-

boliques, les définitions premieres des fonctions trigonométriques
de ces angles sont

o oM . MNP h ON - NQ
COS U — —— s 6 = —— , COSs Y = —— , SInn ¢ / e,
OA '’ OB OP oD
D’apres ces définitions, les fonctions sont entierement scalaires,
parce (ue la direction des deux termes dans chaque 1‘apport“est
= )
la méme. Si nous réduisions les relations ci-dessus a
oM | MP oN NQ
i St = 51 cosh v = , sinh ¢ =

O or ’

COs U =

alors, dans le cas de sinw, ce sont seulement les longueurs de
MP et de OA que l'on considere, sans avoir égard a leur diffé-
rence de direction ; et de méme pour sin 4.

On a coutume de définir les fonctions de l'angle complexe

analytiquement ; mais elles ont une définition géométrique. Les
définitions de 1'angle complexe ci-dessus sont

_ OK
cos (u -+ \/—1 p) = o’

et
— K
sin (u —}-\/~—~1 )= Og )

Enseignement math.
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CXpr CSSlOH ([Lll peut S CCI‘llC ddllS le cas Cl dCSSU‘; 6—‘

Considérons maintenant 'addition de ces angl les d'un pomt de
vue géométrique. Nous avons

ON MP
— i — LK =——OM — NQ ———;
OK = OL — LK =35 OM — NQ - ;
done
OK B ONM ON MP NQ
OA — OA OP  OA OFP
— cos « cosh ¢ — sin u sinh .
De plus
ON OM
(Q = 4+ RO — Q
KQ=1LN + RQ = 55~ MP + NQ ——;
done

KQ MP ON OM XNQ

OA — OA OPp + OA OP

— sin v cosh ¢ -+ cos «w sinh ¢.

Considérons maintenant le sigue d'un point de vue géomé-

trique. L'angle complexe ci-dessus est exprimé par w—-y/ = ¢, ¢t

cos (1 —+ \/——1 ¢) = cos « cosh g//w—l sin u sinh ¢,

sin (¢ -+ ¢/ —1v) = sin u cosh ¢ 4 V—1 cos « sinh ¢,

Ainsi UAnalvse conduit au symbole /=1 comme alfcctant le
sccond terme, tandis que la Géométrie donne les meémes formules
sans {/—1. Nous en conciuons que les parties sont ajoutées
linéairement comme résultat final, mais que le symbole /7 doit
&tre conservé dans une période intermédiaire du caleul. De toutes
facons, ~dans cette quaniité scalaire complexe, le symbole
y/—1n’a aucune signification directionnelle, il signifie simplement
que le carré de la quantité a laquelle il est attaché doit étre prise
avec le signe négatif. Les deux termes de la quantité sont repré-
sentés par des segments d'une scule et méme droite. La justifi-
cation complete de cette théorie se trouve dans les développe-
ments auxquels elle conduit ; mais je puis indiquer ici le chemin
par lequel j’y arrive.

L’application, a la décharge d’un condensateur ¢lectrique, du
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. . . . , . . . Y, .
principe de la counservation de DIénergie, conduit a I'équation

différentielle ;

d¢ , R dyg 1 o
T A trgl=0

olt ¢ représente la charge au temps ¢, R la résistance, 1. la puis-
sance d'induction du civeuit et C la capacité du condensateur.

Sig=Ae" est supposé étre la solution de 1'équation, alors
m doit étre tel que

; R I
Aemt{m? L _ m+__"_ |=o
< L LC
relation qui se véduit a m® -F 2 am -+ b==o0, si par abréviation
, a 5. 5 R 7 s
@ est éerit @ la place de la quantité positive —, et b a la place
ZoAd

de la quaniité positive —..

La théorie courante de I'équation quadmtu{ue conduit aux solu-
tions suivantes de 1’équation différventielle,

Dans le cas des racines réelles,

(a*f»‘v/(l“’-ﬁ byt
?

e S fee
Dauns le cas des racines imaginaires,

TN T /T T
—(a—Y-=1 Vb—at —(a+V —1 Vb—at
g —=ce ( " €,e ( !

et dans le cas de transition,
g = e~ (cy 4 eyl).

Dans le cas imuginuire, la solution apparemment impossible se

réduit, apres beaucoup de travail, & la forme :
g = Ae~ sin % \/[) =& b~ ;

La réduction peut étre effectuée d'une facon trés claire et tres
diveete en traitant les racines imaginaires comme des quantités
complexes planaires de la forme

~—a+\/——1 Q//w—(cﬂ@ CL—(Z—V—I Vi — a® B

et une réduction analogue est possible dans le cas des racines
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réelles; en les traitant comme des quantités complexes hyperbo-
liques de la forme :

——~a—}-\/a2-—-l)(50t——a—\/a2—~/) B

Suppoesons (uc la quantité réelle a®> — b soit désignée par .
Dans le cas imaginaire,

m, = -—— a -+ \/——1 s my=—a—y —1 nf
de 1a
—at+e +Y A (nt+9)8
g, =e
ct
—atse —Y Tilne-+s) 8-
g, = ¢ atye (nt+o) 8

ou un terme arbitraire a été ajouté aux parties scalaires et vec-
torielle de ne.
Mainienant ¢, ei ¢, dénotent des spirales convergentes équian-

9

alement en ce que P'une est la réflexion de

Ve
cgulares différani s
[ 4

Vaatre par rapport a la ligne initiale. De la, si nous ajoutons les
deux, nous avons deux fois la projection horizontale, et si nous
retranchons, nous avons deux fois la projection verticale. Sui-
vant les conditions initiales du probleme, nous aurons a ajouter
ou a retrancher ; dans le cas du probleme ci-dessus, nous devons
retrancher.
De la
g = 20" e~ sin (nt | ¢).

Dans ie cas réel nous avons

my = —a +ni my, =—=—a—np

b

7, = e—atte—{nt+s)3
L, = 5/

- ettt (nitg)s

ct
g = 20 ~%sinh (nt 4 o).

La premitre équation représente la décharge d’un condensa-
teur quand il osciller; la derniere, quand il n’oscille pas. L’ana-
lyse ici donnée correspond a la méthode graphique dont se ser-
ent actucilement les électriciens dans 1'étude des courants

aiternalids,
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Nous nous trouvons ainsi conduit 4 la conception d’une spi-
rale hyperbolique équiangulaire convergente, laquelle est pré-
cisément I'analogue de la spirale circulaire équiangulaire con-
vergente.

Je crois que cette courbe est nouvelle, car je ne la trouve pas
dans la tres complete Bibliographie des courbes géométriques, de
M. Brocard.

Les spirales correspondantes sont veprésentées par les fi«
oures 2 et 3.

3
La fonction Ae™ sin (nt +2) représente la projection verticale

8
- R B ‘
I ‘
Q 3
\ \. 0 ar P
‘ \\ o K
\ 0
Iig. 2. Fig. 3.

d’un mouvement uniforme circulaire d’amplitude A, de vitesse
angulaire » et d'époque ©. De méme la fonction

Ae — 9 sin (nt + o)

représente la projection verticale du mouvement spiral circulaire
du point P ayant pour vitesse angulaire 7z, pour époque o et
pour amplitude déeroissante logarithmique Ae —

De la méme maniere, la [onction

Ae — “sinh (nt 4+ o)

représente la projection verticale du mouvement spiral hyperbo-
lique du point P, ayant pour vitesse angulaire hyperbolique n,
» ] . .
pour époque langle hyperbohque © et pour amphtude Ae — o,
Cette spirale est convergente, car n est pas nécessairement
moindre que a.
Le point R décrit le mouvement uniforme primaire; le
point P déerit le mouvement spiral et le point Q décrit le mou-
vement harmonique correspondant.

Avr. Macrariase (South-Bethleem. Penn. U, S. A.)
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