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SUR LA TRANSCENDANCE DES NOMBRES e ET = 355

De plus, chaque progres réel entraine nécessairementla décou-
verte de méthodes plus incisives et plus simples, permettant a
chaque géometre un acces relativement facile a toutes les parties

de notre science.
D. HiLsert (thtmgue).

SUR LA TRANSCENDANCE DES NOMBRES e ET = ()

1. Depuis 1873, époque ou M. Hermite, dans son Mémoire sur
la fonction exponentielle, a démontré latranscendance dunombre
9
miere ligne M. Hurwitz (Math. Annalen, 1893), ont cherché a
donner a sa démonstration une forme plus élémentaire. D autre

e, de nombreux géometres, parmi lesquels 1l faut citer en pre-

part, le travail analogue de M. Lindemann, au sujet du nombre =,
(Math. Annalen, 1882), a provoqué, depuis son apparition, de
nombreuses recherches entreprises dans le méme sens, Parmi les
géometres qui se sont signalés dans cet ordre d'idées, il en est,
comme M. Hilbert, a qui I'on doit d'importantes simplifications ;
mais M. Gordan a eu le mérite de ramener a des considérations
d'ordre purement élémentaire la démonstration d’'un théoreme
de M. Lindemann, entrainant, comme conséquences, la transcen-
dance du nombre e, et la transcendance du nombre =. Les tra-
vaux de A. Gordan ont été magistralement exposés par M. Klein,
dans son opuscule intitulé : Sur certaines questions de Géoméirie

(") Ainsi qu'on peut le voir dés les premiéres lignes de l'article de M. Jamet,
son élude a un caractére nettement pédagogique, et elle nous semble constituer a
ce point de vue un progres fort important. Il s'agit de I'un des problemes les plus
faoneux dans Thistoire des sciences mathématiques. celui de la quadrature du
cercle; et, en somme, Pimpossibilité n'en a été rigoureusement démontrée qua
partir des travaux de MM. Hermite et Lindemann. Apporter a cette démonstration
des perfectionnements qui aient pour résultat de lui donner un caractore de plus
en plus élémenlaire est & notre avis tout & fait intéressant au point de vue qui
nous préoccupe surlout ici. Aussi remercions-nous bien sincérement M. V. Jamet
de son importante contribution a la transcendance des nombres ¢ et 7.

(NOTE DE LA REDACTION).
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élémentaire, dont on doit une rédaction francaise, a M. Griess
(Paris, Nony, 1896).

Le théoreme de M. Lindemann, auquel nous faisons allusion,
est celui-ci : « L'égalité

AgFA (" 4" e ) A, (e e e )
"[“‘Am <eli "" =5 'Jf‘ C[T ) — 0

o A, A, A, ... A, sont des entiers, et ot les exposants écrits
dans une méme parenthese sont les racines d’une équation algé-
brique « coefficients entiers, est impossible. »

Nous voulons apporter, s’il est possible, une légere simplifi-
cation a la méthode de M. Gordan. Cet auteur s’est servi, avec
une habileté rare, du symbole

mais nous pensons qu'on peut substituer a cet heurcux arvtifice de
caleul I'emploi de la formule des accroissements finis, adaptée
aux fonctions d'une variable 1maginaire, et procéder ensuite
comme a fait M. Hurwitz pour démontrer la transcendance du
nombre e.

2. Nous prenons pour point de départ I'identité
Doe=o[F (x)4 ¥ () +... F Fo ()] = — e 7F (%)

ou I' (2) désigne un polyndme entier, de degré m.

Nous rappelons d’ailleurs que si l'on désigne par ® (z) une
fonction d’une variable, finte, continue, et pourvue d'une dérivée,
au moins quand le point = décrit le chemin rectiligne qui va du
point 7, au point Z, il est possible de trouver un nombre %, com-
pris entre zéro et 1, un argument réel v, et unc quantité alge-
brique réelle ou tmaginaire &, représentée par un point situé sur
le chemin considéré, de telle sorte que 'on ait :

D (7) —® (z,) = he®d (2). (Z — z,).

-

(*) Yoir par exemple, MansiON, Principes d'une theorie nouvelle des fonctions
d’une variable imaginairc (Annales de la Sociélé scientifique de Bruxelles, e année,
1885-1886, 2° partie); la démonstration de celte formule, que M. Darboux avait
d’ailleurs établie antérieurcment & M. Mansion, fait I'objet du parvagraphe 1X.
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Cette formule est applicable, notamment, si I’on suppose
P (5)=e = [F () ¥ () + ... - ¥ (5)]

avee z,=o0 et Z=ua, (I (x) désigne un polynéme entier, de

degré m). Nous en concluons que, quel que soit a,,

e” U P (@) + F (@) 4 ... 17 (a)]—[¥ (o) + .. 4= F" (0]]
— — )e"'F (&). e

vn
l\’\'

—

). o, £, remplissant les conditions énoncées au sujot de X, w, £

L.a formule précédente équivaut a celle-ci

e [F (o) + F' (o) ... + Fm (0)] = F(ay) + ... + I™ (@)
_{_ 7\18 ay + vyl — &y o (El>

(1 89y

L

Supposons que a,, soit racine d’une équation algébrique a coelli-
cients entiers /, (x)==o, et soient a,, a,, ... @, ses autres racines.
Nous ¢tablirons une égalité analogue par rapport A chacune de
ces racines, puis en ajoutant membre a membre les 2 ¢oulités

obtenues de la sorte, nous trouverons

[F (o) 4+ F'(0) & ... - Fm (0)] (" 4™ + ...+ ¢"n)

15 R i=mn i=n

N : " ey gz
_x I (a;) —I—ZF’ a;) -+ .. —{—g‘ih i) - };) el E e Vol (5,) (C.i).
zﬁinf I—J

Au second membre de cette égalité, la somme de tous les
termes, saufl le dernier, est une fonetion symétrique enticre des
racines de 'équation f, (v)==o0. Si, de plus, le polynome I¥ est a
cocllicients entiers, cetle fonction est égale au quotient d'un
nombre enticr par la puissance, d'exposant nz, du coellicient de 2"
dans le développement du polynéme 7, (x); soit @ ce coellicient ;
nous trans(ormons P'égalité précédente comme il sait :

[ (0) 4T (0) oo 4= B (0)] ™ e e ]

1=n
~ . — .
=B amz hifiei T TV —1F <‘:"i>
i=1
B désignant un nombre entier.

3. Composons maintenant le polynéme I (2) de la maniere sui-
vante. Solent, outre 'équation f, (x) == o, d’autres équations algé-
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briques a coefllicients entiers, f, (z) ==o, f,(#)=0 ... fi(@)=0o,

dont la premicre a pour racines by by, ... b,y la deuxieme ¢, ¢

Q7 g e

la derniere /,, {,, ... [,. Nous poserons
~ — 1 L a
¥ @) =2 [ fu(@).fi (@)... fi ()]
p désignant un entier quelconque. Je dis que la somme

F (0) + F' (0) 4 ... 4~ F (o)

sera un entier, divisible par 1.2.3... p—1, et que B sera divi-
sible par 1.2.3... p.

En effet, sil’on développe le polyndome I (2) et qu’on 'ordonne
par rapport aux puissances croissantes de 2, on trouvera un
développement de la forme

F(x) = ax? ="' a,2” - a,a? E S J o™
Ay %y Oy,.n. 0, désignant des entiers. On en déduira
Flo)=o0, F (0)=o,. F 7% =o,..

puis

I?Z)'—' 1 (O) — 1.2‘3... ]) — 1 a’ 14‘2) (O) :'1,2.3... ])-aly

et ainsit de suite.

Il faut observer que o est la puissance p™ d’un entier qui ne
dépend nullement de p, savoir, le produit des termes constants
pris dans les polyndémes

fa; f]):o'- fl'
Nous appellerons ce produit M, et nous trouverons :
F (o) 4+ F (o) 4 ... +F" (o) = 1.2.3... p— 1 (M" - Np).

ce qui démontre la premiere de nos deux propositions.

De plus, on voit qu’il est possible de choisir p de telle sorte
que ce nombre ne divise ni M?, n1 méme le produit de M? par une
puissance quelconque d'un entier donné A ; il sullit que parmi
les facteurs premiers de p, il y en ait au moins un qui n’entre
pas dans la décomposition du produit MA en facteurs premiers.

4. En second licu, faisons, dans le polynéme I (2), la trans-




SUR LA TRANSCENDANCE DES NOMBRES e ET ™ 359

formation @ =a;—-+ ', et ordonnons le polynéme obtenu par
rapport aux puissances croissantes de 2.
Nous trouvons un développement de la forme

F (x) = 2" G, (a;) + x? G, (a;) + ...+ 2" Gy (a).

G,, G,,... G,, désignant des polynéomes entiers, a cocllicients
entiers, dont le degré ne dépasse pas m. Mals, pour v =ay, le

polyn(“)me I (.L) et ses dérivées successives prennent les mémes
valeurs que pour 2'=o, et 'on en déduit :

F(a) =o F(a)=o0... F'"'(a)=o

F? (a;) = 1.2.3... pG, (@), FOP ) =10 p F 1 Gy (a),

et ainsi de suite. Par conséquent :

i=n i=n i=n =n
1 . ﬂ \
F (a;) +Zl* (a;) + ... ——}—Zl”n (a;) = 1.2.3...p A/_JGO (a;)
i =1 i =1 i =1 Fesy
7/ R ——T:‘
—+ (p+ 1)> G () 4 ... ¥
dezad] :
i=1

Or le facteur écrit entre crochets, au second membre de celte
égalité, est égal a une fonction symétrique entiere, a cocllicients
entiers, de a,, a,,... a,, et le degré de cette lonction est au plus .
Donc le second membre de cette égalité a une expression de la
forme :

LBad.a G

(LHL

ou C désigne un entier; et le numérateur de cette fraction est
précisément le nombre que nous avons désigné par B.

La deuxieme proposition énoncée au début du paragraphe 3 est
donc démontrée.

5. En résumé, le polynome I (2) étant choisi comme il a été
dit au paragraphe 3, on peut trouver deux entiers M et C, tels
(qu’on ait

i=7n i=n

123 p—1 (Mp -+ ‘?)'ICP) amz e :])!C -+ amE hikie wi V=1 “ E'iF (&)

i=1 =1
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les 2. ¢lant des nombres compris entre zéro et 1, les w étant réels,
et les ¢ remplissant la condition

lEil<[ai[-

De cette formule on déduit la suivante

i i =n i=n
Z . Y. o VT, —E
(1) (M'-9p)a™ % e =p.C+| ! ? Aikie * TG F (5)
' 1.2.3...l)~—1
i=1 : i=1

6. Cela posé, considérons l'expression

i=n 1= q =7
, N w1 7. w7
(2) Ay+A, Zc g AZ)Z e’ + ...—I—A[Z et
i=1 i=1 i=1

ot les lettres A, A, ... A, désignent des entiers, el ob les
racines des équations f,==o, f,=o0 ... fi=o0, dont les premicrs
membres sont des polyn()mes entiers, a coellicients entiers, ont
été désignées, respeclivement par a,, a,...d,, b, b, ... b, ... 1,
[, ... 0. e dis, avec MM. Lindemann et Gordan, que cette expres-
ston n’est pas nulle. En effet, sotent, dans les polyndmes /,, f,,
v fos iy byey oo L les coellicients des plus hautes puissances de .
A Tégard des équations f,==o0, f,=o0...f,==0, établissons les
égalités analogues a (1) et additionnons-les membre a membre,
apres avoir multiplié les deux membres de la premiere par
A, bmem 0 de la deuxieme par A, @™ ¢ ... (", et ainsi de suite.

Nous trouverons une égalité de la forme :

(1\12) + @1(1)) atopm A" (Aag e -} A,(,}:‘ 605 + ... -’r-A[,E Cli )
abe...lym o L vy S - .
= M p -+ labe.. D™ (AZriZe VoITET SRy

I.‘z.‘).../)

bV A L — oy :
+ A Epioie Wt iy () |

les nombres u, 0, ¢, jouant le méme role que les nombres i, o, &.
Si donc 'expression (2) était nulle, le sccond membre de cette

one conlraire a

dernicre égalité devrait étre égal et de Sib

(3) A, (abe... l)m (MI)—{——E’)TCP),

et je dis qu’on peut disposer de p de telle sorte qu’il en solit autre-
\
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ment. En effet, si nous supposons hyvpothese toujours possible:
que, parmi les facteurs premiers de p, il v en ait au moins un qui
n’entre pas dans la décomposition du nombre

AMa.b.c...d

en facteurs premiers, le nombre (3 ne sera pas divisible par p.
et par conséquent ne sera pas nul; et cependant il devrait étre
égal a une somme de deux parties, dont I'une est entiere et divi-
sible par p, tandis que, conformément a la démonstration sui-
vante, la deuxieme partie pourrait étre supposée numériquement

inférieure a 1.

7. Pour établir ce dernier point, observons que, quand le
point = déerit le ravon vecteur d'un quelconque des points «,. «,

ooy by by e by

. [, le produit

FER

o =ty 2

12

conserve un module plus petit qu'un nombre constant =. et que

2

le module de z reste au-dessous d'un nombre constant v, quon
peut supposer inférieur a 1. La fonction e° conserve elle-méme
un module plus petit qu'un nombre constant v, et ce nombre est
une limite supérieure des modules des facteurs tels que e,
e @2 ...el=7, Enfin les facteurs tels que 7, ety =, .., gLtV
ont des modules inférieurs al’unité; le degré m du polvnome I’ v
est ¢gal a |

(nt+qg+..+rp—r1

et le terme :

i=n
’ \ e >
{abe... ['m T B R N
\ " = t ] >, -
labe Iy NV e R
1.2.3...]] :

a un module plus petit que

Lwp labe  RDMTUT AT o
el Ay, T

1.2.3...p—1 - SRR aqbel

Or 1l est possible de choisir p de telle sorte que cette limite
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supérieure soit plus petite que 1. Le théoreme est donc
démontré,

8. Simaintenant on veut déduire de 1a le théoreme de M. Her-
mite, ¢est-a-dire démontrer que 1 eoahte

A+ Ae+Aer b - Ajen=o0

est impossible, si .\, A ... A, sont des entiers, il sullit d’appli-
quer la méthode précédente au cas ou les polynomes /o, /5, ... 1)

sont définis comme il suit

[,=x—1, f, =& — 2404 f,=x—m,...

ce qui revient, au fond, a répéter la démonstration de M. Iur-
witz,

g. Silon veut en déduire la transcendance du nombre =, on
observe, avec M. Hilbert, que s 1l existait une équation algébrique
a coellicients entiers, admettant parmi ses racines le nomble ik
et si l'on désignait ces racines par «a,, «,...a,, le produit

/ a ! a \ a
I ‘ei>‘\1 8'/\I+€/

aurait un facteur égal o 1 —4-¢7, c'est-a-dire a zéro. Donc ce pro-
duit serait nul. Mais st on Ueflectue, on trouve une expression de

la forme

1 -Let

e s T

oo
ou g, 9,

3, désignent les racines d'une équation algébrique
a coellicients entiers. Parmi ces racines, quelques-unes peu\'ent
étre nulles; sl en est ainsi, la somme des exponentieiles qui
leur correspondent est un nombre entier ; celles d'entre elles
qul ne sont pas nulles, savoir, 3, %,... 3, sont les racines d'une
équation algébrique a coeilicients entiers, et Pon est conduit a

démontrer I'impossibilité d'une identité de la forme
ate et feti=o0

ou «a désigne un nombre entier. On retombe encore sur un cas
particulier du théoreme de M. Lindemann.

V. Jamer {Marseillc).
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