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PROBLEMES MATHEMATIQUES ()

%

GENERALITES

Lorsque une science progresse d'une manicre continue, on peut
juger de son développement ultérieur par 'examen des problemes
qui l'occupent actuellement.

L existence de problemes précis a une importance capitale et
pour le progres des mathématiques et pour le travail de chaque
chercheur.

A quels signes pourrons-nous reconnaitre quels sont parmi ces
problemes les plus proches a faire avancer notre science

Un probleme doit étre bien défini; sonsens et sa portée faciles
a saisiv 5 1l doit etre difficile, mais non pas iabordable.

Nous pouvons citer comme exemples, d'une part le probleme
de Fermat, par lequel Kummer a été amené a introduire les idéaux
dans la théorie des nombres algébriques, et d’autre part le pro-
bleme des trois corps.

D’oit nous piennent les problemes mathématiques

C’est 'expérience qui, dans chaque domaine, pose devant nous
les problemes primaires. (Duplication du cube, quadrature du
cercle, les premiers problemes de 'analyse infinitésimale et de
la théorie du potentiel.)

Dans le développement ultérieur de la science, c'est notre
esprit qui, par des raisonnements logiques (combinaison, géné-
alisation, spéelalisation), erée lui-méme des problemes nouveaux
et [¢conds. (Probleme des nombres premiers, problemes prove-
nant de la théorie de Galois, de la théorie des fonctions ellipti-
ques et e celle des fonctions automorphes.)

(") Résumé de Ia conférence tenue par M. HiLsert & la sixiéme section (Ensei-
gnement el mélhodes) du Congrés international des mathémaliciens, le 8 aoil 1goo.
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A quelles exigences la solution d’un probléme mathématique
doit-elle répondre ?

Nous disons qu'une question est résolue, lorsque, en nous
appuyant sur un nombre fini d’hypotheses fournies par le pro-
bleme lui-méme, nous pouvons démontrer la justesse de la solu-
tion a I'aide d’'un nombre fini de syllogismes.

La rigueur mathématique que nous exigeons ainsi n’entraine
pas nécessairement des démonstrations compliquées ; la méthode
goureuse est souvent la plus simple et la plus facile a

8
comprendre. (Introduction des intégrales abéliennes dans la

la plus 11

théorie des courbes algébriques, emploi des séries de puissances
dans la théorie des fonctions.)

Les conceptions de 'Arithmétique ou celles de I’Analyse ne sont
pas les scules qui soient susceptibles d’un traitement l‘igom*eux.v
Celles de la Géométrie et des sciences physiques le sont égale-
ment, pourva qu'au moyen d’'un systeme complet d’axiomes, elles
sotent ausst bien fixées que les conceptions de l’al'ithmétique. |

Chaque systeme de conceptions nous conduit a créer un sys-
teme de symboles destinés a servir d’instruments de démons-
tration.

Une démonstration faite au moyen des symboles géométriques

8
sera done parfaitement légitime, des que 'on se rendra un compte
exact des axiomes qui leur servent de base. (Minkowski, Geo-
metrie der Zahlen.)

Lorsqu'un probleme présente des diflicultés sérieuses, par
quelles méthodes pouyons-nous Uattaquer ?

D’abord par généralisation, en rattachant le probleme consi-
déré a un groupe de questions du méme ordre. (Introduction des
nombres idéaux dans la théorie des nombres algébriques, emplo:
des chemins complexes dans la théorie des intégrales définies.)

Ou bien par spécialisation, en approfondissant 'étude de pro-
blemes anologues plus simples déja résolus.

- L’échec des tentatives faites pour résoudre un probleme provient

souvent de ce que la question est impossible a résoudre sous la
forme donnée. Nous exigeons alors une démonstration rigourcuse
de Uimpossibilité. (Axiome des paralltles, quadrature du cercle,
résolution algébrique des équations du 5° degré.)

Mais nous avons la conviction qu’en mathématique, il sera tou-
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jours possible ou bien de résoudre le probleme, ou bien de dé-
montrer qu’il ne comporte aucune solution.
Jamais mathématicien ne sera réduit a dire : fgnorabz’mzzs.

ENONCE DE QUELQUES PROBLEMES

Nous voulons illustrer ce que nous venons de dire par quelques
problemes empruntés aux divers domaines des mathématiques,
et qui nous semblent particulierement propres a contribuer &
Pavancement de notre science.

I. PROBLEMES RELATIFS AUX NOTIONS FONDAMENTALES
1. Probléme de Cantor sur la puissance du continu.

Chaqgue ensemble de nombre est équivalent ou bien « Uensemble
des nombres entiers rationnels, ow bien au continu,

Le premier pas a faire pour trouver la démonstration de ce
théoreme serait peut-¢tre de résoudre le probleme suivant :

Mettre le continu sous la forme d'un ensemllc bien ordonné
{wohlgeordnete Menge).

9. Axiomes de Z’Ai’iz‘/znzéligue.

Trouyer un systeme d’axiomes régissant et définissant les con-
ceptions arithmétiques ;

fleaminer st ces axiomes sont indépendants les uns des autres,
et, dans le cas contraire, metire en éyidence les parties communes,
de facon & obtenir un systeme d’axiomes completement indépen-
dants ;

Enfin prouger que ces axiomes sont compatibles, ¢'est-a-dire
qu’une suite finie de déductions fogiques partant de ces axiomes,
ne peut jamais conduire & une contradiction.

Nous disons qu'une conception existe au point de vue mathé-
malique, lorsque les axiomes qui la définissent sont compatibles,
D’apres cette définition, Ia solution dua probleme préedédent ne
serait autre chose que Ia démonsiration de existence mathe-
matique dua continu., De 1, nous serions peut-éire conduils i
établir de la méme manitre Vexistence des ensembles de puis-
sance transfinie supérieure.
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3. Axiomes de la Physique.

Itablir les systemes d’axiomes du Caleul des probabilités, de
la Mécanique rationnelle et des différentes branches de la Physi-
que, puis fonder sur ces axiomes {'étude rigoureuse de ces sciences.

I, PROBLEMES EMPRUNTES A L’ARITHMETIQUE ET A L’ALGLBRE
k. Probléme de Riemann sur les nombres premiers.,

Démontrer dans toute leur étendue les propositions formulées
par Riemann sur la fonction T (s), en particulier la suivante :

La diflérence entre le nombre des nombres premiers inféricurs
a une quantité x et le logarithme intégral de cette quantité deyient
infinie avec x d un ordre égal ou inférieur a \/;-

Ltendre les propositions de Riemann « la fonction analogue
Ui (s) correspondant a un corps algébrique k :

( R 1
"C.L’ 5) — _r__.__
> ]

[n(}) désigne la norme de U'idéal j; la somme s’étend a tous les
tdéaux j du corps).

5. Certains nombres sont-ils transcendants ou du moins irrationnels ?

Démontrer que la fonction ¢+ a une yaleur transcendante,
lorsque la variable z est algébrique irrationnelle.

Lxaminer si les puissances & ont toujours des valeurs trans-
cendantes ow duw moins irrationnelles, lorsque la base est un
nombre algébrique el lexposant un nombre algébrique irrationnel.
(Exemples : aV2, er = (—27),

6. Les solutions de Uéquation du 7° degré ne peusent pas s obtenir
par la Nomographic.

La Nomographie permet de résoudre une équation lorsque les
racines peuvent ¢tre obtenues par wne suite finie d’opérations ne
portant que sur deux parametres. Il s'agit de démontrer que
Uéquation générale du 7’ degré ne rentre pas dans celle caté-
gorie.
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7. Géoméirie de situation des courbes et des surfaces algé&riques.

Harnack a déterminé le nombre maximum de traits de courbe
fermés et séparés les uns des autres dont peut se composer une
courbe algébrique d’ordre m. On demande d’étudier la situation
réciproque de ces traits ; d établir un théoréme analogue a celut
de Harnack pour les surfaces algébriques et d’evaminer ensuite
la situation réciproque des diverses nappes.

IIT. PROBLEMES LEMPRUNTES A LA THEORIE DES FONGTIONS

La notion de fonction est tellement générale, que, dans une
étude approflondie, il faut se borner a n'en considérer que cer-
taines classes particulierement importantes.

5i T'on choisissait la classe des fonctions définies par des
¢quations différentielles algébriques, un certain nombre de
fonctions intéressantes échapperaient a nos recherches (ainsi la
fonction {(s) de Riemann).

Si, d'autre part, nous considérions toutes les fonctions conti-
nues avant des dérivées de tous les ordres, nous ne pourrions
pas emplover la méthode si souple des séries de puissances.

Il parait done légitime de vouer une altention toute spéciale
aux fonctions analyvtiques; les fonctions importantes étudiées
jusqu’it présent rentrent du reste toutes dans cette Catégorie.

§. Caractére analytique de certaines fonctions rencontrées dans le calcul

des variations.

Un probleme du caleul des variations

L . oz d3
I(z,p,q; 2,7, dydy = min, e —
./ L/ P ’ E o P (]tE

=
ay

sera dit régulier, lorsque la fonction F est analytique et lors-
qu'elle satisfait a I'inégalité

o2F  32F RF \*?
e 5T T 0
op? " 9¢2 opdyq >
Démontrer que la solution z d'un probleme régulier est néeces=
satrement une fonction analytique des pariables x et y.

Yoicl encore un probleme analogue plus spécial:
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Fxaminer si les surﬂzces a courbure de Gauss constante et
posilive ne seraienl pas toutes des surfaces analytiques.

0 s, . . , . . » . - ,
9. Lristence d'équations différenticlles lindaires ayant un groupe donné,

Prenons dans le plan de la variable un nombre fini de points
et fixons pour chacun d’eux un systeme de substitutions linéaires.
Démontrer qu’il existe une équation différentielle linéaire de la
classe réguliere admetiant ces points comme poinls singuliers el
ayant comme groupe le groupe de substitutions défini par les
systemes donnés,

10. Deux variables lides par une relation analytique quelconque peuvent
étre exprimdes en fonction uniforme d’'un paramétre z.

Le beau théoreme de M. Poincaré sur ce sujet, publié dans le
Bulletin de la Société mathématique de Irance (t. XI, 1833),
est encore astreint a quelques restrictions. Il serait important
d’établir le théoréme dans toute sa généralité et surtout d’examiner
st les yariables sont (oujours des fonctions automorphes du
parametre =.

Il s’agirait en outre d'étendre ce théoréeme au cas de plusicurs
pariables indépendantes.

Pour un plus grand choix de probléemes, nous renvoyons le
lecteur a article que nous allons publier dans le Bulletin de la
Société des Sciences de Goettingue. (Nachrichten der Kgl.
Gesellschalt der Wissenschaften zu Géttingen, 19oo.)

GONCLUSION

Les problemes précédents nous montrent la variété croissante
des mathématiques. Nest-il donc pas a redouter cue notre
science ne se scinde en plusieurs branches n’ayant plus guere de
rapports entre elles ?

Nous ne le croyons ni ne voulons I'espérer.

Nous voyons du reste que la mathématique, en se développant,
bien loin de perdre son caractere de science unique, le manifeste
de jour en jour plus clairement.
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De plus, chaque progres réel entraine nécessairementla décou-
verte de méthodes plus incisives et plus simples, permettant a
chaque géometre un acces relativement facile a toutes les parties

de notre science.
D. HiLsert (thtmgue).

SUR LA TRANSCENDANCE DES NOMBRES e ET = ()

1. Depuis 1873, époque ou M. Hermite, dans son Mémoire sur
la fonction exponentielle, a démontré latranscendance dunombre
9
miere ligne M. Hurwitz (Math. Annalen, 1893), ont cherché a
donner a sa démonstration une forme plus élémentaire. D autre

e, de nombreux géometres, parmi lesquels 1l faut citer en pre-

part, le travail analogue de M. Lindemann, au sujet du nombre =,
(Math. Annalen, 1882), a provoqué, depuis son apparition, de
nombreuses recherches entreprises dans le méme sens, Parmi les
géometres qui se sont signalés dans cet ordre d'idées, il en est,
comme M. Hilbert, a qui I'on doit d'importantes simplifications ;
mais M. Gordan a eu le mérite de ramener a des considérations
d'ordre purement élémentaire la démonstration d’'un théoreme
de M. Lindemann, entrainant, comme conséquences, la transcen-
dance du nombre e, et la transcendance du nombre =. Les tra-
vaux de A. Gordan ont été magistralement exposés par M. Klein,
dans son opuscule intitulé : Sur certaines questions de Géoméirie

(") Ainsi qu'on peut le voir dés les premiéres lignes de l'article de M. Jamet,
son élude a un caractére nettement pédagogique, et elle nous semble constituer a
ce point de vue un progres fort important. Il s'agit de I'un des problemes les plus
faoneux dans Thistoire des sciences mathématiques. celui de la quadrature du
cercle; et, en somme, Pimpossibilité n'en a été rigoureusement démontrée qua
partir des travaux de MM. Hermite et Lindemann. Apporter a cette démonstration
des perfectionnements qui aient pour résultat de lui donner un caractore de plus
en plus élémenlaire est & notre avis tout & fait intéressant au point de vue qui
nous préoccupe surlout ici. Aussi remercions-nous bien sincérement M. V. Jamet
de son importante contribution a la transcendance des nombres ¢ et 7.

(NOTE DE LA REDACTION).
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