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32 FR. SCHILLING

simple a la théorie des cycloides. Les exposés (') que Ton a
publiés jusqu’a ce jour sur cette théorie manquent de clarté, ou
sont incomplets sinon méme inexacts. C'est a cette circonstance
qu’il faut attribuer le fait que dans les milieux des mathématiciens
ces notions, en elles-mémes tres simples, ne sont pas aussi con-
nues que 'exigerait leur importance technique dans la construc-
tion des engrenages.

§1.— LES COURBES CYCLOIDALES.

Nous appellerons courbes cyclo'x’dales les courbes dues a la
génération cinématique suivante :

1. St deux cotes adjacents SE et SE, d’un parallélogramme
articulé SE, ME, tournent autour du sommet S, avec des yitesses
angulaires w et Q, diflérentes, mais toutes deux uniformes, le
sommet opposé M décrit une courbe cycloidale (fig. 1).

Envisageons, dans le plan du parallélogramme (*), la variable
complexe = = x -+ @y.

Supposons que dans la position initiale, le parallélogramme
soit aplati, de telle sorte que les quatre cotés coincident avec 'axe
des x; désignons par C et ¢, les longueurs des cotés SE, et
SE,,par z, et=z,des variables complexes représentant les positions
de E, et E, dans le cours du mouvement, par = une variable cor-
respondant de méme au point M, enfin par { un parametre indé-

(*) Par exemple, ceux de MM. A. VieTor ¢t Ch. WieENER publiés dans la Zeilschr.
/. Math. u. Phys. (t.25, p. 263 et suiv., 1880; t. 26, p. 255 et suiv., 1881) laissent
A désirer au point de vue de la simplicité. On trouve des inexactitudes par
exemple dans les traités suivants: WrIssENBORN, Die cyhklischen Kurgen, Eisenach,
1856 ; HATTENDORF, Analytische Geometrie, Hannover, 1887, p. 108 et suiv. ;
Kanics, Legons de cinematique, Paris, 1897, p. 163. Le meilleur exposé est encore
celui que l'on trouve dans la courte note publiée en 1874 par M. RirTErRsHAUS
dans les Verhandlungen zur Befwrderung des Gewerbfleisses in Preussen (année 53,
p- 272} ; M. BurmEstrr lutilise dans son traité de Cinématique (Leipzig, 1884,
p. 134 et suiv.). Toutefois ces auteurs ne font pas l'étude analytique des courbes.
Voir aussi GILDERMIISTER, De lnels curvis epicycloidibus et hypocycloidibus, Mar-
bourg, 1866, et BELLERMANN, Epicykloiden und Hypocykloiden, Iena, 1867.

) M. Menmke a déja employé des variables complexes pour des recherches
analogues, notamment dans son travail : Ueber die Bewegung cines chenen
starren Systems in seiner Ebene, Zeitschr. fir Math. w. Physik, t. 35, p.1-24.
65-81 (1890).
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pendant analogue au temps. Nous avons évidemment les rela-
tions :
;1 :Ceimt’ ;:2 E— ce’tﬂt’

et comme

(I) = — Celuwf + ceiﬂf’

qui est 'équation générale la plus simple des courbes cycloi-
dales (*).

On voit qu’il y a lieu de distinguer deux cas principaux
sulvant que o et @ sont de méme signe ou de signes contraires.

Nous supposerons, ce qui ne diminue d ailleurs en rien la géné-
ralité des recherches, dans le premier cas o et @ tous deux
positifs, dans le second cas w négatif et @ positify dans les deux
cas o] < Q.

Quels que solent les signes de w et de o, 'équation (1) peut
prendre les deux formes suivantes :

(II) 5= (C _{—_ cet (2 —u) z‘)eim‘,
(III) i (c = Cei(o—29) t) elQf,

(') Si nous partions d'une position quelconque du parallélogramme,1’équation (1)
deviendrait, en remplacant z et ¢ par z/ el ¢

(V) g = Cellot T ) 4 cei(@l+8)

olt o et f désignent les angles de SE, et de SE; avec I'axe des x, dans la position
initiale. Faisons alors les substitutions :

7' = ze'°, '=t4+=
G et T étant deux grandeurs véelles non encore déterminéees, l'équation (1)

devient :
z = (el lof + vs~+a—qd) . cel (Q+9s +8—0)

Cela reyient évidemment & faire tourner le systéme des coordonnées d’un certain
angle autour de S, et & compter le paramétre £ 4 partir d’'une nouvelle origine.
Pour ramener I'équation (I’) & I'équation (I), il suffit de poser :

wT 4 a—g=—o0 Qr4+B—r=0o0

c¢’est-a-dire

_a—§ . Q4wrctat+f aQ—Bw

- 3 pramm—n

Q—w 2 Q_—w» ’

ce qui esl toujours possible, sauf dans le cas ott w = Q, mais alors le parallélo-
gramme, tourne autour de S comme un systéme rigide.

Il faut encore remarquer que nous ne restreignons nullement la généralité de la
démonstration, en supposant les grandeurs G et ¢ toutes deux positives.



34 FR. SCHILLING

Cherchons a nous représenter la signification géométrique de
Péquation (IT) pour une valeur donnée ¢* du parametre ¢,

Afin d’étre plus précis, nous nous placerons dans le premier
cas(w et @ tous deux positifs) ; les résultats seraient d’ailleurs
absolument les mémes dans.le second cas. Nous remarquerons
d’abord qu’il nous suffit de ne conserver du parallélogramme
que les coOtés SE, et E M (fig. 1). Pour représenterla parenthese
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Fig. 1. Fig. 2

qui figure dans le second membre, portons a partir de 'origine
sur I'axe desx, la longueur C en SE, (fig. 3), puis a partir de E
une droite de longueur ¢, faisant avec 'axe des x un angle
(@ — w) 7", en Eiﬂ; le point M estalors I'image de la quantité
complexe C -~ ce’@— Sj i présent nous faisons tourner tout
d’une pitce la figure SEM, dun angle w ¢* autour de S, elle
viendra en SE * M* et le point M* sera I'image du second mem-
bre complet (C 4~ celi2—o “) etor,

En d’autres termes 1’équation II exprime que le point M est
soumis a chaque instant 2 deux rotations; l’'une autour de la
position momentanée du point E , avec une vitesse angulaire
(¢ — ), lautre (a laquelle E, est également soumis) autour du
point S, avec une. vitesse dngulaire » ().

(') Ge mouvement est tout a fait analogue & celui de la lune qui tourne autour de
la terre et en méme temps que celle-ci, autour du soleil. Nous avons d’ailleurs
choisi une partie de la notation afin de faire ressortir. cette analogie.
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Nous sommes ainsi amenés a une deaxicme agénération cinéma-

tique des courbes evcloidales.

a. Une courbe cycloidale est engendrée par wn point M d’un
systeme mobile, qui tourne d’une ¢itesse uniforme «utowr d'un
point K, tandis que ce dernier tourne lui-méme, égalenent d une
pitesse uniforme autour d’un poini five S.
 Cette scconde sorte de géndération présente, il est veat, Fincon
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vénient de produire la méme courbe de deux facons diflérentes.

Nous pourrions en elfet chercher la stontfication de 'tqua-
tron III, c¢’est-a-dire considérer la partic SE, M du parallélo-
gramme ([18‘.
précédemment cn donnant a M unc vilesse négative cette fors,

4). Nous obtiendrons alors Ia meéme courbe (que
v — £, autour de II,, pendant que K, tourne Jui-méme autour
de S d'une vitesse constante @,

Or, les théoremes de Cinématique nous permettent, dans le
cas de la figure 3. de vemplacer pour un instunt les denx
vitesses angulaires simulianées de M :

(2 — o) de centre I, et w de cenlre S, par une seule vilesse
angulaire (¢ — ) 4 © = @ autour du point P qui partage la

ligne SE| dans le rapport inverse des vitesses angulairves (lig. 5

de sorle que :

EP, w
PSS T o—o
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que l'on. peut écrire en posant E, P=2betPS=ua

(IV) L2 __¢

a  0Q—w

Les lieux géométriques du pole ou centre instantané P,, dans
le plan fixe et dans le plan mobile (ixé a EM), c’est-a-dire
les trajectoires polaires, sont évidemment deux cercles tangents
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Fig. 5. Fig. 6.

extérieurement de centres S et E, et de rayons a et } (fig. 5).
Cela nous donne une troisieme génération cinématique des
courbes cycloidales, qui est d’ailleurs la plus connue.

3. Une courbe cycloidale est la courbe décrite par un point M
invariablement lié & un cercle qui roule sur un cercle fixe.

Nous pourrions faire un raisonnement analogue pour le cas de
la figure 4. Le péle P,, qui est alors situé sur le prolongement
de SE, au dela de S est donné par I’équation o

E,P, Q

PS T w—Q

b

ou en désignant par A et B les valeurs absolues des longueurs P,S
et E,P,

B Q
(V) | <=

Q—w

>

Les cercles po]aires sont alors tangents intérieurement.
Nous pouvons donc dire que :
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4. Toute courbe cycloidale du premier type peut étre engendrée,
soit par deux cercles tangents extérieurement et roulant l'un sur
Pautre, soit par le roulement de deuz cercles tangents intérieu-
rement; dans ce dernier cas, le grand cercle doit toujours rouler
sur le petit.

En soustrayant les équations IV et V, on a:

. B b

On voit en outre, par la simple inspection des figures, que :

(VII) b4+ a=C,
(VIII) B—A=rc,
¢’est-a-dire :

5. La distance du point décrivant au centre du cercle mobile,
de Uun des couples de cercles, est égale ala distance des centres
de Uautre couple.

Les équations (VI), (VII) et (VIII) déterminent sans ambiguité
A, B, C sil'on connait a, b, ¢ et vice versa.

Enfin I'équation (VI) a la signification géométrique suivante :
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6. §¢ Uon réunit les figures 5 et 6 construites pour le méme
instant t* en une seule de facon a rétablir le parallélogramme
primitif, les points P,, P, et M sont en ligne droite (fig. 7).
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Ce théoreme permet de construire graphiquement A, B, C,

quand on connait a, b, ¢ et 1nversement.

Pour le second cas (w <o, & > o, ](.)]<Q> nous nous conten-
terons des remarques suivantes :

Toute courbe cycloidale du second type peut étre engendrée
par deux couples de cercles tangents intérieurement, dans les
deux cas le petit cercle roulant sur le grand.

Les formules correspondant aux formules (IV) a (VIII) sont
alors les suivantes, oit @, b et A, B désignent toujours les valeurs
absolues des rayons SP, P, E, et SP,, P,E,

b W B Q
IV _—m——_—, £ IR ——
(\ / a Q—w’ (\ ) A £ ——
(VI¥) b + S
(VI a—0b—= C, (VIII*) A—B—ec.

Les théorémes 5 et 6 s’appliquent ici sans aucune modifi-
cation (').
L’équation (VI*} nous montre que si l'un des rapports des
7

. a K i .
rayons est égal a — I'autre l'est aussi; dans ce cas, w=—=—Q, a

cause des équations (IV*) et (V*), el I'équation primitive devient :
(IX) — Ce— i0f 4 ceiat
qm peut s ‘éerire en egalant respectlvunent les poltlons réelles

et les portlons 1111"10‘111¢111‘es :

(X) =(c 4 C) cos Q¢

x
y = (¢ — C) sin Q¢,

et si l'on fait abstraction du cas ot C==¢, on déduit de la

done :

7. Dans le cas parlica{ier 0Ll ) ==

Q:st c=C le point M

N . ) . . ’ . r
(') Soit par exemple: C et —5» constants, mais ¢ variable, I'équation (I) repré-

sente par un choix convenable de ¢ toute courbe eycloidale qui peuat ¢lre engendrée
par le roulement d'un cerlain couple de cercles.

s
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décrit un segment de l'axe des x; si ¢ z C le point M décrit une
ellipse dont les axes sont paralléles aur axes coordonnés et ont
pour valeurs 2 (¢ -+ C) et 2 e — C].

La méme équation (VI*) nous permet encore de différencier les

deux couples de cercles :

8. 8¢, dans les courbes du second type, le rapport des rayons

, le rapport des rayons de l'autre

L\J}H

d un couple de cercles est >
1

cou,])Ze est < —,
2

En nous basant sur les remarques précédentes, nous propose-
rons les dénominations suivantes pour les divers types de courbes
cycloidales :

9. Nous appellerons « Epitrochoides » les courbes cycloidales
. w 5 y
du premier type <-0~ > o>, et « Hypotrochoides » celles du
) Q
{

second (—%« < o> .

-

Le dernier théoréeme nous fournit un moyen d’indiquer par
quel couple de cercles la trochoide a été engendrée.

10. On pourra appeler « Epitrochoide « centre libre » ou
« Epitrochoide & centre couyert », la méme épitrochoide suipant
que le cercle roulant regardé comme un disque plein laisse voir
ow coupre le centre du cercle fixe ; de méme Uhypotrochoide sera
dite « Hypotrochoide <& centre libre » ou « Iypotrochoide a
cenlre coupert ».

Nous donnerons enfin les définitions suivantes, qui supposent
seulement |o] <. r

11. Dans le premier comme dans le seccond cas, nous dirons
que la courbe est une épi- ou hypotrochoide allongée, raccounrcie

: )

C

w

Q

ou ordinaire (*) selon que le rapport est >, << ou ==

(") J’ai employé les termes usités dans les ouvrages francais, bien qu’ils ne cor-
respondent nullement aux termes allemands : verschlungene {entrelacée), gestrechie
(étivée), gespitzle (& rebroussements). On remarquera aussi que le terme épicy-
cloide est employé ici dans un sens beaucoup plus reslreint que dansles ouvrages
francais, Note du irad.

. C w
(") S —(T:IB— » les cercles fixes des deux couples coincident,
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Nous nommerons aussi pour abréger, épi- ou hypocycloide
(@ centre libre ou couvert), Uépi- ou hypotrochoide ordinaire.

Jajouterai encore, a 'appui de ce qui précede, les définitions
géométriques données par M. Chr. Wiexer, dans le travail cité
plus haut (p. 32).

11", 87 le point décrivant M et le centre du cercle fixe sont
tous deux intérieurs ow tous deux extérieurs aw cercle mobile
nous asons une trochoide allongée.

St le point déeripant M est intérieur et le centre du cercle fixve
extérieur au cercle mobile ou vice versa, nous avons une trochoide
raccourcie.

St enfin le point décrivant M est sur le cercle mobile (le centre
du cercle five pouvant d’ailleurs étre a Uextérieur, ou a linté-
rieur) nous avons une trochoide ordinaire.

Jindique en terminant, les équations des trochoides en coor-
données rectangulaires @, y; égalant les portions réelles et les
portions imaginaires de I’équation (I) on a :

(XI) x = C cos wt -4 ccos N,

3 = G sin wt 4 ¢sin Q¢.

On peut transformer ces équations, de maniere que lon
puisse reconnaitre de suite la génération de la trochoide. Soit
par exemple une épitrochoide a centre libre. Introduisons a la
place de ¢ le paramétre A (donné par A= wt) qui désigne 'angle
dont I'axe central SE, du couple de cercles a tourné autour de S,

En effet, dans le premier cas, par exemple, on déduit des équations

B—A ¢ w

(VII et Vli]) m - C —5—2—-

ou en vertu des équations (IV et V) :

Q
— 1
A Q—w w
a - N Q
1
Q—w
J'est-d-dire
A
—_— =1
a

La démonstration est analogue pour le sccond cas.
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) . . i .
ot éliminons les grandeurs - et C a l'aide des équations (IV)

et (VII).

l

NI «) x = (a4 b)cos k- ¢ cos —a——i—%—)—- A,
l

y = (a-+ b)sin A 4 ¢ sin _a_j]— Y

i )

Nous aurons de méme pour une épitrochoi’de a centre couvert

B—A
X1D) x=2C COS ——p—— A+ (B—A)cos \,
. B—A :
y = Csin — A (B—A)sin \,
ol
A= QL.

Enfin pour Uhypotrochoide, nous aurons I'un des deux
aroupes
. b—a
‘XIe¢) x = (a—b) cos A 4- ¢ cos — Ay
h—a

y = (a—10b)sin A 4 ¢ sin S X,

dans lequel

)\: U.)t,
ou
B—A
x = Ccos —5 A + (A—B) cos A,
B—A

—n— A+ (A—B)sin A,

dans lequel

Ces équations peuvent étre utilisées pour I’étude de courbes
particulieres; mais elles sont évidemment moins simples et
moins générales que les équations (I) et (XI).

§ 2. — DEscrirTION DES MODELES

Ces modcles se partagent en quatre groupes que nous allons
successivement examiner,

Les quatre modeles du premier groupe montrent les doubles
générations des épitrochoides et hypotrochoides (mod. 1-4).

<
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