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32 FR. SCHILLING

simple à la théorie des cycloïdes. Les exposés (*) que l'on a

publiés jusqu'à ce jour sur cette théorie manquent de clarté, ou
sont incomplets sinon même inexacts. C'est à cette circonstance
qu'il faut attribuer le fait que dans les milieux des mathématiciens
ces notions, en elles-mêmes très simples, ne sont pas aussi
connues que l'exigerait leur importance technique dans la construction

des engrenages.

I i. — Les courbes cyclo ï dales.

Nous appellerons courbes cycloïdales les courbes dues à la

génération cinématique suivante :

i. Si deux cotés adjacents SEA et SEiE un parallélogramme
articulé SE1 ME., tournent autour du sommet S, avec des vitesses

angulaires to et çi, différentes, mais toutes deux uniformes, le

sommet opposé M décrit une courbe cycloïdale (fig. i).
Envisageons, dans le plan du parallélogramme (2), la variable

complexe z x iy.
Supposons que dans la position initiale, le parallélogramme

soit aplati, de telle sorte que les quatre côtés coïncident avec l'axe
des X ; désignons par C et c, les longueurs des côtés SEA et

SE2,par z{ etudes variables complexes représentant les positions
de Ei et E., dans le cours du mouvement, par s une variable
correspondant de même au point M, enfin par t un paramètre indé-

(*) Par exemple, ceux de MM. A. Viktor et Ch. Wiener publics dans la Zeilschr.
/'. Math. u. Phys, (t. 25, p. 263 et suiv., 1880; t. 26, p. 255 et suiv., 1881 laissent
à désirer au point de vue de la simplicité. On trouve des inexactitudes par
exemple dans les traités suivants : Weissenborn, Die cyhlisehen Kurven, Eisenach,
1856 ; Hattendorf, Analytische Geometrie, Hannover, 1887, p. 108 et suiv. ;

Kcenigs, Leçons de cinématique, Paris, 1897, p. i63. Le meilleur exposé est encore
celui que l'on trouve dans la courte note publiée en 1874 par M. Rittershaus
dans les Verhandlungen zur Befœrderung des Gewerbfleisses in Preussen (année 53,

p. 272) ; M. Burmester l'utilise dans son trailé de Cinématique (Leipzig, 1884,

p. 134 et suiv.). Toutefois ces auteurs ne font pas l'étude analytique des courbes.
Voir aussi Gildermiister, De lincis curais epicycloidibus et hypocycloidibus, Mar-
bourg, 1866, et Bellermann, Epicykloïden und Hypocyhtoiden, Iena, 1867.

(2) M. Mehmke a déjà employé des variables complexes pour des recherches
analogues, notamment dans son travail : Ueber die Bewegung eines ebenen
starren Systems in seiner Ebene, Zeitschr. für Math. u. Physik, t. 35, p. 1-24.
65-81 (1890).
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pendant analogue au temps. Nous avons évidemment les
relations :

z2 — ce^t,

et comme

(I) 3 Ce^of -f- ceiùt,

qui est l'équation générale la plus simple des courbes cycloï-
dales (J).

On voit qu'il y a lieu de distinguer deux cas principaux
suivant que to et £1 sont de même signe ou de signes contraires.

Nous supposeronsy ce qui ne diminue ci"ailleurs en rien la
généralité des recherchesy dans le premier cas to et Ö tous deux

positifs, dans le second cas to négatif et & positif, dans les deux
cas |to| < Q.

Quels que soient les signes de cd et de Q, l'équation (I) peut
prendre les deux formes suivantes :

(II) î (C + ^(Û-'1/)^,
(III) 3=(c+Cei("-Q}f)ei-.

(y Si nous partions d'une position quelconque du parallélogramme,l'équation (î)
deviendrait, en remplaçant v et t par z' et t'

(I') S' Gai(",i' + «) + W

où a et ß désignent les angles de SE, et de SE. avec l'axe des ,r, dans la position
initiale. Faisons alors les substitutions :

z' zeîcr, !' — t -f T

c et z étant deux grandeurs réelles non encore détcrminéees, l'équation (F)
devient :

z Ce1 a ~~ ff) -f- cei (9J L'~- +

Gela revient évidemment à faire tourner le système des coordonnées d'un certain
angle autour de S, et à compter le paramètre t à partir d'une nouvelle origine.

Pour ramener l'équation (F) à l'équation (I), il suffit de poser :

WT-j-a — CF — O Q t -|-ß — t — o

c'est-à-dire

T —
Œ ~ ß (ß -f- w) T -f a -f ß xQ — (3 m

A — m ' ~ ê ~~~
Q — w '

ce qui est toujours possible, sauf dans le cas où oo — Q, mais alors le parallélogramme,

tourne autour de S comme un système rigide.
Il faut encore remarquer que nous ne restreignons nullement la généralité de la

démonstration, en supposant* les grandeurs G et c toutes deux positives.



FR. SCHILLING

Cherchons à nous représenter la signification géométrique de
l'équation (II) pour une valeur donnée t* du paramètre t.

Afin d'être plus précis, nous nous placerons dans le premier
cas (w et ß tous deux positifs) ; les résultats seraient d'ailleurs
absolument les memes dans le second cas. Nous remarquerons
d abord qu il nous suffit de ne conserver du parallélogramme
que les côtés SE1 et EXM (fig. i). Pour représenter la parenthèse

qui figure dans le second membre, portons à partir de l'origine
sur l'axe des #, la longueur C en SE1 (fig-3), puis à partir de E^
une droite de longueur c, faisant avec l'axe des x un angle
(û — to) z*, en EjM ; le point M est alors l'image de la quantité
complexe C -j- cex{^~ Si à présent nous faisons tourner tout
d'une pièce la figure SE4M, d'un angle to Z* autour de S, elle
viendra en SEX* M* et le point M* sera l'image du second membre

complet (C + ce '*) eU)t\
En d'autres termes l'équation II exprime que le point M est

soumis à chaque instant à deux rotations ; l'une autour de la
position momentanée du point E1? avec une vitesse angulaire
(Q— to), l'autre (à laquelle Et est également soumis) autour du
point S, avec une vitesse angulaire g) (*).

(') Ce mouvement est tout à fait analogue à celui de la lune qui tourne autour de
la terre et en même temps que celle-ci, autour du soleil. Nous avons d'ailleurs
choisi une partie de la notation afin de faire ressortir cette analogie.
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Nous sommes ainsi amenés à une deuxième génération cinématique

des courbes eycloïdales.

2. Une courbe cijcloïdale est engendrée pur un point M d un

système mobile? qui tourne d'une vitesse uniforme autour d'un

point Ep tandis que ce dernier tourne lui-même, également (Fune

vitesse uniforme autour d'un paint fixe S.

Celle seconde sorte de génération présente, il est vrai, 1 incon

vénient de produire la même courbe de deux laçons différentes.
Nous pourrions en eilet chercher la signification de 1 équation

III, c'est-à-dire considérer la partie SE., êl du paraltelo-
gramme (hg. 4)- Nous obtiendrons alors la même courbe que
précédemment en donnant à M une vitesse négative cette lois,

autour de Kgl. pendant que E., tourne 1 ui-même autour
de S d' une vitesse constante

Or, les théorèmes de Cinématique nous permettent, dans le
cas de la figure 3, de remplacer pour un instant les deux
vitesses angulaires simultanées de M :

(C> — w) de centre ly, et w de centre S, par une seule vitesse
angulaire (û — ef -j- to (A autour du point 1^, qui partage la
ligne SE1 dans le rapport inverse des vitesses angulaires dig. 5 i

de sorte que :

JÇ 1Ç_ _ co

IgS q — co
'
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que l'on peut écrire en posant E, Pt et P,S

(!Y) b_ _ (5

a fi —to

Les lieux géométriques du pôle ou centre instantané P1? dans
le plan fixe et dans le plan mobile (fixé à E4M), c'est-à-dire
les trajectoires polairesa sont évidemment deux cercles tangents

îy

extérieurement de centres S et E, et de rayons a et b (fig. 5).
Cela nous donne une troisième génération cinématique des
courbes cycloïdales, qui est d'ailleurs la plus connue.

3. Une courbe cycloidaie est la courbe décrite par un point M
invariablement hé à un cercle qui roule sur un cercle fixe.

Nous pourrions faire un raisonnement analogue pour le cas de
la figure 4. Le pôle P2, qui est alors situé sur le prolongement
de SE2 au delà de S est donné par l'équation

E2P2 û
P2S co — Q '

ou en désignant par A et B les valeurs absolues des longueurs P2S
et E3P2

Les cercles polaires sont alors tangents intérieurement.
Nous pouvons donc dire que :
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4. Toute courbe cycloïdcile du premier type peut être engendrée,

soit par deux cercles tangents extérieurement et roulant l un sur

Vautre, soit par le roulement de deux cercles tangents intérieurement;

dans ce dernier cas, le grand cercle doit toujours rouler

sur le petit.
En soustrayant les équations IY et V, on a :

B h

(VI) ~â ~ l'

On voit en outre, par la simple inspection des figures, que :

(VII) h + a — C,

(VIII) B — A — c,

c'est-à-dire :

5. La distance du point décrivant au centre du cercle mobile,

de Vun des couples de cercles, est égale à la distance des centres

de Vautre couple.
Les équations (VI), (VII) et (VIII) déterminent sans ambiguïté

A, B, C si Ton connaît a, b, c et vice versa.

6. Si Von réunit les figures 5 et 6 construites j?our le même

instant t* en une seule de façon à rétablir le parallélogramme
primitif\ les points P1? P2 et M sont en ligne droite (fig. 7).
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Ce théorème permet de construire graphiquement A, B, C,

quand on connaît b, c et inversement.
Pour le second cas (to <o, il > o, |co)<Q) nous nous contenterons

des remarques suivantes :

4*. Toute courbe cycloïdcde du second type peut être engendrée

par deux couples de cercles tangents intérieurementy dans les

deux cas le petit cercle roulant sur le grand.
Les formules correspondant aux formules (IV) à (VIII) sont

alors les suivantes, où a, b et A, B désignent toujours les valeurs
absolues des rayons SPA, PA EA et SP2, P2E2

(IV*) — ——, (v*) -5-=—-—,
a Q — to

K 1 N Q — m

W X + T^1'
(VIP) ci — h — C, (VHP) A — B — c.

Les théorèmes 5 et 6 s'appliquent ici sans aucune modification

(1).

L'équation (VP) nous montre que si l'un des rapports des

rayons est égal à ~, l'autre l'est aussi ; dans ce cas, to =—Q, à

cause des équations (IV*) et (V*), et l'équation primitive devient :

(IX) z — Ce— i9~t + ce CU

qui peut s'écrire en égalant respectivement les portions réelles
et les portions imaginaires :

(X) x —[g -j- C) cos Lit,

y — [c — C) sin Qt,

et si l'on fait abstraction du cas où C c, on déduit de là

oeß

(c + C)2 {c — C)-
donc :

7. Dans le cas particulier ou co — il ; si c C le point M

(1) Soit par exemple : G et constants, mais c variable, l'équation (I) représente

par un choix convenable de c toute courbe eycloïdale qui peut être engendrée

par le roulement d'un certain couple de cercles.
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décrit un segment de Taxe des x; si c ^ C le point M décrit une

ellipse dont les axes sont parallèles aux axes coordonnés et ont

pour valeurs 2 (c + C) et 2 |c—C|.
La même équation (VF) nous permet encore de différencier les

deux couples de cercles :

8. Si, dans les courbes du second type, le rapport des rayons
d'un couple de cercles est > le rapport des rayons de l'autre

couple est < —.

En nous basant sur les remarques précédentes, nous proposerons

les dénominations suivantes pour les divers types de courbes

cycloïdales :

9. Nous appellerons « Epitrochoïdes » les courbes cycloïdales
du premier type > oj, et « llypot roch oïdes » celles du

second {çpp <
Le dernier théorème nous fournit un moyen d'indiquer par

quel couple de cercles la trochoïde a été engendrée.

10. On pourra appeler c Epitrochoïde cl centre libre » ou
« Epitrochoïde à centre couvert », la même épilrochoïde suivant
que le cercle roulant regardé comme un disque plein laisse voir
ou couvre le centre du cercle fixe; de même Vhypotrochoïde sera
dite <( Hypo trochoïde à centre libre » ou « Ilypotroehoïde à

centre couvert ».
Nous donnerons enfin les définitions suivantes, qui supposent

seulement | m | < | i > |.

11. Dans le premier comme dans le second cas, nous dirons
que la courbe est une épi- ou hypotrochoïde allongée, raccourcie

ou ordinaire (*) selon que le rapport — est >7 < ou |qy (2).

C) employé les termes usités dans les ouvrages français, bien qu'ils ne
correspondent nullement aux termes allemands : verschlungene (entrelacée), gestreckte
(étirée), gespitzte (à rebroussements). On remarquera aussi que le terme épiey-
cloïde est employé ici dans un sens beaucoup plus restreint que dans les ouvragesfrançais. Xole du trad.

r> c- c I W I

f) Si pr= Q~ > lcs cercles fixes des deux couples coïncident.
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Nous nommerons aussi pour abréger, épi- ou hypocycloïde
(à rentre libre ou couvert), Vépi- ou hypotrochoïde ordinaire.

J ajouterai encore, à l'appui de ce qui précède, les définitions
géométriques données par M. Chr. Wiener, dans le travail cité

plus haut (p. 3s).

ii*. Si le point décrivant M et le centre du cercle fixe sont
tous deux intérieurs ou tous deux extérieurs au cercle mobile

nous avons une trochoïde allongée.o
Si le point décrivant M est intérieur et le centre du cercle fixe

extérieur au cercle mobile ou vice versa, nous avons une trochoïde
raccourcie.

Si enfin le point décrivant M est sur le cercle mobile (le centre
du cercle fixe pouvant d'ailleurs être ci Vextérieur, ou à Vintérieur)

nous avons une trochoïde ordinaire.
J'indique en terminant, les équations des trochoïdes en

coordonnées rectangulaires x, y ; égalant les portions réelles et les

portions imaginaires de l'équation (I) on a :

(XI) x — C COS Lût -p c cos fit,

y C sin mt -f- c sin Lit.

On peut transformer ces équations, de manière que l'on
puisse reconnaître de suite la génération de la trochoïde. Soit

par exemple une épitroehoïde à centre libre. Introduisons à la

place de t le paramètre A (donné par Wtoif) qui désigne l'angle
dont l'axe central SE1 du couple de cercles a tourné autour de S,

En effet, dans le premier eas, par exemple, on déduit des équations

B — A c 10

(VII et VIII) -j-grg
5=5

-G Ä IF
ou en vertu des équations (IV et V) :

A Q — co

a * LO

+ i
12 — to

c'est-à-dire
A

a

La démonstration est analogue pour le second cas.
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et éliminons les grandeurs -|L et C à l'aide des équations (IV)

et (VII).
et —j— b -

XI a) •*' (a + b) cos A + c cos — A,

Ci -J~ /l -,

y =2 (« + A) sin A + c sin A.

Nous aurons de même pour une épitrochoïde à centre couvert

g
XI b) .r=Ccos g

A + (B — A) cos A,

r — C sin ——— V — (B — A) sin A.

où
a at.

Enfin pour l'hypotrochoïde, nous aurons l'un des deux

groupes
b — a -XI c) x (a— b) cos A + c cos — A,

y — (a — b) sin A -j- sin -- — A,

dans lequel
1—iot,

ou

.r Ccos B"A A + (A —B) cos A,
Jd

r C sin B~A A + (A — B) sin A,
il)

dans lequel
A =: nt.

Ces équations peuvent être utilisées pour l'étude de courbes

particulières ; mais elles sont évidemment moins simples et

moins générales que les équations (I) et (XI).

§ 2. — Description des modèles

Ces modèles se partagent en quatre groupes que nous allons
succès s ivem e nt examin er.

Les quatre modèles da premier groupe montrent les doubles

générations des épitrochoïdes et hvpotroclioïdes (mod. i~4)-
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