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286 G. BUDELOT

Le plan polaire d’un point quelconque se confond avec le plan
double.

Chasles regardait comme le meilleur critérium d’une méthode
le fait qu’elle s’appliquait aussi facilement a la Géométrie plane
qu’an probleme correspondant de la Géométrie de I'espace ; il est
impossible de ne pas reconnaitre, qu’a ce point de vue, la nou-
velle classification est parfaite.

A. Poussarr (Paris).

UNE PREMIERE LECON

DL

GEOMETRIE DESCRIPTIVE

On sait quelles diflicultés rencontrent les commencants lors-
que, apres avoir considéré un systeme de deux plans de projection,
ils font le rabattement du plan vertical sur le plan horizontal,
rabattement destiné a donner 'épure.

On sait aussi quels inconvénients entraine la considération,
pendant la plus grande partie du cours, d’un systeme unique de
deux plans, 'un horizontal et Pautre vertical : les éleves n’ont
pas le temps de se familiariser avec la méthode des changements
de plans ; et puis il y a aussi les problemes insolubles, momen-
tanément, parce que telle droite est de profil, alors le professeur
est forcé de dire a ses éleves : vous verrez cela plus tard.

Qu’on le veuille ou non, la considération de plus de deux
plans s’impose des le début, et par conséquent il en est de méme
pour les changements de plans : on peut donner encore, entre
autres raisons, la nécessité ou se trouve 'artisan le moins instruit
de dessiner un plan et deux élévations pour représenter l'objet
le plus simple.

Tout cela a été signalé, depuis longtemps. Tout récemment,
M. Laisant, dans son tres intéressant ouvrage : La Mathématique,
insiste sur ce fait qu’il ne faut pas « rendre I'éleve esclave de
deux plans de projection et d'une ligne de terre invariablement
tracce ».




UNE PREMIERE LECON DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE 287

Du reste, dans plusieurs traités, on a cherché a éviter, par diffé-
rents procédés, les dillicultés et les inconvénients dontil vient
d’¢tre question. Voici une méthode simple qui a pour elle une
expérience continue de plusicurs années avec des éleves de
mathématiques élémentaires ; elle permet-de passer, sans rabat-
tement, de la figure de l'espace a 'épure; elle permet aussi
d’éviter les inconvénients d’un systeme unique de deux plans de
projection.

1. — On sait que d’un point M on peut mener a un plan P
une perpendiculaire et une seule (5 livre de Géométrie). Le pied
de cette perpendiculaire est la projection du point M sur le
plan P (*). La perpendiculaive est la projetante du point sur le
plan.

5. — Soient maintenant (fig. 1):

— une figure formée de points A, B, C, D,... et réduite, s’il
le faut, a une échelle déterminée ;

— un plan horizontal, II, formé par une feuilie de papier ;
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Fig. 1.

— enfin un observateur dont Vil est au-dessus du plan II et
qui regarde la figure ABCD...

Chacun des points A, B, C, D,...

1° n’a qu'une projection a, b, ¢, d,...

2° n’a qu’une distance au plan H (cote) ;

4 3l 3 M 0 1 3 . .} > 23 , o3 o L4
(*) 11 faudrait dive iei : projection orthogonale, mais comme, dans la suite de

cet article, on n’aura & considérer que des projections orthogonales, on dira
projection, tout court, ’
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3% enlin, chacun des points est, par rapport a 'observateur,
soit au-dessus du plan 11, soit au-dessous. [ résulte de [a (que
deux points diflérents donnent des résultats qui difTerent par 'un
au moins des (rois ¢léments @ projection, cole, sens. Par consé-
quent, a une figure donnée ABCD. .. , de Pespace, correspond une
figure plane «bed. .. tracce sur 1, oi lon associe i chaque point
a, by c, ... osacote et le sens dans lequet elfe est comptée,

Pour que ces indications soient nettes, on peual ha, o tracer
| NP, 7
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Fig. o,

une droite queleconque vy dans le plan 1, puis mener par
a.b,eod, ... des perpeudiculaires @ 2y el prendre les cotes, sur

ces perpendiculaires, a partiv de 2y

au-dessus de 2y, pour les points situcs

o)
>

au-dessus de 11,
au-dessous de vy, pour les points situés

auw-dessous de 11,

S S
Qv

Y1 Tobservateur ’:([ui n'est autre que l'opéra-

teur) lisant toujours vy de guuche a droite.

f

ke
e e e
S

(Pour plus de clarté, les cotes prises dans

e — - — e

"

le plan I sont indiquées par «———>).
H Maintenant, sil’on enleve la figure ABCD...

Fig. 5. de l'espace et que Von Cf)usid‘ere seulement
les tracés faits sur la feuille II, on a une
épure (ﬁg. 3) et 'on voit qua une ﬁgul'e de 'espace correspond
une ¢pure ct une seule.

Réciproquement, a une épure donnée correspond une figure
de I'espace ct une seule. Pour le montrer, on place horizontale-

B et
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ment la feuille Il contenant U'épure — par exemple, la feuille de
la figure 3 — les tracés en dessus, puis on mene par «, b, ¢, d,...
des perpendiculaires & Il et on prend les cotes :

au-dessus de I si, dans 'épure, elles étaient au-dessus de vy,
au-dessous de H si, dans 'épure, elles étatent au-dessous de vy,

en lisant toujours xy de gauche a droite. On retrouve évidem-
ment ainsi la ﬁgure ABCD... de Iespace (ﬁg. 2).

3. — La droite vy a été prise quelconque dans le plan I de la
figure 1; si I'on considere le plan vertical V passant par vy, il

sera également quelconque. Sotent a', ', ¢/, d',... {lig. 4 les
O > 5 ) b \ ]
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projections des points A, B, C, D,... sur V. Les longueurs A,
VB, ¢'C, d'D, ... sont les éloignements des points A, B, G, D, ..
Les points «a, b, ¢, d, ... sont les projections horizontales des
pomnts A, B, C, D, ... et les points a’, ¥/, ¢/, d', ... sont les pro-
Jections verticales de \,; B, C, D, .... La droite ay est la ligne
de terre velative aux deux plans de projection Il et V' considérés.

St 'on détermine les intersections, avee H et V, des plans aAda’,
OBY, ... les quadrilateres Aaad, Bo%', ... sont des rectangles.
Par exemple Aaoa’: Aa et Ad respectivement perpendiculaires
a Il etV sont respectivement perpendiculaires & va et za', done

/ AE ; . .
a=—=—=a = 1 dr. ; d’autre part, le plan a A« étant perpendiculaire
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)
/
est par conséquent perpendiculaire a ay; il détermine done le

a Il et 'V (puisqu’il passe par des perpendiculaires & ces plans

rectiligne aza’ du dieédre correspondant, et, comme ce diedre
est droit, aea’ == 1 dr.; done Aaza’ est un rectangle. On déduit
de la que aA = ad’ et a'A = 0.a, ct, comme v« et o’ sont perpen-
diculaires a xy, on peut dire que les cotes sont égales aux dis-
tances des projections verticales a ay, et que les éloignements
sont égaux aux distances des projections horizontales a xy.

Par conséquent la figure 3 représente a la fois les tracés faits
sur H et 'V a condition ue :

1°Von mette ', 0/, ¢/, d', ... aux extrémités des cotes (extré-
mités non situdes sur xy) et que:
22 l'on considere les éloignements comme

devant étre puris :
T e’
] Tbl | ‘ ‘ ,
o au-dessous de .y, pour les points situés
t ! ! % I
R en avant de'V,
s 11 au-dessus de xy, pour les points situés
! X
z T ¥ o g enarrieredeV,
[ | \
S ' ; 2
Lo ! par rapport a un observateur avant [’ceil
1 ‘c La . . LY ]
‘a2’ au-dessus du plan horizontal, regardant la
‘d ﬁgure ABCD ... etle plan V et enfin lisant
. S dvroite | e
toujours xy de gauche a droite (fig. 5).
Fig. 5. Ainsi, a une figure de 'espace, ABCD ...,

correspond un ensemble unique de deux
projections sur deux plans perpendiculaires H et V, et telles
que les deux projections d’un méme point de l'espace sont sur
une méme perpendiculaive a xy (ligne de rappel).
Réciproquement, étant donnée une épure formée par des cou
ples de points aa’, b0', ... tels que les deux points d’un méme
couple sont sur une meéme ligne de rappel, a cette épure corres-
poud une figure de l'espace et une seule. La démonstration de
ce fait résulte de ce qui a été dit pour le plan 11 considéré seul,
mais on peut en donner une démonstration directe. Soit donc
Iépure donnée par la figure 5: on imagine deux [euilles iden-
tiques a la feuille 5 et on les place perpendiculairement 'une a
Iautre de facon que les deux droites oy coincident ainsi que les
deux points «, les deux points 3, ... (fig. 4) ; on méne par a et @’
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les perpendiculaires respectives a il et a 'V, ces deux droites sont
dans un méme plan (le plan aza’) et dans ce plan elles sont per-
pendiculaires & deux droites qui se coupent, donc elles se cou-
pent elles-mémes et en un point (ui n’est autre que le point A.

Les autres points B, C, D, ... sont reproduits de méme.
4. — En résumé, la figure 5 peut étre considérée a un double

point de vue : elle représente les projections de la figure ABCD...
soit sur un plan horizontal II unique, soit sur un systeme de
deux plans, l'un, horizontal, l'autre, vertical.

Ainsi, sans avoir [ait de rabattement, ona 'épure d'une figure
de Vespace sur deux plans perpendiculaires. Les éleves ont donc
constamment devant ies yeux soit la figure avec I’ensemble des
deux plans, soit I'ensemble seul des deux plans, soit enfin le
plan horizontal seul, c’est-a dire 1'épure, et, par conséquent ils
voient constamment la figure en rapport avec les deux plans ou
avec un seul. D’ailleurs savoir 1soler les plans les uns des autres
est avantageux dans la considération des parties des traces de
surfaces situées sur la partie postérieure du plan horizontal ou
sur la partie inférieure du plan vertical ; cela est avantageux
encore dans les questions d’ombres portées sur les plans de
projection...

De plus, ayant commencé par considérer un plan horizontal
seul, puis ayant pris un plan vertical quelconque, les éleves en
prendront tout aussi f{acilement plusieurs autres et (ormuleront
d’eux-mémes la regle du changement de plan vertical.

Ces préliminaires posés, on peut continuer de la maniere sui-
vante.

~

. — Quand on a pris un systeme de deux plans perpendicu-
laives V et I, ona a considérer quatre diedres qu’il est commode
de numéroter :

1", celul o est I'eil de Vobservateur,
2%, le diedre adjacent supérieur,
3°, celui qui est sous le 2°,
¢ 2 H 3 er N
4%, celul qui est sous le 1% (fig. 4).

De méme, pour simplifier 'écriture, apres avoir remarqué que
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la ligne de terre divise V et H en deux demi-plans, on désigne
par

H,, le demi-plan horizontal antérieur,

I, le demi-plan horizontal postéricur,

V,, le demi-plan vertical supérieur,

V;, le demi-plan vertical inférieur.

Il faut ¢oir, au-dessous de la ligne de terre, ou bien I, seul,

ou bien ensemble II, et V;; au-dessus, ou bien H, seul, ou bien
ensemble H, et V.

6. — Etant donné un point d’un certain diedre par sa cote et
son éloignement (en nombres ou bien en longueurs déterminées

par des portions de droites) il faut pouvoir immédiatement en
faire 'épure. Réciproquement, étant données, dans une épure,
les deux projections d’un point, il faut pouvoir dire sans hésiter
dans quel diedre il se trouve.

Les regles suivantes, qu’il faut savoir imperturbablement, sont
tres commodes a appliquer ; elles sont du reste évidentes. Si un
point est dans 1 ou 3, les deux projections sont de part et d’autre
de la ligne de terre :

dans 1, la projection verticale est au-dessus de la ligne de
terre,

dans 3, la projection verticale est au-dessous de la ligne de
terre,

Si un point est dans 2 ou 4, les deux projections sont d’un
méme coté de la ligne de terre :

dans 2, elles sont au-dessus de la ligne de terre,

dans 4, elles sont au-dessous de la ligne de terre.

Les réciproques sont vraies.

Quand on a deux plans de projection, un point a deux projec-
tions ; aussi, au lieu de dire : le point A, le point B, ..., on dit:
le point ad', le point bl', .... Lalettre accentuée désigne toujours
la projection verticale.

-

Ainsi (fig. 4 et 5), le point A est dans 1, le point B est dans »,
le point C est dans 3 et le point D dans 4.
On voit bien maintenant 'importance qu’il y a de lire tou-

jours zy dans le méme sens (par exemple, de gauche a droite,
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ainsi qu’on 'a fait jusqu’d présent); on fera tourner la feuille sur
elle-méme, si cela est nécessaire, et, pour lire plus commodément,

on imaginera que chaque lettre a également tourné sur elle-

o)

fv 2

XL

14
|
|
|
|
1
z
|
I
|
!
‘

S

Fig. 6.

" » . 7 ~ .
méme. — Dans les quatre épures suivantes {fig. 6), on a un point

de 1.

~. — Une petite remarque est maintenant utile. Si un point
est a égale distance des deux plans I et V choisis, ¢est-a-dire
s'il appartient a I'un des deux bissecteurs des quatre diedres,
sa cote el son éloignement sont égaux et par suite ses projections

sont a égale distance de .y. Elles sont

donc confondues si le point appartient {/f , e=zc
- 7()/’ | 1 ~ 79
aux diedres 2 ou 4. R w= N
: , . . I ! i
Les reciproques sont vraies. E { 1
. 5 ‘ | |
Le point E (fig. 7], est dans le pre- BN S N S
. . ST e 1 | Y
mier bissecteur (diedre 1) ; | .
. — . | ! !
Le point I est dans le second bissec- ! R
. | | oo
teur (diedre 2) ; e iy
Le point L est dans le premier bis- Fig. -
secteur (diedre 37 ;
Le point O est dans le second Dbissecteur (diedre 4).
8. — Apres avoir pris un point dans chacun des quatre diedres,

il reste a laire 'épure d’un point pris dans 'un des plans de
projection. Pour cela, on remarquera que S un point est dans le
plan horizontal,
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IO

sa cote étant nulle, sa projection verticale est sur la ligne
de terre ;

2° sa projection horizontale est le point lui-méme, donc elle
est (fig. 8 et g)

au-dessous de la ligne de terre, si le point est dans I,
(point 1),

au-dessus de la ligne de terre, sile point est dans II, (point J).

Si un point est dans le plan vertical,

1° son éloignement étant nul, sa projection horizontale est sur
la ligne de terre ;
0

2° sa projection verticale est le point lui-méme, done elle est:

Jr
1
|
‘ ’
1 [ 4273
t !
1 !
i |
| |
!
| 1
\ | ‘o
- } v
Jom Y
|
I
|
|
|
’.
Le
Fig. 8. Fig. 9.

au-dessus de la ligne de terre, si le point est dans YV, (point M);
au-dessous de la ligne de terre, sile point est dans V, {pointN).
Les réciproques sont vraies.

Comme cas tros particulier, il faut considérer un point appar-
tenant a la fois a II et V, ¢’est-a-dire a la ligne de terre : ses
deux projections sont é¢videmment confondues sur la ligne de
terre.

A cet endroit du cours, il est imdispensable que les éleves
fassent des excrcices nombreux sur les diverses positions du
point par rapport a un systeme de deux plans perpendiculaires
I et V. On leur fera, par exemple, exécater de petites ¢pures de
points. Ces points leur seront donnés chacun par son diedre ou
son demi-plan accompagné de la cote et de I'éloignement....
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9. — Au début de cette étude, on a projeté une figure ABCD...
sur un plan horizontal I, puis, pour avoir une figure plane, on
a porté les cotes dans ce plan et a partir d'une droite wy quel-
conque, ce qui a donné un premier mode de représcntation.
Iinsuite, on a introduit un plan vertical V, queiconque, puisqu’il
dépend de 2y, ce quia donné un second mode de représentation
identique au premier.

Ov, il est évident que, quelle que soit cette droite vy et par
suite quel que soit ce plan 'V, la projection horizontale abed...
et les cotes vestent invariables (puisque projection et cotes sont
relatives au plan I} ; sculs, la projection a’0’'¢'d’... et les éloigne-
ments changent quand V change (cependant les projections sont
¢gales pour deux plans verticaux paralltles entre eux). Par con-
séquent, ayant choist d’abord un plan vertical V, on peut passer
de Uépure relative au systeme HayVoa épure velative & un autre
systeme Hay gy V) sans avoir recours a la figure de Uespace. Volel
la regle pratique évidente pour chaque point :

e

. la projection horizontale ne change pas ;

2%, la cote ne change pas ;
3%, la nouvelle projection verticale vient sur une perpendicu-

laire & la nouvelle ligno de

¥
, , : : Lo by 1Y
terre @, y,, aune distance eg:xie, G
) . \
et au-dessus de @, y, si 'an- \\\‘
. . ° ‘ . \ l
cienne projection verlicale est L
* < ~ B]\ \d,l o v(r — r
au-dessus de ay, au-dessous de ,,%,f/#?”“ﬁ””% py = e
, 1 Vanciet e *r >( \v\" ol =Bl
2oy, st Panetenne  projection \ Loow o ra y ,
. t b | Coane!, = g
verticale est au-dessous de vy ‘\ L R
\et? Py L gd i =od
(fig. 10). A
\
[ anet y e e cop R
sancienne projection verli- T
. . ’ o3 T
cale de la figure ABCD... est ‘\i A 4
f ! Y
; : ! v
adb'e'd..., etla nouvelle projee- Vi ik
. ) . . L REF 2 \"Ci’ < l(l‘
tion verticale est «jb, cid,. ... \
- . . Y
Bien entendu, on lit toujours 2
. . : . T “Fig. 1o.
2y, de gauche a droite, et Tob- &

servateur aura du, en général, changer de position, mais cn
remplissant toujours les conditions connues : son @il est au-
dessus de A et 1l regarde la li@;ure et e plan V.

. 3

En réalité, par suite de Uidentité des deux modes de représen-
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tation, on pourrait dire qu’un changement de plan se réduit a un
simple changement de droite.

Puisqu’on a un autre plan vertical V,, les diedres de V et de 11
ue sont pas conservés tels quels : les diedres supérieurs de meéme
naméro empietent généralement I'un sur lautre, et il en est de
méme des diedres inférieurs. Par conséquent, un point peut
rester dans le diedre ol il était ou bien passer dans un autre:

« A g a) | ‘ 2 s ) - 2] - 3 ’ ’\ ey & . *
par exemple, dansle cas particulier de I'épure de la higare g,

le point A est resté dans le premier diedre,

le point B a passé du deuxieme dans le premier,
le point C a passé du troisieme dans le quatrieme,
le point D est resté dans le quatrieme.

En méme temps que les diedres changent, certaines propriétés
se perdent : par exemple la propriété d’étre dans un bissecieur,
dans un plan vertical de projection,...

Ieti encove, 1l est bon de faire de nombreux exercices avee des
plans V,, V., ... placés de manicres variées et dont un, au moins,
est parallele au plan V. On pourra prendre ces plans au hasard
ou les déterminer de facon a faire passer un point d’un diedre
dans un autre désigné d’avance. On peut enfin, si on le veut,
déplacer le plan horizontal pavallelement a lui-méme,

10. — On pourrait méme parler du changement de plan hori-
zontal, mais il est prélérable de le rejeter a la théorie complete
des changements de plans, car ce qui a été dit sultit jusque-la.
EEn tout cas, on fera remarquer qu’on a, au début du cours, pro-
jeté une figure sur un certain plan horizontal 11, puis, qu'on a
introduit un plan vertical V quelconque; mais qu’on aurait pu
tout aussi bien commencer par projeter la figure sur un plan
vertical V

au moyen des conventlions connues — et mtroduire
ensuite le plan horizﬁ()ntal IT : les résultats auraient été les
mémes. On aurait méme pu introduire un plan quelconque 1,
non horizontal au sens physique du mot, mais assujetti scule-
ment a la condition d’¢tre perpendiculaire au plan vertical et
jouant par conséquent le méme véle que le plan II. Par analogie,

On conserve a ce p’lan ll1 le nom de plzm horizontal.
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On ¢ort done le changement de plan horizontal tout aussi fuci-
lement que le changement de plan vertical.

On remarque, en passant, que la figure 5, qui représente les
projections d'une figure

soit sur un plan horizontal IT seul,

soit sur un svsttme de deux plans I et V,
représente aussila projection de la méme figure sur un plan ver-
tical V' seul.

Peut-¢tre trouvera-t-on trop chargée cette étude du point,
mais on peut v mettre tout le temps nécessaire. Il faut bien se
persuader en effet qu'on n'insistera jamais assez sur ce sujet, et
qu’il ne faut pas se hiter de passer a 'étude de 1a droite sous le
prétexte trés tentant quion v retrouvera le point: quand les
¢leves ont & apprendre la droite, ils ne voient plus le point, et,
s'ils ne savent pas sullisamment cclai-ci, ils ne peuvent méme pas
résoudre les questions les plus simples sur la droite, comme. par
exemple : trouver les traces d'une droite connaissant ses projec~
tions.

Du rveste. cette complication de la premicre lecon est plus
apparente que véelle : les parties qui la composent se trouvent
dans tous les cours a différents endroits, Mais, faite ainsi, elle
donne immédiatement aux éleves une sensation plus exacte de ce
qu'est la Géomeétrie deseriptive, et cela est une large compensa-
tion ; si I'en compte en outre les avantages divects de clarte et
de commodité (qui s’y trouvent ct qui en découlent, on verra (que,
somme toute, on a gagné en rapidité et que les ¢léves savent
micux. — Il faudrait évidemment, pour s’en rendre trés hien
compte, dé\'eloppel‘ le cours élémentaire presque en entier,
mais 'ensemble qui précede sullit & en donner une idée.

G. BuprLroT <Melun>.
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