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272 G. FONTENE

rait la méthode, soivant Pavis d’un congrées international de
mathématiciens, soit au milliard, soit a la milliasse pour avoir
an systeme géndralement adopté et partout connu, a l'usage des
savants qui peuventavoir besoin de nombres excessivement grands.

Pour ceux que la trop nombreuse synonymie pourrait eflraver,
rappelons que chez les Germains la coexistence de milliard et
de mille millions n’a eu aucun résultat fdcheux, pas plus que
chez les Latins la coexistence de milliard et de billion, mais
ce qui est vraiment [icheux, au point de vue international, c’est
le double sens (') dont est allligé ce dernicr mot avec tous ses
congéneres.

" Ch. Berberrt (Rioz, Haute-Saone).

SUR LES SIGNES DES DISTANCES

IN GEOMETRIR

1. Jéceris d’abord le tableau suivant, ou la letire G veut dire

Géométrie, ct ol les lettres A, v, a, désignent respectivement un

point, une droite, un plan.

G. lindaire. G. plani-conique. G. axiale.
A, o a
L
G. plane. G. conique.
A?, ’lé a?, (t.é

G, générale.
2

3 2 1
AT, o, ag

i
is

La Géométric linéaire est 'étude des points d’unc droite 5 con-
sidérée comme rayon ; la Géométrie plani-conique est I'étude des
droites menées dans un plan s par un point S; la Géoméirie

(*) Ce double sens a laissé des traces dans les articles billion, trillion, ete., du
Dictionnaire de mathématiques de UEncyclopédie.
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axiale est 'étude des plans qui passent par une droite s consi-
dérée comme axe.

La Géométrie plane est 'étude des points et des droites dans
an plan s; la Géométrie conique est U'étude des drortes et des
plans qui passent par un point S.

La Géométrie générale est I'étude des points, des droites, des
plans de l'espace.

2. La notation 43 signifie qu’une droite dans espace est déter-
minée par deux points (indice inférieur’, par deux plans andice
supérieur) ; les notations AY et «f ont un sens analogue. La nota-
tion A} signifie que, en Géométrie plane, un point est déterminé
par un point ou par deux droites, ete. Duns chaque Géométrie,
la somme des deux indices surpasse d’une unité le nombre des
parametres dont dépend 'élément décrivant dans cette Géométrie,
ou 'élément enpeloppant dans cette Géométrie : ainsi, dans I'es-
pace, la somme des deux indices est 4, alors qu’un point ou
un plan dépend de trois paraméetres. Le produit des deux
indices fait connaitre le nombre des parametres dont dépend
I'élément : ainsi une droite 23 dépend de quatre paraméetres. Dans
un espace analytique anz — 1 dimensions, on aurait en Géoméirie

géuérulc les éléments

MY, ML, MR L M, M,

rrery

dont le premier est le point, le dernier, qui peut étre appeld
trope, estle rayon, 'avant-dernier peut étre appelé le second axe;
on peut dire que les deux éléments M? et M2 sont associables,
et ils sont associés s’ils ont un point commun et par suite un
trope commun.

3. Deux éléments associables M1 et M} ont un moment. Dans
I'espace réel, avec I'hvpothése euclidienne, ces moments sont

pour les diverses Géométries :

1 A,B) | sin (2,8) 1 sin (a,b) ‘

[ (A,B) [ sin (a.)) ’
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c’est-a-dire : 1° la distance de deux points, le sinus de langle
de deux droites associées, le sinus d'un diedre; 2° la distance
d’un point a une droite, le sinus de 'angle d’'une droite et d’un
plan; 3° la distance d’un point a un plan, le moment de deux
droites quelconques. L’hypothése euclidienne influe sur les cases
gauche du tableau.

3
4. Dans un ouvrage publié en 18g2, 'lHlyperespace, j'ai montré

a

(que, si 'on désigne par (M¢?,

associables pris dans un certain ordre, on a

M/} le moment de deux éléments
, avec des conven-

tions presque nécessaires,

(1) (M) (M) == (— 1)pa>< (M, M),

les éléments étant dirigés, 'espace analvtique étant orienté ; le
moment ne change de signe que st p et ¢ sont impairs tous deux,
Je me propose de légitimer cette regle pour I'espace réel ; les
seuls moments qui changent de signe quand on change 'ordre des
deux ¢léments sont : la distance de deux points, le sinus de
Vangle de deux droites dans un plan, le sinus du diedre de deux
plans, et la distance d’un point et d'un plan.

Les droites sont dirigées, les plans sont orientés par des fleches
circulaires, l'espace est orienté comme il suit: on considere
une droite et un plan perpendiculaires, on dirige la droite par
une fleche £, on oriente le plan par une fleche civculaire ¢, et le
systeme (f, o), que I'on peut tourner a volonté, est dit orienter
I'espace ; on pourrait encore emplover une fleche hélicoidale.

5. 1l n’y a pas lieu d’'insister pour la Géométrie linéaire, ni pour
la Géométrie plani-conique ; pour la Géométric axiale, quand on
considere un diedre («, 0), les plans sont orientés, l'aréte est
dirigée, et un observateur représenté par la fleche de Tarvéte suit
des yeux le mouvement du plan @ quand ce plan ordenté vient
coincider avece le plan orienté b : 'espace étant orienté, le diedre
est connu en grandeur ct en signe a 24% pres. Dans ces trois
cas, la regle (1) se vérifie, ~

6. Je vais montrer que, avec une définition conyenable, nulle-
ment arbitraire, on a par exemple dans 'espace pour la distance
des ¢léments point et plan, c’est-a-dire Aj el Aj,

(A b)) = — (b,A),

[V e S
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le plan étant orienté. Soit (A, 0). Partons de A, et prenons un
point B dans le plan b ; soit « la droite AB que l'on dirige &
volonté : menons par B une droite 3 dans le plan b, et diri-
geons-la a volonté ; soit a le plan des deux droites o et 3, plan
que V'on oriente a volonté ; nous écrirons par définition

(A)D) = AB x< sin (,8) >< sin («a,D),
le second membre étant indépendant de B et de 3, et de la

facon dont on dirige ou oriente les éléments introduits, Nous
écrirons de méme, par définition,

(b,A) = sin (b,a) >< sin (§8,2) > BA,

en partant de b, et en introduisant successivement le plan a et
la droite =. Le nombre des facteurs élant impair, on a bien la
relation écrite au début de ce numéro.

On aurait de méme en Géométrie plane ou en Géométrie
conique, avec deux facteurs au lieu de trois,

(A,L)=(5,A), sin («,0) = sin (b,2",

ce qui est conforme a la regle (1).

=. Pour le moment de deux droites, o3 et 33, on doit avoir
/ § 2 2
(U,‘C) = (3, ). Or, de quelque facon que l'on veuille dé¢finir le

signe de ce moment, cela aura lieu en vertu de la remarque sui-
vante : s1 AB est la perpendiculaive commune aux deux droites,
st on considere les deux demi-plans qui passent par AB et pav
les végions positives o et 3 a partiv de A et B, si 'on mene le
plan bissccteur, et si, dans cc plan, par le milicu O de A B, on
mene Oz perpendiculaire sur A B, cette droite est un axe de
symétrie pour les droites dirigées o et 3, de sorte que le systeme
(2, 3) peut étre amené en comudcnce avec le systeme (2, o).

Quant a la définition du signe du moment de deux droites, on
peut la déduire, d'une manicre analogue & ce qu’on a fait au n° 6,
de la formule

(#,5) = (2,B) > sin (a,).

{
B et o, plan que I'on oriente a volonté. Cette formule, utile pour
Pexpression da volume d’un tétracdre en fonetion de deux arétes

dans laquelle B est un point de 3, et a estle plan déterminé par



276 G. FONTENE

opposées..., est un cas particulier du théoréeme des quatre éle-
ments donné dans 'ouvrage cité plus haut.

‘La défimtion du moment de deux droites se rattache a des
idées générales qui sont exposées au chapitre vir du méme
ouvrage ; 'hypothese cuclidienne influe d’ailleurs sur cette défi-
nition ; on peut dire que 'on multiplie la distanee minimum de
deux points pris sur les deux droites par le sinus maximum de
Fangle de deux plans passant par les deux droites.

8. Avec un tétraedre de référence ABCD, dont les aretes o, 3,

ron

v, ol B+ sont divigées, dont les plans «, b, ¢, d des laces sont

§

orientés, on a, pour un point M et un plan orienté m,

CA L m) < (M a)

N.om = N T
( ’ ux!(“ | ! {
et pour deux droites
7 7 s / %
. {2y >y o)
(10,v) = /;(/7-‘ T T

/

les idées barveentriques donnent la premiere formule; on a la
seconde en considérant une force I dirigée suivant u, force que
Uon décompose suivant les directions des arétes du tétracdre, et
en prenant les moments par rapport a v: les composantes de la
force I” se déterminent d’ailleurs par le théoreme des moments.
St l'on pose
[ (Mya; =— x, C(Aym) = u, (Aya) =1,
K(il]}):y, \ (B,m):v "

z (M,c) = =, / (C,zn) — w / (C,e) = .7%”,

(M,d) = t, - (Dym) =, - (D.d)y= 1",
on a
ux 3 rt

N vy .
<A\I,7n/i —_ h "'l_' ll,l '_{— hu /lm 3

pour ‘m, M on doit changer le signe dusecond membre. Pour des
droites, on pose, en se réglant sur D,

(=3, = ma) =o,
. ;5 2 o (i & .
L8] = 1 ) =3 e =
N (:J"A'/) -, . (:)“‘\t/y) = (-\‘/.ar’) = Tl/v7
5
et Uon a
»o' 1.7 9% 78
d 1 i \
(:"‘7;"‘): + 7 + " —%—'.f +'+

[ i Tl T‘ Tl
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L’équation normale d’une droite, @ cos o~y cos 3— p==0,
et I"équation normale d’un plan, donnerarent lieu ades remarques
que je laisse de coteé.

9. Formons le tableau

‘ Scgment. ‘ Angle. ; Dicdre, 1

L Triangle. ‘ Triedre. '

1 Tétracdre. ‘

La premiere ligne donne les quantités déja considérées A B,
sin (2, 3), sin («, /}) Pour un triangle, comprenant trois pomts et
trois droites, on a les deux quantités corrélatives 25 et T’ , S Gtant

la surface et R le rayon du cercle circonserit; le signe de R est

défini par les formules

BC oo 25
R )

— 213
P . qedre léver | ! Wdre. ot le
our un ftrredre, on a a considérer le sinus du trice re, et e

sin (8,v)

sinus du triedre réeiproque. Pour un tétracdre, on a a C.onsu]érc 3
le volume sextuplé 6V, et une quantité covrélative que Mon défi-
nirait par des formules analogues aux formules éeriles en dernier
licu.

10. Sans vouloir faire 1c1 une revae complete de ces quantites,
nous dirons que Uon peut définir Iaire algébrique d'un ang e

ABC par les fornmules

2 ABC = BC > (A,o) = CA < (B,B) = AB < (C,v),

2, 3, v désignant les droites dirigées qui portent les ¢olés ; on

peut éerire, A ou B ou C mis en facteur voulant dive -+ 1,

2 ABC =A < BC < (A,0) = —Bx<AC x<(B,3) = ..,
ie signe — correspondant au dérzmgmnent de la suite B A (.

On écrira de méme

6 ABCD = 2 ABC > D < (d,D) =
=—D < 2ABC < (D,d) —
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le signe

correspondant au dérangement de la suite DA BC,
Pordre des éléments dans la parenthese étant 1ié a Pordre des
deux premiers facteurs ; on en déduit facilement

6 ABCD = AB > CD X< (v,7)),

v et~ étant les droites dirigées qui portent AB et CD.

11. Les définitions adoptées donnent les conséquences sui-
vantes :

On constate que la distance d’un point A & une droite dirigée
% dansun plan orienté est positive lorsqu’une foree agissant suivant
3 dans le sens positit a un moment positil par rapport a A. Pour
I'angle d'une droite et d’un plan, on a une régle tres simple et
tres natarelle. Pour un point et un plan, ¢’est la distance (0, A)
(qui est positive quand un observateur debout sur le plan du eoté
de A voit la fleche circulaire du plan tourner de sa droite vers sa
gauche, si I'espace est orienté de droite a gauche; pour deux
droites, le moment est positif comme en Mécanique. L’aire d’un
triangle, le volume d’un tétraedre sont positifs dans les condi-
dions généralement admises. Relativement a la facon d’orienter
un plan, ou 'espace, il est essentiel, quand on emploie des axes
de coordonnées, d’orienter le plan de Ox vers Oy, d’orienter les-
pace de Ox pers Oy pour 'observateur Oz; si I'on tient a parler de
gauche et de droite, il convient alors d’adopter pour 'espace
une disposition des axes Ox, Oy, Oz, telle que observateur Oz
vole les axes Ox, Oy comme on les place d'ordinaire en Géo-
métrie plane : autrement, on est conduit a orienter le plan de Oy
vers Ox comme on fait souvent en Mécanique plane, ce qui est
facheux pour les moments ; 'espace est alors orienté dans le sens
astronomique divect, tel qu'on loriente pour ascension droite
et pour la longitude, mais non pour l'azimut et pour l'angle
horaire.

G. FoxtTexg (Paris).
\ /
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