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SUR L'ECONOMIE DE LA PENSEE 261
questions de Géométrie, de Mécanique et de Physique et non a
des abstractions qui n'ont rien a faire avec le monde extérieur
et 1’expérience répétée. C. Buravi-Fortrr (Tumu/.

SUR T/ECONOMIE DE LA PENSEE

DANS LES MATHEMATIQUES BLEMENTAIRES (1)

Je n’aborderai pas ici ce probleme, d'une grande actualité,
qui consiste & examiner dans quelle mesure I'abstraction d’une
part, et U'intuition d’autre part, doivent trouver place a I'univer-
sité dans P'enseignement des éléments d’analyse. Je me bornerai
a observer qu’on parviendra aux résultats les plus favorables si,
dans certaines limites, chaque professeur a la liberté de suivre
sa propre initiative.

Par contre, jesuis persuadé que — saul dans des cas excep-
tionnels ot 'on se trouve en présence d’éleves particulicrement
doués — l'enseignement universitaire ne peut offrir les garan-
ties d’un succes certain et continu, que s’il est accompagné d’une
revision systématique des mathématiques élémentaires. Cette
revision doit porter principalement sur Parithmétique, Palgebre
et la trigonométrie. Il sulfirait, & la rigueur, d’y consacrei unc
heure par semaine. Ces lecons rendraient certainement de
grands services. Ainsi, il est rare que, parmi les jeunes gens
venant d’accomplir leurs ¢études secondaires, 1l s’en trouve un
qui ait une idée nette de la relation a° = 1, & laquelle on peut
attribuer deux significations entierement diflérentes, 'une se
rattachant simplement a la notation, l'autre provenant du cas
limite envisagé dans la théorie des puissances.

Dun autre c6té les calculateurs, tels que les astronomes, se

pl_;ngnent de 1’incapaci'té des jeanes étudiants pour tout ce qui

(') Getle note forme une suite toule naturelle & Iarticle que nous avons publié
swr Lensergnement de la Trigonométrie (no 1, p. 45). Elle a été présentée au Con-
gris de Disseldorl en septembre 1898 et publiée dans le tome VII du Jahres-
bericht der D. M. V. M. Fr. Meyer a bien voulu nous adresser son mémoire pour
les lecleurs de CEnseignement mathématique, La Direcrion.



262 W.-IFRANZ MEYER

concerne les caleuls, méme dans les problemes trigonométriques
les plus simples.

Voict encore un autre fait dont on doit tenir compte. Pendant
le cours des quatre années d’¢tudes, 'étudiant en mathématiques
parvient a se lamiliariser avee les domaines les plus difliciles et
les plus délicals des sciences exactes, et cela développe chez lui
un certain sentiment d'orgueil. Mais, une fois placé dans Uensei-
ognement comme maitre, il éprouve souvent une profonde répu-
gnance a rassembler les premiers éléments qu’il a oubliés depuis
bien des années ; le temps qui lui reste pour la préparation de
son enseignement ne lut permet pas toujours d'approfondir le
sujet : aussi le jeune maitre se bornera-t-il a suivre aveuglément
un manuel queleonque.

Cependant par des revisions fréquentes des éléments on paryient
non seulement & réaliser d'importantes économies dans la pensée
et dans les calculs, mals encore « rattacher le sujet de plus en
plus ctroitement « des considérations plus élepees (1). Clest ce que
nous nous proposons de montrer ici en nous bornant, pour le
‘moment, a Vexemple concret de la trigonométrie plane. Je
suppose 1'éleve en possession des premiers ¢léments de géométrie
plane et d’algtbre.

Le premier cyele doit avoir un but essenticllement pratique
afin de conduire le plus rapidement possible awx applications, ¢’ est-
a-dire o la résolution des triangles. On introduira le sinus, le

cosinus, la tang et la cotg a |l

résolution  des t‘ri:mgles 1'ectangles n’est u’une simple consé-

5

aide du ti‘iangle rectangle. La

quence de la définition des rapports trigonomdéiriques et du
théortme de Pythagore ; pour les caleuls onadmetira I'existence
des log sin, log cos, ... On passera ensuite aux triangles quel-
conques. Leur étude trigonométrique est basée sur lexamen
des triangles rectangles déterminés par les hauteurs dutriangle ;
elle conduit aux relations :

S,==bsiny —csin=o (principe des sinus), (1)
Cp=10> 4+ ¢*—a®>—nbccosa=o0 (principe des cosinus), (2)
P,==q-—bhcosy—ccos3=0 (principe des projections). (3)

(1) Je mappuie ici sur le principe généralement adopté, — bien qu'il ne soil pas
toujours appliqué — que pour lui-méme le maitre doit se placer @ un point de
vue plus élevé que celui quiil est obligé d'adopter vis-d-vis des ¢éléves.
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Ces trois groupes de formules sullisent déja pour procéder a
une premiecre étude de la résolution des triangles quelconques.
On montrera ensuite comment 'usage du demi-angle peut appor-
ter certaines simplifications.

i appliquant {2}, ou méme (3), autriangle isoctle on se trouve
immédiatement conduit aux relations entre le sinus et le cosinus

o

de — et «. S1 dans un trian gle quelconque on veut introduire
2
ol . . .
le demi-angle —, on v parviendra le plus simplement possible
9
en construisant les segments b - ¢ et b — ¢. La relation (1)

apphquee aux tlmugles ainsi obtenus fournit immédiatement les
formules de Moliweide et par conséquent celles de Neper. L'in-
troduction de sin i, cos idzms 12} conduit a des relations
2 2 A

bien connues et a Uexpression de l'awre du triangle. On s'assurera
que les formules obtenues conviennent encore au cas ol le
triangle renferme un angie obtus, en établissant que l'on a
sin (180" — 2} == sin %, cos (180° — z) = — cOs 2.

Ces premiers élémeuts wetiront 'éleve en possession d'une
méthode simple pour la résolution des triangles, et le premier
cyele dans Ienseignement de la trigonométrie présentera ainsi
un ensemble bien déterminé. Ce résultat peut étre atteint en con-
sacrant a cette bhranche quelques heures par semaine,

Pendant le second cycle on étudiera les relations entre les diflé-
rentes formules du triangle. Il sera aisé dopdérer le passage
d'un groupe i un autre en uuhsam des éliminations tres simples
et en laisant intervenir la valeur de la somme des angles d'un
triangle. La comparaison des résultats permetira déja de s élever
au-dessus de la (rigonométrie du (riungle. Par exemple on peut
obtenir la propricté exprimée par les formules de Mollweide par
deux voies analogues, en combinant par addition ou soustraction
d’abord deux quelconques des formules du groupe 1, puis deux
des formules du groupe (2. En identifiant les vésultats on obtien-
dra les expressions relatives b lasomme et a la différence de deux
SINUS OU COSINUS exprimées en fonction du produit de sinus et de
cosinus de la demi-somme ou demi-différence des angles; un

calcul simple conduira ensuite aux quatre e formules du theoreme
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d’addition. En opérant de la sorte les deux angles qui intervien-
nent dans ces formules doivent satislaire uniquement a la condi-
tion que leur somme ne dépasse pas deux angles droits; pour
s'allranchir de cette restriction il sulliva d’établir les relations

sin (180Y - %) == — sin«, cos (180° 4 o) == — cos «.

Les formules d’addition peuvent encore étre établies d'une
maniére plus directe ; nous utiliserons a cet effet le langage de la
géométrie analytique. On considére un triangle dont T'un des
sommets A coincide avee Porigine d’'un systeme d’axes rectan-
gulaires choisi de maniére que les abscisses ou les ordonnées des
deux autres sommets B et C aient des valeurs égales ou égales et
opposées. L’évaluation de l'aire du triangle peut étre obtenue
aisément quelle que soit la position des sommets B et C; on déter-
minera d’abord Vaire par la méthode planiméirique, puis on
établira son expression a 'aide de formules trigonométriques.
St 'on tient compte ensuite de la relation entre les coordonnées
rectangulaires et les coordonnées polaires, on obtiendra une
expression générale pour sin (2

3), dont on déduira tacilement
les trois formules correspondantes.

Dans le troisieme cycle on se placera au point de vue de
Uingersion. On examinera les {ormules (2) et (:’)) pour des lon-

&
/
{

gueurs et des angles quelconques. Si les relations (2], ou encore
‘)\ 1 = » s - | 1 x %Y > " / .
de groupe (3), subsistent pour trois longueurs (uelconque a, b, ¢,
et trois angles quelconques o, 3, v et s1 Pon fait abstraction des
triangles impropres et non réels, on reconnait qu’en effet on se
trouve en présence d'un triangle unique défini par les éléments
@, by, ¢, o, 3, v. Aux formules () on doit toutelois jondre la
condition o - 3 4 v = 180°, ui peut étre éerite sous la forme
trigonométrique
cos (B 4 ) + cos a= o. (

.

—
St

On peut done s’attendre a ce que, d’un paveil growupe caracteé-
ristigue pour Uexistence d’an triangle, on puisse déduire tous les
aatres groupes de formules en se servant uniquement de trans-
formations algébriques et sans avoir recours a la Géométrie. Ce

probleme peut étre résolu de différentes manicres ; je me con




o
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tenterai de montrer ici comment de la relation (3) en peut
déduire les formules (1), (2) et (4). Elevons aucarré les formules
(1) et (3) alin de pouvoir les comparer plus facilement avec (2).

On a:

.= b¥sin?y— ?sin2 3= o, (1)

(a, b, ¢, doivent é&tre pris dans Uordre cyelique),

e == (@ — b cosy)? — (ccos PPP=o, (3')

si on écarte le cas des triangles impropres, ces [ormules sont
équivalentes aux groupes (1) et (3). A la formule (4) joignons le
facteur 2 be, c’est-a-dire posons

Re== 2bc[cos (5 4 )+ cosajj==o. (4"

Entre les expressions =, X, C, P, renfermant les éléments

quelconques a, b, c, o, 3, v, on a les relations identiques :
e + mep = Gy + G, ()
2Cq = Tue + Tea + Tab + Toa — Toe — Tei, (‘J>
234 = e + Tepg ~— Tal ~— Tl — Bhe - by (7)

S )
Ca ‘]L — Tue + Tea Tbes 2

R | (8)
C(L — YN = wa + Thu — Teb,
wap = Cp — Z¢ . (8“)

La formule (87) représente 'ensemble des formules (3) a (8),
car celles-ci se déduisent immédiatement de 8. La significa-
tion est trés claire; elle montre que les pensées géomeétriques
ui conduisent aux expressions (1), (2), (3) sont soumises 4 une
relation et elle donne cette relation; autrement dit elle fait voir
que deux de ces penséesne peuvent étre ramenées I'une a 'autre
qu’en ayant recours a la troisieme.

Quant a R,, son expression (‘) la plus simple s’obtient en
conscrvant P, et S, ; on a

Ra = Pza + SQ({ - Cu i Cb — C B (9)

(') Si dans {g)on veut éviter b et ¢, on trouve, en tenant compte de Cq+ Ce==12cP,
Ja forme plus compliquée :

(Ca - Gb) (Ca + c(*) Ra= 2Py P (Pg(z + Sga — Cg— Gy — Cc). (9)
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Les considérations qui interviennent dans ce troisieme cycle
s’étendent de nouveau a toute la Arl_‘rig()nométrie. Mais, comme
le caleul explicite des résultats présente quelques dillicultés,
je me bornerai a un exemple simple. Supposons qu’il s’agisse des
différentes lormes trigonométriques de la condition qui exprime

que la somme de deux angles a, 3 (mod. 4 droits) est égale a

5
deux droits.

La plupart de ces formes ne représentent pas uniquement la
condition proposée ; d'autre part on doit tenir compte ue dans
bien des applications les conditions auxiliaires ne peuvent étre
satisfaites. Voici les formes les plus connues :

P21 —sim(z-4B)= o, cos (x -+ 3, = o,
A= sina—cosf=o B=sin§ —cosa=o,
S == sin 22 — sin 28 == o, (10)
I
C == cos?a + cos? h—1 == - (cos 2z 4-cos 28) = o,
Envisageons z, 3 comme des angles quelconques et détermi-
nons les relations numériques (svzvgies) entre les premiers

membres des relations (10).
Entre les deux expressions de la premiére ligne on a néces-

sairement la syzygie

[

P2 4 cos? (2 + f) == b, (11)

On peut donc écarter cos (2 — 3), et chercher les syzygies

entre les einq expressions

P,A, B S, C. (12)

Les déterminants fonciionnels permettent de reconnaitre
quentre deux quelconques des expressions(r2) il n’existe pas de
syzygie. D’autre part 1'élimination de =, 3 entre trois quelcon-
ques de ces expressioné montre qu’il existe une syzygie (non
identiquement nulle) entre ces trois expressions; en vertu de la
proposition précédente on voit qu’il n’en existe qu'une sorte et
quwelle est irréductible. Ces dix syzygies peuvent toutes étre

obtenues al'aide des moyens ordinaires del’algebre ¢lémentaire ;
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nous indiquerons seulement celles dont on peut déduire facile-

ment les autres :

KQ

A2 L B2 =P

Ces syzygies sont d’'une signification simple; elles embrassent
Censemble des relations réciproques entre les expressions (12).
Mais on peut faire encore un pas de plus et sortir entierement
du domaine trigonométrique. Les formules (ro) renferment

(uatre variables sin o = 2, sin 3 = x,, cos « = y,, cos 3=y,

soumises aux 1’elatlons

P,=2x* 4+ —1=o, P,=22 + 5% —1=o0; (14)
tandis que sin (z == 2), cos (2 == {3), sont définis par
sin (@ 2= B) = x,y, £ 2,7, cos (@£ f) = 3y, IF 2,7, (15)

51 maintenant on combine P, P, avec trois quelconques des
expressions (12) on aura des systemes de valeurs (z,, x,, 7,, Y,)
pour lesquels les cing expressions disparaissent ; leur résultant
doit par conséquent étre identiquement nul.

Si done on forme le résultant (irréchwtible) de :
P1 i 3621 ”—'.7'21 + 1, By = '1’32 - 9'22 + 1, (~I4“)

et de trois des expressions:

P — (1 — vy, — a0y, (129)
& — 2y o, B— 5+ ¥y
5 —2x ) — 22,5, C—y% —0% 4 1,

1 T oY ney | , iy a A - .
on obtiendralasyzygie cherchée entre P, P, et trois quelconques
des expressions (12).

let encore les caleuls (') n’offrent aucune difliculté ; mnous

(') Le lectear effectucra sans peine un caleul analogue pour les relations (5) &

{0).
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donnons, a titre d’exemples, les relations suivantes :

A2 B2 P, —P, =P,
S2 (A2 4 B2) 4 4SAB (Py—P,) L (A2 — B2 [(A2 L B2 — 1
—2 (P P)) 4 (A% + D%‘ (P =P, =o,

2 (A2 1 B2 (A2 — B2 oC oy P,y (B2 — A2
— (B2 A2) (B2— A2) (B2P, — ,\213) ; |
+A(A2 B2 | (A2 B2 — ) — 2 (P, 4P,
+ A2B2 (A2 4 B2) (P, — P )2
4 (A2 4- B2) (AP, — B2P,)2 ++ | (D) — P, AP, — BP)) =

On objectera que précisément dans cette voie de méme que
dans Darithmétisation des irrationnclles dapres Kronecker —
des relations tres simples entre les irrationalités trigonomeé-
trlqu s se présentent dans une longue suite de 1@5(1tmns nume-
riques entre des (onctions enticres dont 'ensemble est diflicile &
embrasser ['). Il est vrai que cette diflicalté n'est souvent qu'ap-
parente et quelle provient des caleuls cffectués explicitement :
tandis qque nous pouvons appuver nos considérations en rappelant
que l’algbbre possede maintenant des méthodes systématiques
permettant de former de pareils vésultants de tonctions enticres.
Mais cette étude n’a pas encore été Luite pour la U'ig(mométrio
¢lémentaire.

Le cycle sutvant aurait pour but d'intreduire les notions d'in-
ariants, des syzvgies et de leurs systemes complets,

\W. FFraxz Mever I\omnsbmo i Pr.)

(') Quelque chose d'analogue se présente dans les ¢quations modulaires.
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