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mais les grandes idées directrices vous resteront. Et plus d'une
fois, a 'occasion de questions pratiques se présentant a vous au
cours de votre carricre, vous verrez grand profit & consulter ces
anciens documents, & vous remetire en mémoire ce que vous
savez aujourd’hui, a faive quelques équations, a reprendre cer-
tains problemes de Mécanique rationnelle.

Et, d'un autre coté, la Physique, avee ses perfectionnements,
arrivant de plus & plus & pénétrer dans le domaine de la Méca-
nique, ainsi que je vous l'ar fait comprendre tout a 'heure, et
I'immense majorité des questions pratiques (ue vous aurez
résoudre relevant de la Mécanique directement, ou bien de la
Physique, je erois pouvoir avancer la proposition suivante, qui
résume la pensée maitresse de cette conférence

Pour Uingénieur, la Mécanique appliquée, ¢’est le but; la
Mécanique rationnelle, ¢’est le moyen.

C.-A. Larsaxr.

SUR L’EGALITE, ET SUR L'INTRODUCTION

DES ELEMENTS DERIVES DANS LA SCIENCE

1. Lorsqu’on dit dans le langage ordinairve : l'objet x est égal &
Uobjet iy, on entend dire que toule propri¢té de x est aussi une
propriété de y ; mais le mot tout n’a pas, en général, la signifi-
cation absoluc de totalite, car, bien souvent, on considére un
groupe spéeial de propriétés, et il reste sous-entendu que le mot
tout se réfere seulement a ce groupe.

Cela se présente, non seulement dans le langage ordinaire
mais aussi dans le langage scientifique. Dans plusieurs traités de
Géométrie, méme parmi les plus récents, on dit, sutvant Kuclide :
la figure x est égale a la /%gure y, pour exprimer que X esl super-
posable & y, faisant de telle sorte abstraction de toute propriété
de position des figures géométriques. Euclide exprime par la
phrase: lu figure x est égale a la figurey, ce quiaujourd’hur reste
exprimé par la phrase : x est équivalent @ y. Les deux membres
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d’une formule de chimie représentent deux corps qui ont des
propriétés bien difléventes, en général, et 'égalité se réfere seu-
lement aux poids atomiques.

Si nous éerivons a o i pour exprimer que Pobjet 2 est dans la
relation o avec y, alors les relations exprimées par les phrases
ordinaives est superposable, est équivalent, appartiennent a la
catégorie des relations « qui jouissent des propriétés :

“réflexive, ¢’ est-a-dire xax,

(1) ) Symétrique, ¢’est-a-dire si way, alors yaux,
" transitive, ¢est=a-dire si xay et siyaz, alors x %z,

et & la méme catégorie apparticnunent les relations, est semblable,

est paralléle (V). Alors si on trouve correct d’éerive v =y, ou

bien de dire 2 est deal & y, au liew de v est superposable a y,
(& 3

on doit estimer pouvoir éerire aussi x =y au lien de & est équi-
palent, semblable, parallele ¢ y, car, si dans le premier cas I'éga-
lité se réfere seulement aux propriétés métriques des figures,
dans les autres cas elle se réfere seulement, et respectivement,
aux propriétés d’eatension, de forme, de direction ou dorienta-
lion.

Il restera done a démontrer que le signe == est employ¢ habi-
tuellement pour exprimer la superposabilité et non les autres
relations, car la superposabilité a des propriétés qui ne sont pas
communes aux autres relations que nous venons de considérer.
Nous ne connaissons pas ces propriétés, mais, en revanche, nous
pouvons faire observer qu'en mathématique le signe = est
employé pour exprimer une relation qui a toutes les propriétés
de la superposabilité (les propriétés) (1) et une autre encore que
la superposabilité ne possede pas. Il en est ainsi, par exemple,
en Analyse (*) ot pour les nombres @ et y la relation @ =y
est réflexive, symétrique, transitive et, de plus, est telle que toute
propriété analytique de & (*) est aussi une propriété analytique
de y. Or en Géométrie si la figure v est superposable a la

(1) Dans les plus récents traités on admet, par définition, quunc droite est
parallele & elle-méme,

(*) Sans parvler de la Physique, ol on a la méme propriété pour la femperature,
la masse, .....

(%) @ est un nombre positif, négatif, complexe dordre n; « est une fonction con-
tinue, intégrabe, limitee,
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!igul'e i, toutes les p].‘opriétés géométriques de 2 ne sont pas, en
général, propriétés de y (les propriétés de position).

Nous pouvons observer, sous une forme plus générale, qu’en
plusieurs cas, lorsque nous disons que @ ==y, nous admetlons
ausst que, u ctant une classe contenant &, wcontient ausst Yy :oor,
ce fait n’a pas lieu pour toutes les relations (ui satisfont aux
conditions 1 ; car, par exemple, si & est équivalent a y, 2 étant

un triangle, cela nentraine point nécessairement que y soil un

triung‘le. Sous cette derniere forme le signe — a la signiﬁcu—

tion qu’on donne d’habitude & la phrase est¢ identique ; et 1l est

(1/ on obtient 1'identité

bon d'observer que pour toute relation
pour des éléments qui sont fonctions des ¢léments considérés
par exemple, la figure v est équipalenie a y exprime ue Pexten-
ston (longueur, aire, volume, de x est identique a extension de y;
a est semblable &y exprime que la forme de x est identique ala
forme de y; la droite @ est paralléle a la droite y exprime que la
direction de & est identique a la divection de y.

2. De ce que nous venons de dive il résulte qu’il convient de
donner au signe = et a la dénomination est¢ égal a une signi-
fication scientifique fixe et absolue, et d’exprimer toute autre rela-

tion (1) par des signes de forme différente du symbole =.
Dans le Formulaire de Mathématiques (t. 11, § 1, prop. 8o)

1’éguli‘té (()u identité) est définie de la maniere suivante :

DéviNtrion, — Pour que Uobjet X soit égal a Uobjet v, il faut el
il suffit que toute classe qui conlient l'objel X contienne ausst
Lobjet y.

Dans ce qui va suivre nous admetions établie, une fois pour
toutes, cette délinition, dont la signification exacte dépend des
propriétés qui dans le Formulaire de Mathématiques (v. 11, § 1)
sont attribuées au mot classe et aux éléments fondamentaux de
la logique générale. Nous ne rappelerons pas ces proprictés;
le lecteur les trouvera au Lormulaire cité (*).

Les traités ordinaires de mathématiques élémentaires donnent
la définition de D'égalité en disant que a =y lorsque x peut étre
substitué a y en tous les cas. Cette définition est une transfor-

(') Pour les différentes significations que les logiciens donnent au mol classe,
voir Revue de Mathématiques, dernier fascicule de 1898.
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mation de celle de Lrmxiz, Eaden: sunt quorum wunum in alte-
rius locum substitui potest, salpa veritate, laquelle, comme d’or-
dinaive, n'explique pas la signification exacte du mot substitui.
La détinition du Formulaire, que nous venons de rappeler, peut
étre, s on veut, considérée comme la traduction en termes dont
les lois logiques sont fixées, de la définition de Leibniz. Elle se
réduit a la forme suivante: v =y (orsque (oute propriété de v est
une propriété de y, st alarelation @ est un élément de la classe u
on donne la signification : v jouit d'une propriété exprimée par
la classe u (*.

De la définition générale de Pégalité résultent les propriétés
sulvantes (7

@ = (propriété réflexive de 1'égalité),

Six =1y alors vy = x [propriété symétrique de Iégalité),

Six=yel siv=1zalors x —= z (propriété (ransitive de
LE I LR
1 égalité). |

St u, v sont des classes et v = v «lors tout w est v et tout v ost
u (%),

En toute correspondance univoque cntre les éléments de la
classe wet les éléments de la classe v ¢ des objets égana de u cor-
respondent des objets égaunr de v,

La condition nécessaire et suffisante d’égalité entre le couple

(x, ¥) et le couple [a, b} est x=a et v = b.

Nous donnons la démonstration complete des propriétés sui-
vantes ‘mon encore énoncées par d’autres’.

3. Nous avouns fait observer, dans le n° 1, que si v, y sont des
nombres ct si v ==y, alors toute propriété analvtique de o est
aussi une propriété analyvtique de y. Mais la définition générale

('} Par exemple la phrase : le nombre » a la propriété d'étre plus petit que 1,

signifie « & est un des éléments de la classe des nombres plus petits que 1 »; la
phrase « la figure géométrique x a la propriété d'étre un triangle », signifie « .o est
un Iriangle » el le mot triangle est un nom commun, est une classe de figures
gcéomeétriques.

(%) Formulaire de Mathématiques, t. 11, 3 1, propositions 81, 82, 83, 84, 83, 503, 86.

(°) Linverse de cette propriété est vrai ou faux seclon quune classe esl considérée
comme dépendant seulement de ses ¢léments, ou est considérdée comme dépendant
ausside la position, de ordre.... de ses éléments. Pour donner au ol classe la pre-
miere signification, il faut poser cowmune proposition primitive : Si tout u est v et si
lout v estu, alors u=v. Dans le Formulaire on donne pour définition la signification
de w=v. (T. II, § 1, prop. 16 ct - 59. )



250 C. BURALI-FORTI

d’égalité, que nous venons d’établir, ne se limite pas aux pro-
priétés analytiques et comprend un champ plus grand de pro-
priétés. De méme, &, y étant deux points, pour établir que z =y,
est-1l sulfisant de prouver que toute figure (classe de points) qui
contient x contient aussi y, ou bien devons-nous recourir a loute
classe u pour lesquels nous ne connaissons pas la signification de
la phrase le point x est un élément de v? lie théoréeme suivant va
résoudre la question.

Tmionine 1. — 87 u est une classe et st x, v sont éléments

de w, alors la condition nécessaire et suffisante d’égalité pour x

et y (x==y) est que : toute classe formée avec les u el contenant x
contienne ausst V.

La condition est nécessaire; cela résulte immédiatement de la
définition d’égalité. S1 la condition est vérifiée et si @ est une
classe contenant ., alors la classe commune a w et @ est une classe
formée par les u et par suite elle contient y; mais si la classe
commune a « ct @ contient 7, a contient aussi y. Par couséquent
si la condition est vérifiée, toute classe qui contient x conlient
aussi y et, par la définition d’égalité, x = y, cest-a-dire que la
condition est suflisante.

Done pour vérifier la condition # = y, quand, par exemple,
x, y sont des points, il faut et 1l sulfit de vérilier que toute figure
(classe de points) qui contient x contient aussi y; et par les
propriétés géométriques ordinaires on aura aussi & == y lorsque
toute droite ou tout plan qui passe par a passe aussi par y. Kn
conséquence la relation x == y signifie : x coincide avec y
comme on dit dans le langage géométrique ordinaire.

4. De la délinition générale d’égalité résulte la  condition
d’égalité pour deux correspondances, dont nous donnerons d'im-
portantes applications aun® G. — Muais avant d’aborder cette ques-
tion il est nécessaire d’établir exactement certaines propriétés
de correspondances univoques.

Si 2 étant un élément quelconque d'une classe #, nous indi-

quons par la notation fr, — ol f est un signe fixe (comme sin,
log...), — un élément bien déterminé d'une classe ¢, alors f

indique une loi en vertu de laquelle, é¢tant donné un élément quel-
conque de u, il en résulte pour ¢ un élément et un seul. Cetle
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loi, c¢'est-i-dire son signe f, est dite correspondance univoque
entre les u et les ¢ : on dit encore que les éléments fi sont des ¢
fonctions des w. On pose quelquelois le signe f a la droite de la
lettre variable comme, par exemple, pour le signe !, et pour les
signes composés —-a, > a, ot a est un nombre, qui, placés ala
droite d'un nombre queleonque b, produisent les nombres, bien
déterminés b - «, b><a.

Si £ est une correspondance univoque entre les u et les ¢, et
si v est une classe formée avee les u, alors fest aussi une corres-
dance entre les o et les ¢, car a étant un ¢lément quelconque
de w, o est un ¢lément de « et par conséquent fv est un élément
bien déterminé de ¢ ().

Cela posé, nous avons le

Tutortyur 1. — 8¢ 1§, h sont des correspondances, alors pour
que U=, i faut et il suffit que : quel que soit U'élément x, tel
que la notation Ix ait recu une signification, on ait x = hx.

La condition est nécessaire; cela résulte immédiatement de la
définition d’égalité. — Sila condition est vérifide et si @ est une
classe de correspondances et fun élément de «, alors f est une
correspondance entre les éléments d'une classe w et les ¢léments
d’une classe ¢; mais avant fr=1/,ux, 1t est aussi une correspon-
dance entre les wetles ¢, ¢’est-a-dire que /£ est un élément de «.
Done toute classe « de correspondances qui contient / contient
aussi /i, et d'apres le théoreme I la condition est suffisante.

5. La fonction sin qui est une correspondance, par exemple,

entre les nombres de — = a = et les nombres de — 1 a 1, est

aussi une correspondance entre les nombres de — ——a —— et
2% 2

les nombres de — 1 & 1 ; mais dans le premier intervalle la fonc-

tion sin n’est pas toujours croissante ou décroissante et dans le
deuxitme intervalle elle est toujours croissante. Une fonction
analvtique quelconque peut ne point étre ou continue, ou limitée,
ou intégrable dans un intervalle donné, et étre continue, limitée,
intégrable dans un intervalle contenu dans le précédent.

En général, fétant une correspondance entre les w et les ¢, le
signe /n'indique pas, a lui seul, toutes les propriétés de la cor-

(') Formulaire de Mathematiques, 1. 11, 2 1, prop. 500, 301, 503,
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respondance, car celles qui dépendent de la partie de la classe u
a laquelle nous entendons appliquer la loi /' restent exceptées.
Le signe composé /, nous indiquera dans ce qui va suivre, (a lo¢ f
appliquée « tous les éléments de w. St w est une classe lormée
avec les u, lanotation /,, vient de recevoir signification, car /" est
une correspondance entre les o et les ¢, el par conséquent £,
indique la loi £ appliquée a tous les éléments de w.

Les fonctions f,, 7. peuvent avoir des propriétés bien diffé-
rentes entre elles ; mais si v est un élément quelconque de w, le
correspondant de 2 en vertu de la lot £, ou de la loi /. est tou-
jours fr, et si nous ndiquons par f.r, f,.x, le correspondant
de & en vertu des lois f, et f,, nous entendons avoir pour ces
lo1s

fuE = fee — fie

quel que soit Pélément x de w.
Cela posé, nous pouvons démontrer le

Tutorine III. — S¢ ) h sont des correspondances entre les u
et les v, alors la condition nécessaire el suffisante pour avoir
f,="h, est que : quel que soit l'élément x de u, on ait {x = hx
(ou si Uon peut £,x="N,x).

Quel que soit I'élément & de u, /i, est une des correspon-
dances o, cntre les w et les ¢ telles que ow = fa; alors si
fu==",, dapres la définition d’égalité nous savons que f, est aussi
I'une des correspondances =, entre les u et les ¢ telles que
cx == hax, ¢’est-i-dire fiv = fr. La condition est done nécessaire.
Si la condition est vérifice et si f, appartient a une classe quel-
conque de correspondances entre les « et les ¢ ('), alors /i,
appartient a la méme classe, car, quel que soit v de w, fir = hx.
Donc par le théoreme I la condition est suffisante.

L’égalité de deux correspondances f, /. peut subsister pour un
intervalle et non pour un autre. Par exemple : 2 étant un nombre
réel, écrivons, suivant Legendre, Ex au licu de partie enticre
de x; x étant un objet quelconque posons wr ==, ¢'est-a-dire

(") Dire que ¢ est une classe de correspondances enlre les w ct les ¢ signifie
que les correspondances de cetie classe appliquées & un ¢élément quelconque .« de
la classe « produisent une classe déterminée de ¢ cela revient & dire que b est
une correspondance entre les u el cette classe de v, .




DES ELEMENTS DERIVES DANS LA SCIENCE 253

indiquons par w la correspondance qu’on peut appeler identité ;
éerivons 2 au lieu de nombre entier et ¢ au lieu de nombre réel ;
on a d'apres le théoreme III

E,—w,, E, # Wy

et d'apres le théoreme II E =% w, car six est un nombre entier
Er = wr, mais, par exemple, E %5 =£ w5 . Cela justific 'em-
plot de la notation £, a laquelle 1l serait nécessaire de recourir,

dans la pratique, toutes les fois que nous avons besoin de consi-
dérer des propriétés de laloi / qui dépendent de la classe w (*).

Il faut bien remarquer que le signe composé f, n’est pas le
couple formé par les deux éléments f et u. En ellet, par ce que
nous venons de dire au n° 2 sif, estle couple (f, «) I'égalité /,
== /i, eniraine 1'égalité f=="1/ : or pour les deux signes I, v nous
avons B, =w, et £ £ w.

6. Maintenaut, nous allons appliquer le théoréeme I a I'intro-
duction dans 'analvse des nombres rationnels et irrationnels.

Supposons connue lathéorie des nombres entiers et des gran-

deurs /%

e

N

(' Par exemple lorsque de la relation sin &+ =y nous déduisons la relation

x = arc sin y ou x» = sin=Yy, ou & = sin y, nous sous-entendons faire varier
T, T : . .
@ de — & ——, car dans le cas contraire arc sin y n'est pas un nombre, malis

2 2
une classe de nombres qui dépend toujours de l'intervalle de variation de ..

*} Pour les nombres entiers voir le Formulaire de Matlématiques, t. 11, 2 2, et
pour les grandeurs le méme Formulaire, t. §, partic 1V, Je crois utile de rappeler
ici les propositions fondamentales de la théorie des grandeurs.

Nous disons que u est une classe homogene de grandeurs, lorsque u étant une
classeet a, b étunt deux éléments quelconques de w, on peut définir une opération
dont le résultat indiqué par a-- b, est tel que a5 est un ¢lément bien déter-
miné de w. Les grandeurs géométriques longueurs, aires, volumes, sont des classes
homogenes des grandeurs. Les longueurs des cotés d'un polygone forment un classe
de grandeurs, mais pas une classe homogetne, car la somme de deux colés peut
ne point ¢tre un coté du méme polygone,

Soient a, b, c..... des éléments d'une classe homogéne de grandeurs. Nous disons
que « > b quand a est la somme de b avec une grandeur, ct nous disons que a < b
lorsque &> a. Indiquons par la notation a la classe formée avec les grandeurs
plus petites ¢ue «; m ¢tant un nombre entier non nul, posons ra=a ct (mtr1)a
=ma +-a, cest-a-dire indiquons par (m + 1)a la somme de m--1 grandeurs
égales a a.

Les propriétés fondamentales de la classe u suffisantes pour déduire les pro-
pri¢tés ordinaires, par exemple, des grandeurs géométriques, sont les suivantes
I a4 b=b- a (propri¢té commutative de la somme, employée par EucripE,
par excmple dans la démonstration de la prop. X1II du Livre I).

IL a+ b+ ¢c)= (a4 b)+ ¢ (propriété asscciative de la somme).
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NoMBRES RATIONNELS. — Solent m, n, p, ¢ des nombres en-
tiers (‘) non nuls et soit « un élément quelconque d’unc classe

homogene g de grandeurs. En suivant 'usage commun, nous

o
3
. a. . in . i

indiquons  par la notation — « la grandeur de g, bien déter-
minée, qu’on obtient en multipliant par m la grandeur 2 telle

que nx = a. D’apres le troisieme théoreme, la correspondance

He . o . , N . in
(7—> est univoquement déterminée, c’est-a-dire (ue <~> es(
12 I
y b

cgal a Z’um'(/ue c()i'l'&sy)onclalzce fg narmi les g et les g telles que,
quel que soil Uélément a de g, n {fa)==ma.

A ’ \ ’ b » . Dl )
Du méme théoreme on déduit que la condition <~—~> — <l—>
I (}
g 1 /9
[)

L. . .. m : . , T

equivaut a la condition - (z,::T-a, quel que soit Pélément a
. !

de g; mais 1l est bien aisé de rveconnaitre par la théorie des

grandeurs (que cette derniere condition équivaut a ng=np.

HI. ¢ n’est pas la somme de ¢ avec un ¢lément de « (Evcripe. Axiome IX,
livree 1) (veste par conséquent exclue la grandear nulle).

IV. On a a=106 oua >0 ou a< 0. (Evciipi dans la démonstration, par exem-
ple, de la prop. VI, livre 1.)

V. Quel que soit élément ¢ de wn, la classe u n'est pas nulle (¢’est-a-dire
qu'il existe des grandeurs plus petites que «j.

YI. Si ¢ est une classe formée avee les «, qui contient des éléments, et s'il existe
des © qui n‘appartiennent point & o, alers il existe un élément & de w, tel que
0 = Ov. (DevEKIND, Postulal de la continuite.)

De ces propositions on déduit :

Vi 1 existe un multiple de « plus grand que 6 (postulat ’ARcHIMEDE).

VI,. » étant un nombre entier non nul il existe un éiément & de « tel que nr=a

I
(6lément qu’on indique habituellement par la notation — a).

Par Vindépendance des propositions I-VI nous avons les suivants :

Si «, b sont des points etsi a -4 6 est le milieu du segment @ b, alors la prop. 1
est vérifiée et la prop. I n'est point vérifiée.

Si « est la classe des nombres le zéro compris, alors la prop. IHI n’est pas véri-
fice, et les prop. I, II sont vérifiées,

Si u est la classe des nombres plus grands que 10, alors la prop. IV n'est pas
vraie ct les prop. I, i, 11 sont vérifices.

Si n est la classe des nombres centiers (positifs), le zéro exclu, la prop. V n'est
pas vérifiée ¢t les prop, 1, 11, L, 1V sont vérifides.

Si « est la classe des nombres rationnels, les propositions I, II, I1I, IV, V sont
vérifiées, mais la prop. VI n’est pas vérifiée.

On en déduit gn'une quelconque des propositions H-VI n’est point la conséquence
des propositions quila précedent. Il serait fort important de démontrer que chacune
des propositions I-VI n’est pas une conséquence de toutes les autres, c¢’est-a-dire
que les propositions I-VI sont nccessaires.

() Des nombres sans signe, comme sont considérés ceux de IArvithmétique et pas
des nombres avec le signe -+ ou — (positifs ou négatifs) comme sont considérés
ceux de UAlgebre. (Pour ces derniers nombres, voir la remarque de ce numdéro.)
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. . m , L )
Nous pouvons dire que(—) est un nombre rationnel ; c¢’est

n/y
précisément 1'élément qui, dans 'usage commun, est indiqué, tout

m

. " m . . ‘ ‘
simplement, par la 110tat10117(1). Si nous écrivons — au heu

mn “_ nt ) . , m )
de(—— la condition ——> — (_Z,, reste exprimée par — Y
)y nly \qly g
alors, en vertu des théoremes deuxieme et troisieme, nous
convenons implicitement de faire toujours usage du signe com-
e

posé — de maniere que, quelle que soit la classe « aux éléments de
* It

] . . I 1) ., .
laquelle nous appliquons, la condition (—) = <—1~\ soit équi-
n/u q /u
valente a la condition mq==np : cela est fort utile & faire pour
. .y 11 2 by h) LY
la conservation des propriétés formales. D’une autre maniere
. 3, . 11t . 1221 ) ‘
nous pouvons convenir d’éerive —au lieu de (7> en sous-enien-
< \ & Jy '
dant simplement Uindice g : nous {aisons réellement cela dans le

T

langage commun ow, par exemple, le mot exprimé par la nota-
- o) o . . , . P .
tion — ne parait jamais isolé, mais précede toujours une grandeur
3 .

qui est explicitement énoncée ou sous-entendue <))

NOMBRES IRRATIONNELS. — Soient u, ¢ deux classes de ration-
nels qui contiennent effectivement des éléments, ces ¢éléments
étant plus petits qu'un rationnel donné. Par la notation wa nous
indiquons la classe dont les éléments sont les produits de la
grandeur @ pour les éléments de «. Pour le postulat de la conti-
nuité il existe une randeurs
plus petites que & soit égale a la classe des grandeurs qui sont
plus petites que quelques-uns des éléments de «a : nous pouvons
exprimer eeci en éerivant =0 (wa) ou signifie plus petit que.
La grandeur . que nous venons de considérer est univoquement
déterminée : nous appelons limite supérieure des ua et neus
Uindiquons par la notation I (ua).

grandeur x telle que la classe des ¢

¢]e]

(') L'idée d'introduire les rationnels comme des opérations (comme on fait dans
le langage conunun) est expliquée exactement pour la premicre fois dans le For-
mulaire de Mathematiques, t. 11, 2 2, ol la condition dégalité est donnde par défi-
nition.

;= (m)y et par conséquence les nombres

D A = r ~ 7)1
(*) D'apresle Théoreme III on a <~—>
I
entiers qui en résultent sont compris dans les nombres rationnels.
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S1 nous posons, par définition
(lv)a =1l ua,
il s’ensuit que le signe composé U, qu'on peut live limite supéricure
des u, est une correspondunce entre les g et les =, ek il résalte

du troisieme théoreme que : (Z/u),, est égal a Uunique correspon-
dance {, parmi les g et les g, telle que, quel que soit Uélément «

de g, fu={(ua). Pour certaines classes « (comme par excmple
. y D) 22 222
pour la classe dont les éléments sont —, ,~~———,.‘..> la cor-

10 100 1000
respondance ('«), est une rationnelle, et pour d’autres classes elle
est un ¢lément nouveau que, en suivant 'usage commun, nous
pouvons appeler nombre irrationnel (par exemple « ¢tant lea
nombres rationnels dont le carré est plus petit que o).

Par le trowsieme théoreme on déduit que la condition L, ==
(l'v), équivaut, quelle que ce soit la grandeur «, a la condition
['{ua) = 1U{pa), condition qui é¢quivaut a Yu="l¢. Done, en vépé-
tant les précédentes considérations pour éerire '« au lieu de

TR e )
\[ (), nous vovons que :

La condition 'a = 1'v équipaut a la condition Ju = Ov. Kt
s1 7 est un rationnel :
La condition m = {'u équivaul la condition Him =— Gu KIJ
Remarque. — Les nombres rationnels et irrationnels étant
délinis comme nous venons de le faire, les propriétés
\
m m =t p m ) mp
at L a:—-————/—(z, [l = o
I 1z I ’ 7 (/ Nl’[
/ \

l’(u(z) -+ Z’(va\) — l’((u —f,—s')a:} l’(u(va):) == Z’Ua.>< s')(()

donnent aisément les définitiens de sommes et de produits de
deux nombres réels, entiers, rationnels, irrationnels quelconques.
Les nombres positifs et négatifs de I'Algebre peuvent ctre
introduits bien aisément.
Si « est un nombre, 4+ @ est un signe qui placé apres un
nombre produit un nombre, et — a est un signe qui placé apres

(") Voir Guxoceni-Praxo, Differentialrechnung und Grundzige der Integralrech-
nung (Leipzig, 1898). ol les condilions ¢ue nous venons de démontrer sont donndes
4 L s 5

par définition.,
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un nombre égal ou plus grand que «, produit un nombre. En
répétant les considérations précédentes, + @ et — a sont des
correspondances par lesquelles on démontre que

La condition - @ = -+ b équivaut a la condition a =10,

La condition — a == b équivaut a la condition @ == 0.
~. — Dans les numéros précédents, nous avons défini le nom-

bre rationnel ou irrationnel, ou positil ou négatif » en posant x
¢gal (identique) a un groupement connu « de signes connus ;
¢ est-a-dire que nous avons défini nominalement 1’élément . Par
exemple on définit nominalement pour tout le monde le triangle,
Lasphere, les nombres premiers..... Mais la possibilité de définir
nominalement I'élément » dépend de celle d’avoir & notre dispo-
sition des ¢léments déja connus avec lesquels on puisse former
le groupement « que nous posons identique au nouvel élé-
ment x5 par exemple sans les éléments correspondance et gran-
deurs nous ne savons pas, 4 présent, définir nominalement les
nombres irrationnels. :

St pour P'élément «, il n'est pas possible de donner une défini-
tion nominale, alors, selon la signification usuelle du mot définir,
Félément v sera défini (sera introduit dans la science) lorsque
nous donnerons une ou plusieurs relations, entre x et des éléments
déja connus, tels que par elles on puisse savoir sil'objet donné N
est ow non égal (identique) « x. Cette méthode est appli-
quable en vertu de la définition générvale d’égalité, et des pro-
priétés déduites par elle, aux éléments nombres cardinawe et
ordinavwe de M. G. Cantor, directions, orientations, longueurs,
aires, polumes, masse, 107)2[)(37'(111/7‘0...

Yoiei comme on peat procéder.

Lorsque nous disons, par exemple, que v est une longueur,
nous entendons dire que v est un élément stmple (') qui est fone-
tion (par exemple) d'un segment, et cette fonction est commune
a tous les segmcuts superposables entre eux. St « est un segment,
la fonetion considérée de a est indiquée par la phrase longueur
de a. Done, tandis que le mot longueur est un xox coyMuUry, une

crasst, le mot longueur de est une courrespoxpaNck cntre les

| RPN T A 1 ' s E J
i) Gest-a-dive est un élément tel que la phrase y est un @ n'a pas de significa-
tton, conmne st v est un nombre, un signe de fonclion.
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segments et la classe longueur. De méme, nombre cardinal
indique une classe, nombre cardinal des indique une correspon-
dance entre les classes et des éléments simples qui sont les élé-
ments de la classe nombre cardinal.

En général, a étant une classe connue, nous considérons une
classe « dont les éléments sont fonctions des éléments de « et
nous obtenons le signe de cette fonctior en faisant suivre du mot
deou des le nom de la classe «. Sinous indiquons par «* ce signe
de fonction, la classe « reste définie nominalement en disant :
dire que x appartient « la classe u équipaut « dire qu’il existe un
élément y de atel que x est identique a u‘y (). Il enrésulte que st
la fonction «* est délinie, alors la classe « est introduite dans la
science, car nous pouvons allirmer ou nier la velation 5= u‘y.

Considérons, par exemple, les nombres cardinave de M. G.
Cantor ?) pour lesquels il est bien connu que :

(a) Siu, vsont des classes, pour que le nombre cardinal des u
soit cgal auw nombre cardinal des v, il fuut et il suffit que la
classe w soit semblable ¢ la classe v (cest-a-dire que v peut étre
mis en correspondance unipoque el réciproque avec v).

Cela posé, nous pouvons introduire dans la science la corres-

poundance nombre cardinal des en posant la délinition suivante.

Devrxirion. — NOMBRE CARDINAL DES eSt une des corresporn-

dances ' entre des classes et des éléments simples, telles que,

quelle que soit la classe u, les classes v pour lesquelles {v = fu,
sont toules les classes semblables « u et les seules.

Le théoreme (@) résulte immédiatement de cette définition, et
par conséquent nous pouvons toujours ¢tablir si I'élément y est
¢gal ou non au nombre cardinal des «.

D’une facon analogue on introduit les ¢léments direction, lon-

cueur,.., (UE NOUS VENnons de citer (3\.
& ” )

() Voir & ce propos Vintroduction au Formulaire de Mathématiques clles tomes |
et Il du Formulaire de Malhématiques.

() Beitrage sur Begriindung der transfiniten Mengenlehre, Math, Ann. B {7, Ri-
vista di malemalica a 1875,

(3) Pour les nombres cardinanx el ordinaux voir G. Burarr-Forrr, Le Classc finite,
Sopra un teorema del Sig. G. Cantor (ALl Ace. Torino, 1806), {'na questione sur
numeri transfinidc (Rendiconti Gircolo Matematico di Palermo, 18g7). Dans ces mé-
moires les dléments abstraits sont introduits en définissant pour cux I'é¢galitlé, en
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Reymanoue. — M. Cantor définit le nombre cardinal des u en
disant : Nous appelons puissance, ou nombre cardinal, des u
Uidée générale que, au moyen de notre active faculté de penser,
on déduit dela classe u en faisant abstraction de la nature et de
Uordre des éléments de u. Le faire abstraction parait ici comme
une opération logique ; mais quelles sont les lois auxquelles elle
satisfait? Dans le cas particulier que nous considérons, les lois
dont nous venons de parler sont fixées par notre définition.

En général la forme de définition que nous proposons, fixe, au
moyen du mot égal, la signification de la phrase élément abstraii
fonction (abstraite) d’un élément connu, qui par plusieurs auteurs
et en plusieurs circonstances est employée sans la définir (*).

Dans notre définition de nombre cardinal, nous avons dit que
nombre cardinal des est UNE DES CORRESPONDANCES [..... : pou-
vons-nous dire que nombre cardinal des est LA CORRESPON-

DANCE [......

¢’est-a-dire pouvons-nous admettre que la classe
des correspondances f considérées contienne un seul ¢lément?
Non, car sans faire varier les conditions pour f nous pouvons
faive varier 1’élément simple qui correspond & w. Par exemple en
vertu des conventions ordinaires pour les nombres positifs et
négatifs nous savons que — ct — sont des corrvespondances [
entre les nombres réels et des éléments simples, tels que, quel
que soit le nombre x, les nombres véels y pour lesquels fiy =
fx sont tous et seulement les nombres réels égaux a @ ; or si «
est un nombre réel non nul -4 @ n’est pas égal i — «a.

Les deux formes de définition que nous venons d’exposer aux

sulvant la méthode employée par Luvcrmor pour introduire les rapports (liv. V,
Def. V) et quon trouve analysée logiquement dans UZniroduction aw Formulaire de
Mathématiques. Je préfeve la méthode que je viens de suivree dans cet ouvrage
parce qu'il n’est plus nécessairve de définir Uégalité de deux des éléments abslraits
considérés. Je supprime aussi le mol absirail, car je ne connais pas encore unc
distinction logique bien élablic enlree elément abstrait et élément concret.

') Dans le Formulaire de Mathématiques les éléments abstrails o, y.... d'une
classe sont introduits en définissant nominalement Végalité v =y (T)ﬁl: ex. 1. 11,
% 2, propositions 0301, 0611, 210°1,...). — De plus, en général, dans le Formulaire
Végalilé est définie pour tous les éléments primilifs ou dérivés. 11 faut bien observer
que cela n’est point en conlradiction avec la définition générale d’égalité donnde
aux prop. 8o du L. I, 2 1, car le Formulaire est en méme temps un recueil de
formules el de toules les théories; or il est aussi logique de définir en tous les
cas égalité que de la définir une fois pour toules, i de déduire les conditions
d’¢galilé dans les divers cas particulicrs.
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n® 6 et ~ sont sullisantes pour introduire dans la secience tous
les éléments & qui peuvent étre mis en relation avee des éléments
déja connus «, b,... c’est-a-dire les éléments dérivés. Mais on
arrivera toujours a des éléments que nous ne savons point mettre
en relation avee des éléments déjh connus et pour ces éléments
(¢léments primitifs) la méthode qui les introduit dans la science
est celle des postulats, méthode qui est bien connue (') et au
sujet de laquelle nous n'avons pas d’observations a faire. La
méthode des postulats reflete Uorigine tout a fait expérimentale
de la Mathématique (*) qui, jusque dans ses prinecipes a empranté
a I'expérience un minimum de propriétés (postulats; desquelies
toutes les autres peuvent étre déduites logiquement (7). A
présent la Mathématique tend toujours plus a se délivrer des liens
avec le monde extérieur, et a former de chacune de ses parties
un systeme logique déductif complet, dont les postulats expriment
des propriétés susceptibles de plusieurs interprétations, vérifices
ou non par L'expérience. De cette tendance résulte un réel pro-
gres logique d'organisation et d’exposition, a condition que la
didactique n'oublie pas de rappeler que les théories les plus

importantes de la )[athémati([ue sont dues a la résolution des

Yy DEDERIND, Was sind und was sollen die Zahlen? 1888.

Pascu, Vorlesungen iber ncure Geometrie.

G. Peaxo, Arithmetices principia noga metiodo exposita, Torino, Boeea, 188¢. —
Principl di geometria logicamente esposti, 188¢. Formalaire de Mathématiques, t. I1,
71, 2.

Mario PierL. I principi della geometria di posizione composti in sistema logico
deduttivo, Mem, Ace. Torino. 18¢98.

C. Burravr Yortr Teoria delle grandezze, Formulaire de Mathématigues, t. 1,
part. IN. Les postulats powr la Geometrie d'Euclide et de Lobalschewshky, Mathe-
matiker-Kongress, Zurich, 18¢8.

(?j Comune fort justement I'observe M. Laisant iLa Mathématique, Paris, G. Garré
et G. Naud, 1898).

%) Liidée de femps introduite aussi par NewToN comme primitive peut élre
définie nominalement. Le mowvement géomdétrique peut &ive défini comme une cor-
respondance spéciale entre points et points (voir la note précédente); une classe
m de mouvements géométriques appliqués & un point « produit une classe de
points ma : par les postalats géométriques on déduira si les ¢léments ma sont,
suivant Grassmann, les positions d'un point P fonction continue d'une ou de denx
ou de trois variables numériques : une classe m de mouvements géométriques satis-
fuisant & la premitre condition est le mouvement de la Mécanique : un cas parti-
culier de ce mouvement peut ¢lre pris comme mouvement unilaire,c’est-a-dire comme
temps, qui reste ainsi introduit géomdétriquement sans avoir recours a des pointe
fixes d'une manicre absolue,
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questions de Géométrie, de Mécanique et de Physique et non a
des abstractions qui n'ont rien a faire avec le monde extérieur
et 1’expérience répétée. C. Buravi-Fortrr (Tumu/.

SUR T/ECONOMIE DE LA PENSEE

DANS LES MATHEMATIQUES BLEMENTAIRES (1)

Je n’aborderai pas ici ce probleme, d'une grande actualité,
qui consiste & examiner dans quelle mesure I'abstraction d’une
part, et U'intuition d’autre part, doivent trouver place a I'univer-
sité dans P'enseignement des éléments d’analyse. Je me bornerai
a observer qu’on parviendra aux résultats les plus favorables si,
dans certaines limites, chaque professeur a la liberté de suivre
sa propre initiative.

Par contre, jesuis persuadé que — saul dans des cas excep-
tionnels ot 'on se trouve en présence d’éleves particulicrement
doués — l'enseignement universitaire ne peut offrir les garan-
ties d’un succes certain et continu, que s’il est accompagné d’une
revision systématique des mathématiques élémentaires. Cette
revision doit porter principalement sur Parithmétique, Palgebre
et la trigonométrie. Il sulfirait, & la rigueur, d’y consacrei unc
heure par semaine. Ces lecons rendraient certainement de
grands services. Ainsi, il est rare que, parmi les jeunes gens
venant d’accomplir leurs ¢études secondaires, 1l s’en trouve un
qui ait une idée nette de la relation a° = 1, & laquelle on peut
attribuer deux significations entierement diflérentes, 'une se
rattachant simplement a la notation, l'autre provenant du cas
limite envisagé dans la théorie des puissances.

Dun autre c6té les calculateurs, tels que les astronomes, se

pl_;ngnent de 1’incapaci'té des jeanes étudiants pour tout ce qui

(') Getle note forme une suite toule naturelle & Iarticle que nous avons publié
swr Lensergnement de la Trigonométrie (no 1, p. 45). Elle a été présentée au Con-
gris de Disseldorl en septembre 1898 et publiée dans le tome VII du Jahres-
bericht der D. M. V. M. Fr. Meyer a bien voulu nous adresser son mémoire pour
les lecleurs de CEnseignement mathématique, La Direcrion.
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